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f  Vorwort 

des    Uebersetzers. 


Indem  ich  die  Uebersetzung  des  yyAperçu  historique  sur 
Vorigine  et  le  développement  des  méthodes  en  Géo- 
métrie, particulièrement  de  celles  qui  se  rapportent 
à  la  Géométrie  moderne,  par  M.  Chastes,  ancien 
élève  de  l'école  polytechnique;  Bruxelles  1837", 
dem  deutschen  mathematischen  Publicum  fibergebe ,  will 
ich  mit  wenigen  Worten  auseinandersetzen,  was  mich  zu 
dieser  Arbeit  bewogen  hat. 

Als  mir  genanntes  Werk  zuerst  zu  Gesicht  kam 
und  ich  es  oberflächlich  durchblätterte,  sprach  mich  die 
eigenthümliche  Auffassung  der  Geometrie  in  dem  rein 
historischen  Theil  und  die  Reichhaltigkeit  des  Stoffs  in 
den  Noten  an ,  und  es  entstand  bei  mir  die  Idee ,  das- 
selbe durch  eine  Ueb ertragung  ins  Deutsche  allgemeiner 
zugänglich  zu  machen.  Eine  genauere  Durchsicht  be- 
stärkte mich  in  meinem  Vorsatz ,  zumal  da  ich  Grund 
hatte,    zu  glauben ,    dass  das  Original  nur  wenig  in 

Deutschland  bekannt  wäre.     Denn  wenn  auch  sein  Titel 
nicht  fremd  bleiben  konnte,  so  dürfte  doch  der  ziemlich* 


IV 

hohe  Preis  des  Originals  (14Rthlr.)  Viele  von  dem  An- 
kauf desselben  zurückgehalten  und  dadurch  seine  grössere 
Verbreitung  verhindert  haben.  Es  schien  mir  deshalb 
nicht  unzwpckmässig,  vielleicht  von  Manchem  erwünscht 
zu  sein,  wenn  dieselbe  Sache  gegen  ein  geringeres  Opfer 
zugänglich  gemacht  würde. 

Gern  hätte  ich  an  manchen  Stellen,  wo  ich  mit 
dem  Verfasser  nicht  einverstanden  bin  ,  eigene  Bemer- 
kungen hinzugefügt,  wenn  nicht  das  Bach  schon  an  und 
fur  sich  so  stark  geworden  wäre  /und  ich  durch  solche 
Zusätze  den  Zweck  der  Billigkeit  verfehlt  hätte.  Eine 
eigene  Arbeit  übrigens,  die  ich  schon  längere  Zeit  unter 
Händen  habe,  deren  Vollendung  aber,  wegen  der  man- 
nigfaltigen dazu  erforderlichen  Nebenstudien ,  noch  auf 
längere  Zeit  hinausgeschoben  werden  muss,  wird  viel- 
fach Gelegenheit  bieten ,  auf  gegenwärtiges  Werk  zu- 
rückzukommen. 

Was  die  Uebersetzung  an  sich  betrifft ,  so  bitte  ich 
den  geneigten  Leser  ,  es  mit  den  Worten  nicht  zu  streng 
zu  nehmen.  An  vielen  Stellen  hab'  ich  schon  selbst, 
bei  einer  letzten  Durchsicht,  so  manche  Härten  und  un- 
zweckmässige Ausdrucksweisen  bemerkt:  ich  hoffe,  der 
Leser  wird  diese  übersehen,  wenn  er  bedenkt,  dass  wohl 
Jeder  beim  Uebersetzen  eines  Werks,  das  nur  wissen- 
schaftliches Intere&e  anregen  soll,  mehr  den  Inhalt, 
als  die  Sprache  beachtet. 

Halle, 

den  5tcn  August  1839. 

Ii.  Hl.  Sohnebe. 


In  dieser  Uebersicht  ist  es  unsre  Absicht,  eine  kirne 
Analyse  der  hauptsächlichsten  Entdeckungen  zu  geben, 
welche  die  reine  Geometrie  bis  zu  dem  Grad  der  Aus- 
dehnung gebracht  haben,  den  sie  in  unsrer  Zeit  erlangt 
hat,  besonders  derjenigen  Entdeckungen,  welche  die  neuen 
Methoden  vorbereitet  haben. 

Wir  bezeichnen  sodann  unter  diesen  Methoden  die- 
jenigen, an  die  sich,  wie  es  uns  scheint  ,de*  gfösste 
Theil  der  zahlreichen  neuen  Theoreme,  womit  die  Wis- 
senschaft in  der  letzten  Zeit  bereichert  ist,  anknüpfe« 
lassen. 

Endlich  setzen  wir  die  Natur  und  den  philosophischen 
Charakter  der  beiden  Uauptprincipien  der  Ausdehnung 
auseinander,  welche  den  hauptsächlichsten  Gegenstand 
des  Mémoires  ausmachen.  *) 

In  der  Geschichte  der  Geometrie  haben  wir  fünf 
Epochen  unterschieden.  Man  wird,  nach  dem  Lesen  des 
Buchs,  beurtheilen,  ob  die  besondern  Charaktere,  welche 
wir  fur  jede  dieser  fünf  Epochen  erkannt  haben,  diese 
Eintheilung  rechtfertigen  können. 

Mehre  Noten  sind  .dieser  geschichtlichen  Uebersicht 
beigefugt.  Die  Eben  sind  für  die  weitere  Entwickelung 
gewisser  Stücke  bestimmt,  die  wir  im  Laufe  des  Vortrags 
nur  kurz  behandeln  konnten;  Andere  liefern  einige  histo- 
rische Details,  deren  Ausdehnung  uns  nicht  gestattete, 
sie  als  Marginalbemerkungen  zu  geben,  weil  sie  die 
Lecture  gehindert  hätten;  mehre  Andere  endlich  sind  die 
Fracht  unsrer  eigenen  Untersuchungen  über  verschiedene 
Theile  der  im  Text  besprochenen  Theorien,  die  vielleicht 
einige  neue  Resultate  liefern. 

Diese  dürften  nicht  unumgänglich  nothwendig  er- 
scheinen, wenn  man  nur  den  historischen  Zweck  unsrer 
Arbeit  in  Betracht  zieht.  Wir  haben  aber  vornehmlich  im 
Auge  gehabt,  bei  der  Schilderung  des  Ganges  der  Geo- 
metrie und  bei  der  Darstellung   ihrer  Entdeckungen  und 

*}  &,  die  Anmerkimg  auf  8.  251  dieser  Uebersetznng. 
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neuen  Lehren,  durch  einige  Beispiele  zu  zeigen,  dass 
der  Charakter  dieser  Lehren  der  ist,  in  alle  Theile 
der  Wissenschaft  von  der  Ausdehnung  eine  neue  Leich- 
tigkeit zu  bringen  und  neue  Mittel  herbeizuschaffen,  um 
zu  einer,  bisjetzt  noch  unbekannten  Verallgemeinerung 
aller  geometrischen  Wahrheiten  zu  gelangen;  was  eben- 
falls der  eigene  Charakter  der  Analysis,  zur  Zeit  ih- 
rer Anwendung  auf  die  Geometrie,  gewesen  ist.  Auch 
folgern  wir  aus  unsrer  Uebersicht,  dass  die  wesentlichen 
Hülfsmittel,  welche  die  Geometrie  seit  dreissig  Jahren 
erlangt  hat,  in  mchrer  Hinsicht  mit  den  analytischen  Me- 
thoden vergleichbar  sind,  mit  denen  von  nun  an  diese 
Wissenschaft,  bei  einer  sehr  ausgedehnten  Gattung  von 
Fragen,  rivalisircn  kann. 

Diese  Idee  wird  sich  wiederholt,  wir  können  sagen, 
gerechtfertigt  finden  an  mehren  Stellen  dieser  Schrift; 
weil  sie  deren  Ursprung  ist  und  weil  sie  bei  den  langen 
Untersuchungen,  welche  die  historische  Partie,  die  Noten 
und  die  beiden  Memoire,  woraus  dieses  Werk  zusam- 
mengesetzt ist,  nöthig  machten,  nicht  aufgehört  hat,  ih- 
ren Vorrang  zu  behaupten. 

Um  jedoch  jede  falsche  Auslegung  unsrer  Absicht 
und  unsrer  Meinung  über  die  beiden  Methoden,  die  sich 
in  das  Gebiet  der  mathematischen  Wissenschaften  theilen, 
zu  vermeiden,  beeilen  wir  uns  auszusprechen,  dass  unsro 
Bewunderung  fur  das  in  unsern  Tagen  so  mächtige  ana- 
lytische Hülfsmittel  ohne  Grenzen  ist  und  wir  nicht  in 
allen  Punkten  die  geometrische  Methode  mit  ihm  gleich- 
stellen wollen.  Aber  davon  überzeugt,  dass  man  nie  zu 
viele  Erforschungsmittel  bei  der  Aufsuchung  mathemati- 
scher Wahrheiten  haben  kann,  die  alle  gleich  leicht  und 
anschaulich  werden  können ,  wenn  man  den  geraden  Weg, 
der  ihnen  eigenthümlich  und  natürlich  ist,  findet  und  ver- 
folgt, so  haben  wir  geglaubt,  dass  es  von  Nutzen  sein 
kann,  so  viel  es  unsre  schwachen  Mittel  gestatten,  zu 
zeigen,  dass  die  Lehren  der  reinen  Geometrie  oft  und  bei 
einer  Menge  von  Fragen  diesen  einfachen  und  natürlichen 
Weg  darbieten,  der,  bis  zum  Ursprung  der  Wahrheiten 
vordringend,  die  geheimnissvolle  Kette,  welche  sie  unter 
einander  verbindet ,  offen  darlegt  und  sie  einzeln  auf  das 
deutlichste  und   vollständigste   kennen  lehrt. 


Erstes   Kapitel. 


Erste   Epoche« 

C.  1.    13en  Ursprung  der  Geometrie  findet 
»an  bei   den  Chaldâern  und  Aegyptiern.    Der  ^'J^ft 
Phtaicier  Thaies  ging  nach  Aegypten,  um  sich  r  cii.G. 
dort  auszubilden  uud  liess  sich  darauf  zu  Milet 
nieder,  wo  er  die  ionische  Schule  stiftete,  aus  welcher  die 
griechischen  Philosophen  hervorgingen ,  denen  man  die  er- 
sten Fortschritte  der  Geometrie  zu  verdanken  hat. 

Pythagoras  von  Sanios,  ein  Schüler  des  _  , 
Thaies,  ging  wie  dieser  zuerst  nach  Aegypten  g^^SS^.Ck. 
und  darauf  zu  den  Indiern ,  zog  sich  dann  nach 
Italien  zurück  und  gründete  hier  seine  Schule,  die  weit 
berühmter  geworden  ist,  als  die,  aus  welcher  sie  hervor- 
jrinß.  Vorzüglich  diesem  Philosophen  und  seinen  Schülern 
gebührt  der  Ruhm  der  ersten  Entdeckungen  in  der  Geo- 
metrie, zu  deren  ausgezeichnetsten  die  Theorie  der  /n- 
ctanmensurabilitiit  gewisser  Linien,  wie  der  Diagonale  ei- 
nes Quadrats  im  Vergleich  mit  der  Seite  desselben  und 
die  Theorie  der  regulären  Körper  gehören.  Diese  ersten 
Schritte  in  der  Wissenschaft  von  den  ausgedehnten  Grös- 
sen bieten  im  Uebrigen  nur  einige  elementare  Sätze  dar, 
die  sich  auf  die  gerade  Linie  und  den  Kreis  beziehen, 
worunter  die  merkwürdigsten  sind:  der  Satz  von  dem 
Quadrat  der  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
(dessen  Erfindung,  wie  die  Geschichte  oder  die  Fabel  er- 
zahlt, den  Pythagoras  eine  Hekatombe  gekostet  hat)  und 
die  Eigenschaft  des  Kreises  und  der  Kugel ,  dass  sie  unter 
den  Figuren  von  gleichem  Umfang  oder  von  gleicher  Ober- 
liche die  grassten  sind:  Sätze,  welche  den  ersten  Keim 
in  der  Lehre  von  den  isoperimetern  enthalten. 

C««*»ch.   df-r   iîrom.  \ 


§.  2.  Die  Geometrie  blieb  so  beschränkt  bis  zur  Grün- 
dung der  platonischen  Schule ,  welches  die  Epoche  ihrer 
bedeutendsten  Fortschritte  war. 

130—  ^m   Sl°k  *n   ^cr  Mathematik  auszubilden, 

347  vi  Ch.  «PnS  Plftt0  ?  w*e  »eine  Vorgänger  in  Griechen- 
land es  gethan  hatten,  zu  den  ägyptischen 
Priestern  und  darauf  nach  Italien  zu  den  Pythagor&crn. 
Nachdem  er  nach  Athen  zurückgekehrt  war,  wurde  er 
das  Haupt  der  Schule  und  führte  ih  die  Geometrie  die 
analytische  Methode  *),  die  Kegelschnitte  und  die  Lehre 
von  den  geometrischen  Oertern  ein.  Diese  merkwürdi- 
gen Entdeckungen  machten  aus  der  Geometrie  gewisser 
Maassen  eine  neue  Wissenschaft,  welche  im  Range  höher 
stand,  als  die  Elementar- Geometrie,  wie  sie  bis  dahin  be- 
trieben war,  und  welche  von  Plato's  Schülern  transcen- 
dente  Geometrie  genannt  wurde. 

Seit  dieser  Zeit  wurde  die  Lehre  von  den  geometri- 
schen Oertern  2)  auf  höchst  geschickte  Weise  auf  die  be- 
rühmten Probleme  von  der  Verdoppelung  des  Kubus,  von 
den  zwei  mittlem  Proportionalen  und  von  der  Dreithei- 
lung  des  Winkels  angewandt. 


1)  Die  folgende  Erklärung  von  Anal  y  su  und  Sgnthesis^  wfe  sie 
Vieta  im  Anfang  seiner  Isagoge  in  artem  anal  y  tic  am  gegeben  hat, 
ckaracterisirt  vollständig  die  beiden  Methoden  der  Alten.  Kr  sagt: 
„es  giebt  iu  der  Mathematik  eine  Methode  zur  Brfbrschnng  der  Wahr- 
heit, von  der  Plato  für  den  Erfinder  gehalteu  wird  nnd  welche  Theon 
Analyst*  nannte  und  folgender  Maasseu  definirt  hat:  Man  betrachte 
die  gesuchte  Sache  als  gegeben  und  gehe  von  Folgerung  zu  Folge- 
rung, bis  man  die  gesuchte  Sache  als  wahr  erkennt.  Die  Synthe- 
sis  dagegen  ergieht  sich  als  das  Ausgehn  von  einer  gegebenen  Sache, 
um  durch  Folgerung  aus  Folgerung  zur  Auffindung  einer  gesuch- 
ten Sache  zu  gelangen.** 

2)  Man  nennt  in  der  Geometrie  einen  Ort  die  Aufeinanderfolge 
von  Punkten,  deren  jeder  eine  vorgelegte  Aufgabe  löst  oder  de- 
ren jeder  sich  einer  gewissen  Eigenschaft  erfreut,  "welche  kei- 
nem andern  Punkte  ausserhalb  dieses  Ortes  zukommt  Die  Alten 
(heilen  die  geometrischen  Oerter  in  verschiedene  Klassen.  Sie  nen- 
nen ebene  Oerter  die  gerade  Linie  and  die  Kreislinie,  weil  sie  fu 
der  Ebene  erzeugt  werden,  körperliche  Oerter  die  Kegescfruitte,  well 
man  sich  deren  Entstehung  auf  einem  Körper  dachte,  endlich  lineare 
Oerter  alle  Curven  höherer  Ordnungen ,  wie  die  Conchoide,  Cfssoide, 
Spirale  und  Quadratrix.  Ebenso  nannte  man  Orts  -  Theorem  ein  sol- 
ches, in  welchem  es  sich  am  den  Beweis  handelt,  das*  eine  Auf- 
einanderfolge von  Punkten  einer  geraden  oder  krummen  Linie  den 
Bedingungen  eines  aufgestellten  Satzes  genugeu,  nnd  ein  Orts- Pro- 
blem eine  Aufgabe,  in  welcher  gefordert  wird,  dass  ans  einer  Auf- 
einanderfolge von  Punkten  jeder  eine  vorgegebene  Bedingung  erfüllt. 


_■ 

Das    erste  dieser  Probleme,   durch  seine 
Schwierigkeit,  so  wie  durch  seine  fabelhafte    Bipi>ocrate$ 
Versnisssong  bekannt,  hatte  schon  früher  die  Zw^ch™ 
Geometer  beschäftigt    Der  durch  die  Quadra- 
tur   seiner   lunulae   hinlänglich  bekannte  Hippocrates  von 
Chios    hatte  es  auf  die  Aufsuchung  der  beiden  mittlem 
Proportionalen  zwischen  der  Seite  des  gegebenen  Kubas 
und   dem  Doppelten  dieser  Seite  zurückgeführt,   so  dass 
hierdurch  wahrscheinlich  Veranlassung  su  dem  allgemei- 
nen Problem    der    zwei    mittlem  Proportionalen    gegeben 
wurde.     Letzteres  wurde  auf  sehr  verschiedene  Arten  ge- 
lest,  welche  aber  sämmtlich  den   Geomctern  des  Alter- 
thoms  Ehre  machten.     Die  erste  Losung  gehört  Plato  an, 
welcher    dazu  ein  Instrument  anwandte,    das    aus  einem 
Winkelmaass  bestand,    auf  dessen  einem  Schenkel   sich 
eine  gerade  Senkrechte  so  bewegen  liess,  dass  sie  paral- 
lel mit  dem  andern  Schenkel  blieb:   unstreitig  das  erste 
Beispiel  von  der  mechanischen  Auflösung  eines  geometri- 
schen Problems. 

Menächmus ,  ein  Schuler  Plato's ,  bediente         .. 
sich  so  demselben  Zweck  der  geometrischen  Menachmu** 
Oerter,  nämlich  entweder  zweier  Parabeln,  die  einen  ge- 
meinschaftlichen Scheitel  hatten  und  deren  Axen  senkrecht 
auf  einander  standen,   oder  auch   einer  Parabel  und  einer 
Hyperbel  zwischen  ihren  Asymptoten. 

Eudoxus,  ein  anderer  Schüler  und  Freund  Plato's, 
wandte  gewisse  andere  Curven  an,  welche  er  besonders 
zu  diesem  Zwecke  erfunden  hatte;  unglücklicher  Weise 
aber  ist  seine  Lösung  nicht  auf  uns  gekommen  und  wir 
wissen  auch  nicht,  welche  seine  Curven  waren. 

Die  Auflösung  des  berühmten  Pythago- 
riers  Archytas ,  dessen  Vorlesungen  Plato  in  rc  y  **' 
Itahen  gehört  hatte,  war  rein  speculativ.  Sie  ist  dadurch 
merkwürdig,  dass  dabei  von  einer  Curve  doppelter  Krüm- 
mung Gebrauch  gemacht  wird,  welche  die  erste  zu  sein 
acheint ,  die  überhaupt  von  den  Geometcrn  betrachtet  wur- 
de, wenigstens  ist  sie  die  älteste,  welche  bis  zu  uns  ge- 
langt ist*). 


3)  Dfo  Beschreibung  dieser  Curve  ist  folgende:  „Ueber  einem 
Dnrcfcme«ser  der  Basis  eines  geraden  Kreiscy  lindere  denke  man  sich 
ei»»  Halbkreis  beschrieben,  dessen  Ebene  senkrecht  anf  der  der 
Cjltnder-  Basis  steht;  den  Durchmesser  drehe  man  um  einen  seiner 
ladswfcu  atid  führe  bei  dieser  Kreisbewegung  zugleich  den  ll&Ut- 

1* 


Die  vier  hier  angeführten  Lösungen  des  Problems  der 
beiden  mittlem  Proportionalen  sind,  wie  man  sieht ,  we- 
sentlich von  einander  verschieden.  Dasselbe  Problem  be- 
schäftigte noch  viele  Jahre  hindurch  die  Geometer,  wo- 
durch sich  natürlich  die  Auflösungen  davon  vermehrten. 
Eutocius,  ein  Mathematiker  des  sechsten  Jahrhunderts, 
fuhrt  in  seinem  Commentar  zum  2ten  Buch  über  Kitgel 
und  Cylinder  von  Archimedes  die  des  Eratosthenes,  ApoN» 
lonius,  Nicomedes,  Hero,  des  Byzantiners  Philo ,  des  Pap- 
pus,  Diocles  und  Sporus  an.  Alle  diese  Mathematiker 
werden  wir  in  chronologischer  Ordnung  erwähnen. 

§.  3.  Die  vorzüglichen  von  Plato  und  seinen  Schü- 
lern angedeuteten  Methoden  wurden  von  ihren  Nachfol- 
gern mit  Eifer  bearbeitet  und  bildeten  den  Gegenstand 
mcfhrcr  bcachtungswerthen  Werke ,  in  welchen  die  Haupt- 
eigenschaften der  Kegelschnitte  entwickelt  wurden,  dieser 
berühmten  Curven,  welche  2000  Jahre  später  eine  so  be- 
deutende Rolle  in  der  Mechanik  des  Himmels  spielten, 
nachdem  Kepler  sie  für  die  wahren  Bahnen  erkannt  hatte, 
welche  von  den  Planeten  und  ihren  Trabanten  durchlaufen 
werden ,  und  nachdem  Newton  in  ihren  Brennpunkten  die- 
jenigen Punkte  entdeckt  hatte,  in  welchen  die  Kräfte  sich 
befinden ,  die  alle  Körper  des  Weltsystems  bewegen. 

,t  Das    hauptsächlichste   dieser  Werke  war 

um  450  '".C/#.  das  des   Aristäus,  welches  fünf  Bücher  über 

die  Kegelschnitte  enthielt  und  von  dem  die 
Alten  mit  ausserordentlichem  Lobe  sprechen.  Leider  aber 
ist  von  diesen  eben  so  wenig  Etwas  auf  uns  gekommen, 
als  von  den  fünf  Büchern  über  die  körperlichen  Oerter  von 
demselben  Geometer4). 


greift  «0  mit  hemm,  das*  seine  Ebene  beständig  senkrecht  aaf  der 
Basis  des  Cylinders  steht;  dieser  Halbkreis  wird  in  jeder  seiner  La- 
gen die  Oberfläche  des  C>  linders  in  einem  Punkte  treffen:  die  Auf- 
einanderfolge dieser  Paukte  bildet  die  in  Rede  stehende  Carve  dop- 
pelter Krümmung." 

Um  das  Problem  der  beiden  mittlem  Proportionalen  En  lösen, 
schneidet  Archytas  diese  Curve  durch  einen  Kegel,  der  durch  Um- 
drehung um  die  Seitenlinie  des  Cj  linders  entsteht,  welche  dun  h  den 
festen  Endpunkt  des  Durchmessers  des  beweglichen  Halbkreises  ge- 
zogen ist:  der  Durchschuittspuukt  giebt  die  gesuchte  Lösung. 

4)  Diese  fünf  Bücher  aber  die  körperlichen  Oerter,  von  welchen 
Pappus  in  dem  7ten  Buche  seiner  mathematischen  Sammlungen  spricht, 
sind  nach  dieser  Angabe  durch  Viviani  unter  dem  Titel:  De  torts  so- 
lidig  seeund*  äivinatiu  peometrica  in  qniuque  libro*  injuria  tempo- 
nun  amUêot  AriUaei  teniorU  geometrae  aueutore  Vincent io  T J- 


§•  4.  Ungefähr  in  dieselbe  Epoche  fallt 
die  EotdeckuDg  der  Quadratrix  des  Dinostratus  *******"*• 
Diese  Curve,  welche  vermöge  ihrer  Haupteigenschaft  zur 
Theüong  eines  Winkels  in  eine  Anzahl  von  Theilen,  die 
gegebenen  Linien  proportional  sind,  geeignet  ist,  scheint 
sur  Lösung  des  in  der  Schule  Plato's  behandelten  Pro«« 
Mens  von  der  Trisection  des  Winkels  erfunden  zu  sjpp. 
Sie  würde  auch  das  Problem  über  die  Quadratur  des  Krei- 
ses lösen ,  wenn  man  sie  geometrisch  construiren  könnte; 
und  gerade  diese  Eigenschaft  hat  ihr  bei  den  Alten  den 
Namen  der  Quadratrix  erworben.  Nach  Pappus  scheint 
diese  Eigenschaft  von  Dinostratus,  dem  Bruder  des  Me* 
nichmus,  gefunden  zu  sein,  weshalb  die  Neuern  diese 
Curve  die  Quadratrix  des  Dinostratus  genannt  haben.  In-* 
dess  scheint  aus  zweien  Stellen  des  Proclas  ö)  hervorzu- 
gehen, dass  Hippias,  ein  Geometer  und  Philosoph,  der 
zur  Zeit  Plato's  lebte,  der  wahre  Erfinder  derselben  ge- 
wesen sei  und  auch  deren  Eigenschaften  bewiesen  habe6). 

§.  5.  In  diese  ersten  Zeiten  der  Geome- 
trie  scheint  auch  noch  Perseus  gesetzt  werden  erseu8* 
so  müssen,  der  durch  die  Erfindung  der  Schneckenlinien 
einige  Berühmtheit  erlangt  hat.  Er  bildete  diese  Curven, 
indem  er  die  ringförmige  Oberfläche  oder  den  toriis  y  wel- 
cher durch  die  Umdrehung  eines  Kreises  um  eine  feste 
Axe,  die  in  derselben  Ebene  liegt,  entsteht,  mit  einer  an- 
dern Ebene  schnitt. 

Es  ist  uns  über  diesen  Gegenstand  keine  andre  Nach- 
rirht  geblieben,    als    eine   Stelle    von  Proclus    in   seinem 


rt <f  ni,  etc.  Cin  fol.  Florenz,  17010  ganz  in  der  Weise  der  alten 
fceomrtrie  re»tituirt  worden  Schon  iui  Jahr  1659  hatte  derselbe  Vi- 
viaiii  da«  5te  Buch  der  Kegelschnitte  des  Apollonius  restitmrt ,  von 
denen  man  damals  nur  die  4  ersten  Bücher  hatte  und  welches  zu- 
gleich-  mit  dem  Ölen  und  7tcn  Buch  durch  Bord  H  aufgefunden  wuiMe, 
aie  gerade  Viviani  sein  Werk  beendigt  hatte. 

5)  Siehe  den  Sten  Hat*  des  3ten  Buchs  und  den  Anfang  des  4ten 
Buch«  im  Coiniuentar  de*  Proclus  zuui  l«*ten  Buch  des  Kuclid. 

6)  Hin  mit  der  alten  Geometrie  sehe  vertrauter  Geometer  des 
I7ten  Jahrb.,  Lrotaud,  hat  flher  diese  Curve  eine  Schrift  heraus- 
grgehen ,  iu  der  er  eine  grosse  Menge  vou  vorzüglichen  Eigenschaften 
derselben  aufdeckt ,  welche  dem  Titel  des  Werks  :  Liber  in  quo  mi- 
rnhiUë  quatlratrlcis  facultaten  rariae  exponuntur,  entspreche«.  Der 
Verf.  vergleicht  sie  mit  der  Hplrale  des  Archimede*  und  mit  der  Pa- 
rabel, wendet  sie  zur  Bestimmung  den  Schwerpunkts  an,  erkennt 
aa  ihr  anendliche  Aeste  u.  s.  w.  Johann  Beruotrill  hat  ebenfalle  ef- 
■fee  Eigenschaften  dieser  Curven  entdeckt.  CS.  Tb.  I.  8.  447  seiner 
Werke  und  TU.  11.  ».  176  u>  179  seiues  Briefvvecbseis  mit  Lelbnits.) 


Commenter  zum  ersten  Buch  des  Euclid7),  wo  er  die  Er- 
zeugung dieser  Curven  in  der  ringförmigen  Oberfläche 
deutlich  beschreibt  und  die  Erfindung  derselben  dem  Per- 
seus  zuspricht.  Einige  Zeilen  später  fugt  er  noch  hinzu, 
dass  auch  Geminus  über  die  Schneckenlinien  geschrieben 

»Jiabe,  welcher  Ausspruch  ein  Document  von  Wichtigkeit 
W^.  weil  es  die  Priorität  des  Perseus  vor  dem  Geminus 
beweist.     Von  letzterem  weiss  man  aber,  dass  er  um  die 

>HZejt  des  Hipparch,  in  den  beiden  ersten  Jahrhunderteu 
vor  der  christlichen  Zeitrechnung  lebte«  Dass  die  Schrif- 
ten von  Perseus  und  Geminus  nicht  auf  uns  gekommen 
sind,  ist  sehr  zu  bedauern,  denn  es  müsste  sehr  interes- 
santsein, ihre  geometrische  Theorie  dieser  Schneckenlinien 
kennen  zu  lernen,  da  es  Curven  vom  vierten  Grade  sind, 
welche  heut  zu  Tage  die  Gleichungen  der  Oberflächen  und 
einen  schwierigen  analytischen  Calcul  zu  erfordern  schei- 
nen.   (S.  Note  I.) 

§.  6.  Euclid,  der  berühmte  Verfasser  der 
285*0. 'ci.  Elemente  der  Geometrie,  bildete  das  Band 
zwischen  der  platonischen  Schule,  in  welcher 
er  gebildet  war,  und  der  neu  entstandenen  zu  Alexandrien. 
Schon  viele  griechische  Geometer  vor  Euclid  hatten  über 
die  Elemente  der  Geometrie  geschrieben.  Proclus,  der 
uns  ihre  Namen  überliefert  hat,  zeichnet  unter  ihnen  fol- 
gende aus:  Hippocrates  von  Chios,  Leo,  dessen  Werk 
vollständiger  und  brauchbarer  war,  als  das  des  vorher- 
gehenden; Theudius  von  Magnesia,  empfehlenswerte  we- 
gen der  Ordnung,  welche  er  in  seine  Abfassungsweise 
gebracht  hatte;  Hermotimus  von  Colophon,  welcher  die 
Entdeckungen  des  Eudoxus  und  Thötetcs  vervollkommnete 
und  auch  vieles  Eigene  zu  den  Elementen  hinzufugte. 
Bald  darauf  trat  Euclid  auf,  welcher,  wie  Proclus  sagt, 
„die  Elemente  sammelte,  viele  von  den  durch  Eudoxus 
gefundenen  Sachen  in  die  gehörige  Ordnung  brachte,  das, 
was  Thötetes  angefangen  hatte,  vollendete  und  das,  was 
vor  ihm  nur  leichthin  angedeutet  war,  streng  bewies."  8) 

Euclid  führte  in  die  Elemente  der  Geometrie  die  Me- 
thode ein,  welche  unter  dem  Namen  Reductio  ad  absur- 


7)  Ucher  die  vierte  Definition  des  Euclid.  —  Proclns  spricht 
auch  flher  die  Schneckenlinie  in  «einem  Commentar  zur  7ten  Defini- 
tion and  im  Anfang  Keinen  4ten  Buchs j  wo  er  sie  noch  die  Schnek- 
kenlinie  des  Perseus  nennt 

S)  Proclus,  2tes  Buch,  4tes  Kap.  in  seinem  Commentar  über  da» 
tste  Buch  dos  Euclid. 


dum  bekannt  int  und  welche  iu  dem  Nachweis  besteht, 
data  jede  Annahme,  welche  dem  ausgesprochenen  Satze 
zuwiderlauft,  auf  einen  Widerspruch  fuhrt;  eine  Methode, 
welche  vorzüglich  bei  jenen  Untersuchungen  von  Nutzen 
ist,  wo  sich  das  Unendliche  unter  der  Forin  von  Irratio- 
nalgrössen  darstellt  Archimedes  bediente  sich  derselben, 
in  den  meisten  seiner  Werke,  und  Apollonius  machte  von 
ihr  in  seinem  4ten  Buche  über  die  Kegelschnitte  ebenfalls 
einen  glücklichen  Gebrauch ,  so  wie  auch  die  neuern  Geo- 
meter  da  grossen  Nutzen  aus  ihr  gezogen  haben,  wo  <ji£ 
Wissenschaft  noch  nicht  weit  genug  vorgeschritten  war, 
directe  Beweise  liefern  zu  können,  welche  alleiu  eine 
zur  vollen  Evidenz  bringen  und  dem  Geisfe 
ganz  genügen. 

Die'  Elemente  des  Euclid  enthalten  13  Bücher,  mit 
«reichen  man  gewöhnlich  noch  zwei  andere  über  die  fünf 
regelmässigen  Körper  verbindet,  die  dem  Alexandriner 
Hypsicles  zugeschrieben  werden,  der  um  150  JaHre  jün- 
ger ist  als  Euclid. 

„Man  erhält  eine  richtige  Vorstellung  von  dem  gan- 
zen  Werke,   wenn    man   sich   dasselbe  aus  vier  Theilen 
zusammengesetzt  denkt    Der  erste  umfasst  die  6  ersten 
Bücher    und    zerfallt    wieder    in    drei    Unterabtheilungen, 
nämlich:     Beweis    der  Eigenschaften    gegebener  Figuren, 
auf  absolute  Weise  behandelt,  und    enthalten  in  den  Bü- 
chern  1,  2,  3,  4,    ferner  Theorie  der  Verhältnisse  von 
Grossen  im  Allgemeinen  im  oten  Buch,  und  endlich  An- 
wendung  dieser  Theorie  auf  ebene  Figuren.    Der  zweite 
Theil  besteht  aus  den  Büchern  7,  8,  9,  welche  man  mit 
dem  Beinamen,   die  arithmetischen ,   benannt  hat,  weil  sie 
die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Zahlen  behandeln.    Der 
dritte  Theil   wird  von  dem  lOten  Buche  allein  gebildet,  in 
welchem   der  Verfasser  die  incommensurabeln  Grössen   im 
Detail  betrachtet    Der  vierte   Theil   endlich,   welcher  die 
3  letzten  Bücher  enthält,   behandelt  die  Flächen  und  Kör- 
per.    Von    diesem  grossen   Lehrbuch   hat  man   nur  die  fc 
erstefi  Bücher  und   das   Ute  und   12te   iu  den  Unterricht 
gezogen.  "  •) 

$•  7.    Diesen  seinen  Elementen  verdankt  Euclid  die 
Berühmtheit  seines  Namens,  obwohl  es  nicht  das  einzige 


9)  Wir  entlehnen  diese  Auseinanderwtzung  «1er  Elemente  den 
Euclid  au*  der  vortrefflichen  Notix  von  Lacroix  iu  der  Biographie 
•irirertelU. 


a_ 

semer  Werke  ist,  welches  Bewunderung  verdient.  Dieser 
grosse  Geometer  hatte  die  Grenzen  der  Wissenschaft  durch 
mehre  andre  Schriften  erweitert,  welche  ihm  nicht  weni- 
ger Ehre  machen  würden,  wenn  sie  bis  zu  uns  gelangt 
wären.  Nur  eines  von  ihnen,  aber  gerade  dus  am  wenig- 
sten bedeutende,  ist  uns  unter  dem  Titel  dedopeva  be- 
kannt. Es  ist  eine  Fortsetzung  der  Elemente  und  dazu 
bestimmt,  deren  Gebrauch  und  Anwendung  auf  alle  Auf- 
gaben, die  in  das  Gebiet  der  Geometrie  gehören,  zu  er- 
leichtern. Euclid  nennt  hier  gegeben  alles  das,  was  aus 
den  Bedingungen  einer  Aufgabe  unmittelbar  vermöge  der 
in  seinen  Elementen  enthaltenen  Sätze  folgt.  Wenn  man 
z.  B.  von  einem  gegebenen  Punkte  eine  Gerade  zieht, 
Welche  einen  der  Lage  nach  gegebenen  Kreis  berührt,  so 
ist  diese  Gerade  der  Lage  und  Grösse  nach  gegeben. 
(Satz  91  in  den  üatis  des  Euclid.) 

Die  alten  Geometer  und  auch  die  des  Mittelalters  ha- 
ben bei  allen  ihren  geometrischen  Untersuchungen  die  Sätze 
der  Data  ebenso  wie  die  der  Elemente  citirt  ;  selbst  New- 
ton macht  in  seinen  Principien  von  diesen  ebenso  wie  von 
den  Kegelschnitten  des  Apollonius  Gebrauch.  Seit  dieser 
Zeit  aber  sind  solche  Spuren  des  Alterthums  aus  den 
Schriften  der  Geometer  verschwunden  und  das  Buch  der 
Data  ist  kaum  denen  bekannt,  die  sich  mit  der  Geschichte 
der  Wissenschaft  beschätigen. 10) 

Man  kann  aus  einigen  Sätzen  der  Data  mit  Leichtig- 
keit die  Auflösung  der  Gleichungen  des  zweiten  Grades 
ableiten,  welche  man  bei  den  Alten  nur  erst  im  Diophan- 
tus  findet,  welcher  600  Jahre  nach  Euclid  lebte.  Ein 
Beispiel  hiervon  ist  folgender  Satz:    „Wenn  zwei  Gerade 


10)  Euclid  bedient  »ich  in  seinen  Dativ  eines  Ausdrucks,  der 
In  seinen  Schlüssen  störend  erscheint  und  desseu  Siun  selbst  in  der 
Definition,  die  er  davon  giebt,  schwer  zu  Tassen  int.  Da  «ich  der- 
selbe Ausdruck  im  Apollonius  und  Pap  pus  findet  und  auch  noch  in 
Werken  des  vorigen  Jahrhunderts  gebraucht  wird,  so  halten  wir  es 
für  passend,  seiner  hier  zu  erwähnen.  Euclid  sagt:  Eine  Grösse 
ist  grösser  in  Bezug  auf  eine  andere  um  eine  gegebene*  was  da* 
Verhältnis*  betrifft,  wenn  nach  Abzug  der  gegebeneu  Grösse  der 
Best  zu  der  andern  ein  gegebenes  Verhältnis»  hat  (Ute  Der.  in  den 
Datis).  âei  etwa  A  grösser  als  D  um  eine  in  Betreff  eines  Verhält- 
nisses und   sei  c  diese  gegebene  und  p  das  Verhältuiss,  so  hat  mau 

B  r 

Euclid  wollte,  wie  man  sieht,   eine  Gleichung  mit  drei  Termen 
unter  der  Form  einer  Gleichheit  zweier  Glieder  darstellen. 
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unter  einem  gegebenen  Winkel  einen  gegebenen  Raum 
fassen  und  wenn  ihre  Summe  gegeben  ist,  so  wird  jede 
von  ihnen  gegeben  sein.11) 

Das  13te  Buch  der  Elemente,  welches  von  der  Ein- 
beschreibung  der  regelmässigen  Polygone  und  Polyeder 
in  den  Kreis  und  die  Kugel  handelt,  enthält  nach  dem 
5ten  Satz  folgende  Erklärung  von  Analysis  und  Syn- 
thesis. 

-In  der  Analvsis  nimmt  man  das  Geforderte  als  zu- 
gestanden  an  und  kommt  dann  hierdurch  zu  einer  Wahrr 
heit,  welche  zugestanden  ist." 

„In  der  Synthesis  nimmt  man  das,  was  zugestanden 
ist,  und  kommt  von  diesem  zum  Schluss  oder  zu  der 
Kenntniss  dessen,  was  verlangt  ist." 

Mehre  hierauf  folgende  Sätze  sind  nach  der  analy- 
tischen und  auch  nach  der  synthetischen  Methode  be- 
handelt. 

§.  8.  Unter  den  nicht  auf  uns  gekommenen  Werken 
des  Euclid  haben  wir  hauptsächlich  zu  bedauern:  vier  Bü- 
cher über  die  Kegelschnitte,  deren  Theorie  durch  ihn  be- 
trihtlich  erweitert  wurde,  dann  vier  Bücher  über  die 
Oerter  auf  der  Oberfläche12),  und  endlich  drei  Bücher 
Porismen.  Nach  der  Vorrede  zum  7tcn  Buch  der  mathe- 
matischen Sammlungen  von  Pappus  scheint  es,  dass  die 
Ponsnieii  sich  durch  einen  tiefen  eindringenden  Geist  aus- 
gezeichnet haben  und  dass  sie  zur  Lösung  der  schwierig- 
sten Probleme  brauchbar  gewesen  sind.  (Colleetio  artifi- 
ciovxnima  multarum  remm^  (jtiae  s  pédant  ad  analtjsin 
difficiliorum  et  generalium  problematumJ)  Die  38  llülfs- 
sätze.  welche  dieser  gelehrte  Commentator  uns  zum  Vcr- 
ständniss  der  Porismen  hinterlassen  hat,  beweisen,  dass 
diese  solche  Eigenschaften  der  geraden  Liuie  und  des 
Kreises  vollständig  enthalten  haben,  welche  in  der  neuern 
Geometrie  die  Theorie  der  Transversalen  liefert. 


11)  Dieser  Satz  enthält  die  Lösung  der  beiden  Gleichungen 
xy  =  a:  und  x  -\-  y  =  6 ,  welche  unmittelbar  die  Gleichung  vom 
v weiten  Grad  X'  —  hx  -f-  «a  =  0  geben.  Die  Lösung  der  Aufgabe 
bei  Euclid  giebt  die  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung. 

Em  andrer  Satz  (der  87*te)  löst  die  beiden  Gleichungen  xy  =  à* 
und  x'  —  py7  =6%  deren  Wurzeln  durch  eine  Gleichung  de»  vierten 
Gradée,  die  auf  eine  quadratische  reducirbar  ist,  erhalten  werden. 

12)  In  Note  II.  wollen  wir  einige  Conjecturen  über  dieses  Werk 
4ee  Knclid  versuchen,  welches  man  wieder  herzustellen  bis  jetxt 
aoth  nicht  unternommen  hat. 
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Pappus  und  Prochis  sind  die  einzigen  Geometer  des 
Alterthums,  weicherer  Porismen  Erwähnung  thun,  aber 
schon  zur  Zeit  des  erstem  hatte  sich  die  Bedeutung  des 
Wortes  nÔQKXfàa  geändert  und  seine  so  wie  des  Proclus 
Erklärungen  davon  sind  dunkel ,  so  dass  es  fur  die  Neuem 
ein  schwierige  Aufgabe  war,  zu  entscheiden,  worin  der 
genaue  Unterschied  bestanden  hat,  den  die  Alten  zwischen 
Theorem  und  Problem  einerseits  und  der  dritten  Gattung 
von  Sätzen,  Porismen  genannt,  machten  und  besonders 
zu  bestimmen ,  was  die  Porismen  des  Euclid  waren. 

Pappus  fuhrt  uns  zwar  dreissig  Sätze  an,  welche  zu 
den  Porismen  gehörten,  diese  sind  aber  so  kurz  abgefassl 
und  durch  Lücken  und  durch  das  Fehlen  der  Figuren  so 
unvollständig  geworden,  dass  der  berühmte  Halley,  der 

Sewiss  in  der  alten  Geometrie  hinlänglich  bewandert  war, 
ennoch  gesteht ls) ,  dass  er  nichts  davon  begreife  und 
dass  bis  um  die  Mitte  des  letzten  Jahrhunderts  noch  kein 
Satz  restituirt  war,  obwohl  die  verdientesten  Geometer 
diese  Materie  zum  Gegenstand  ihrer  Untersuchungen  ge- 
macht haben.    (S.  Note  III.) 

R.  Simson  hatte  den  Ruhm,  die  Bedeutung  mehrer 
dieser  räthselhaften  Sätze,  so  wie  auch  die  Form  der 
Abfassung ,  welche  dieser  Gattung  von  Sätzen  eigentüm- 
lich ist ,  aufzudecken.  Die  Erklärung ,  welche  dieser  Geo- 
meter von  den  Porismen  gegeben  hat,  ist  folgende:  „Ein 
Porisma  ist  ein  Satz,  in  welchem  ausgesprochen  wird, 
dass  man  gewisse  Dinge  bestimmen  könne  und  in  wel- 
chem man  sie  auch  wirklich  bestimmt,  wenn  deren  Be- 
ziehung zu  festen  und  bekannten  und  auch  zu  solchen 
Dingen  gegeben  ist,  welche  bis  ins  Unendliche  variirt 
werden  dürfen;  wobei  diese  letztem  durch  eine  oder  meh- 
rere Relationen  unter  einander  verbunden  sind ,  welche  das 
Veränderungsgesetz,  dem  sie  unterworfen  sind,  bilden." 
Es  seien  z.  B.  zwei  feste  Axen  gegeben  und  man  fälle 
von  jedem  Punkte  einer  Geraden  Perpendikel  p  und  q  auf 
diese  Axen,  so  wird  man  eine  solche  Linie  a  und  ein 
solches  Verhältniss  a  finden  können,   dass   man  zwischen 


ÏLUL  .  « 
erhält    (Nach  der  Weise  der  Alten   wird  dieser  Salz  so 


den  beiden  Perpendikeln  die  constante  Relation 


13)  Note  von  Halley  jsnm  Texte  de«  Pappus  über  die  Porfemen* 
wieder  a u Igen o m  tuen  zugleich  mit  der  Vorrede  zum  7ten  Buch  der 
mathematischen  Sammlungen,  im  Anfange  der  Abhandlung  über  Apol- 
lonius de  sectione  rationis,  in  4to,  170$. 
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ausgesprochen:  Das  erste  Perpendikel  wird  grosser  in 
Besag  auf  ein  zweites  am  eine  gegebene  Grösse  in  Be- 
treff eines  Verhältnisses.) 

Hier  sind  die  gegebenen  festen  Dinge  die  beiden 
Axen,  die  veränderlichen  sind  die  beiden  Perpendikel  p 
nsd  9,  das  gemeinsame  Gesetz,  dem  die  beiden  verän- 
derlichen Dinge  unterworfen  sind,  ist  dieses,  dass  der 
veränderliche  Punkt,  von  welchem  aus  die  Perpendikel 
gefallt  werden,  einer  gegebenen  geraden  Linie  angehört, 
die  gesuchten  Dinge  endlich  sind  die  Linie  a  und  das 
Verhältniss  a,  welche  zwischen  den  festen  und  veränder- 
lichen Dingeu  die  vorgeschriebene  Relation  bilden. 

Dieses  Beispiel  reicht  hin,  die  Natur  der  Porismen 
so  erkennen,  wie  sie  R.  Simson,  dessen  Vorstellungsart 
seitdem  allgemein  angenommen  ist,  aufgefasst  hat.  In- 
zwischen müssen  wir  hinzufugen,  dass  nicht  alle  Geome- 
ter  das  von  Simson  Gegebene  als  die  richtige  Idee  dessen, 
was  Euclid  geliefert,  anerkennen.  Obgleich  wir  fur  un* 
sere  Person  die  Meinung  des  berühmten  Professors  von 
Glasgow  annehmen,  so  müssen  wir  dennoch  sagen,  dass 
wir  in  seiner  Arbeit  nicht  die  vollständige  Lösung  des 
grossen  Räthsels  der  Porismen  gefunden  haben.  Diese 
Aufgabe  ist  in  der  That  zusammengesetzt  und  jeder  ihrer 
verschiedenen  Theile  verlangt  eine  Lösung,  welche  man 
vergebens  in  der  Arbeit  von  Simson  sucht.  So  muss  man 
nothwendig  darnach  fragen: 

1)  Welches  ist  die  Form  in  der  Aussprache  dieser 
Porismen? 

t)  Wie  waren  die  Sätze ,  welche  das  Werk  des  Eu- 
clid enthielt  und  besonders  die,  von  welchen  uns  Pappus 
eise,  wenn  auch  nur  sehr  unvollständige  Andeutung  zu- 
rückgelassen hat? 

3)  Welche  war  die  Absicht  und  der  philosophische 
Grund  bei  Euclid,  als  er  dieses  Werk  in  so  ungewöhn- 
licher Form  abfasste? 

4)  In  welcher  Hinsicht  verdiente  dieses  Werk  die 
besondere  Auszeichnung,  welche  ihm  Pappus  vor  den 
übrigen  Werken  des  Alterthums  zu  Thcil  werden  lässt? 
denn  in  der  Ausdrucksweise  eines  Theorems  allein  besteht 
weder  das  Verdienst  noch  die  Nützlichkeit. 

5)  Welche  sind  die  Methoden  oder  heutigen  Opera- 
tionen ,  die  sich  unter  einer  andern  Form  am  meisten  den 
Porismen  des  Euclid  anschliessen ,  und  was  ersetzt  sie  in 
der  Lösung  der  Probleme)   denn   man  kann  doch  nicht 
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annehmen,    dass  eine    so  schöne  und  fruchtbare  Doctrin  a 
gänzlich  aus  der  Wissenschaft  verschwunden  sein  sollte.      ? 

6)  Endlich  wäre  es  nöthig,  eine  genügende  Erklärung  * 
von  den  einzelnen  Stellen  des  Pappus  über  diese  Poritsmen  * 
zu  geben,   z.  B.  von  der,  wo  er  sagt,  dass  die  Neuern  3 
die  Bedeutung  des  Wortes  geändert  hätten,  da  sie  nicht   - 
Alles  durch  sich  selbst  finden  oder  gewisser  Maassen  po-   = 
rismiren  konnten.    Hätte  nun   ein  Porisma   nur  in  der  Art 
des  Ausdrucks  bestanden  ,  wie  es  aus  der  Abhandlung  von 
R.  Simson    hervorzugehen  scheint,   so   war   es  jeder  Zeit 
leicht,  alle  Sätze,  welche  dessen  fähig  waren,  zu  poris-    , 
miren,    und    man  sieht  nicht  ein,    wie   die  Ncuorn  darin   u 
Schwierigkeiten  finden  konnten,   welche  sie  nöthigten   die  ^ 
Bedeutung  dos  Wortes  zu  ändern.  ^ 

Wir  wollen  jetzt  diese  Betrachtungen  über  die  Lehre  -5 
von  den  Porismen  verlassen  und  da  der  Gegenstand  we- 
gen der  Beziehung  zu  jenen  Theorien,  die  deu  Haupt-  1 
gegenständ  der  heutigen  Geometrie  bilden,  hinreichendes  * 
Interesse  zu  haben  scheint,  die  Fortsetzung  dieses  Para-  Î 
graphen  in  der  dritten  Note  geben ,  wo  wir  zugleich  einige  ' 
neue  Ideen  über  diese  grosse  Frage  der  Porismen  ver-  -z 
suchen  werden. 

§.  9.    Bald  nach  Euclid  bezeichnen  zwei  , 

^SuTm*'  ^änner  von  wunderbarer  Geisteskraft,   Archi-  T 
J  Chm       medes  und  Apollonius ,  die  grösstc  Epoche  der 
Geometrie    bei    den  Alten.      Ihre    zahlreichen 
Entdeckungen  in  allen  T heilen   der  mathematischen  Wis- 
senschaft haben   zu    mehren   Theorien   den   Grund  gelegt, 
welche  heute  zu  den  wichtigsten  gehören. 

Die  Quadratur  der  Parabel,  welche  Archimedes  auf 
zwei  verschiedene  Arten  gab,  war  das  erste  Beispiel  der 
genauen  Quadratur  einer  Fläche,  die  zwischen  geradeu 
Linien  und  einer  Curve  liegt. 

Hinlänglich  bekannt  ist,  dass   die  Spiralen,  das  Ver-  [ 
hältniss  ihrer  Fläche  zu  der  des  Kreises ,  die  Art  an  ihnen  v 
Tangenten  zu  ziehen,  die  Bestimmung  des  Schwerpunkts 
eines  parabolischen  Sectors,  der  Ausdruck  für  das  Volu-  " 
men  der  Segmente  von  Sphäroiden  und  parabolischen  und 
hyperbolischen   Conoidcn14),    das  YerhäÜniss    der   Kugel  ; 


14)  Archi  med  nennt  Sphäroide  diejenigen  Körper,  welche  durch 
die  Umdrehung  einer  Kllipse  um  ihre  grosse  und  kleine  Axe,  und 
Conoide  die,  welche  durch  die  Umdrehung  einer  Parabel  oder  Hy- 
perbel um  ihre  Axa  erzeugt  werden. 
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Boni  umgeschriebenen  Cy linder,  das  Vcrhältniss  der  Kreis- 
peripherie zum  Durchmesser  und  »och  viele  andere  Ent- 
deckungen von  Archimed  sind;  und  zwar  Entdeckungen, 
die  stets  merkwürdig  bleiben  wegen  der  Neuheit  und 
Schwierigkeit,  welche  sie  damals  darboten,  und  weil  sie 
grossen  Theils  der  Keim  zu  nachfolgenden  vorzüglich  in 
äen  Theilen  der  Geometrie  wurden,  welche  die  Messung 
der  Curven  und  Oberflächen  behandelu  und  welche  die 
Betrachtung  des  Unendlichen  erfordern. 

Die  Untersuchung  über  das  Verhältniss  der  Kreis- 
peripherie zum  Durchmesser  war  das  erste  Beispiel,  dass 
ein  Problem  durch  Näherung  gelöst  wurde;  ein  so  höchst 
notzreiches  Beispiel,  welches  eben  so  oft  in  der  algebrai- 
schen Rechnung  als  bei  geometrischen  Constructionen 
Vortheil  gewährt. 

§.  10.  Das  Verfahren,  welches  Archimed  zum  Be- 
ireis dieser  neuen  und  schwierigen  Wahrheiten  anwandte, 
vA  dem  Weseu  nach  die  Exhaustionsmeihode,  welche  darin 
besteht,  die  gesuchte  Grösse  z.  B.  einer  Curve  als  die 
Grenze  zu  betrachten,  welcher  sich  in-  und  um  beschrie- 
bene Polvfifonc  immer  mehr  nähern,  wenn  man  die  Anzahl 
der  Seiten  durch  Halbirungcu  vervielfältigt,  so  dass  der 
tntersrhied  kleiner  wird  als  irgend  eine  gegebene  Grösse. 
Man  erschöpft  gleichsam  auf  diese  Weise  die  Differenz; 
woher  der  Xame  der  Exhaustionsmcthodc.  Diese  bestän- 
dige Annäherung  unter  den  Polygonen  und  der  Curvc  giebt 
von  letzterer  eine  mehr  und  mehr  genaue  Vorstellung, 
und  wenn  man  dem  Gesetz  der  Continuität  folgt,  gelangt 
man  zu  der  gesuchten  Eigenschaft.  Endlich  beweist  man 
noch .  dass  das  auf  diese  Art  erhaltene  Resultat  in  voller 
Strenge  richtig  sei,  indem  man  die  reduetio  ad  absurdum 
anwendet. 

>lan  hat  oft  gesagt,  dass  die  Alten  die  Curven  als 
Polygone  von  unendlich  vielen  Seiten  betrachtet  haben.  Die- 
ne* Prinzip  jedorh  erscheint  niemals  in  ihren  Schriften  und 
würde  auch  durchaus  nicht  mit  der  Strenge  ihrer  Beweise 
zusammenpassen:  nur  die  Neuern  haben  es  in  die  Geo- 
metrie eingeführt  und  dadurch  die  Beweise  der  Alten  ver- 
einfacht. Diese  glückliche  Idee  bildete  den  Ucbergang 
von  der  Exhaustioiismethode  zur  Infinitesimal -Rechnung. 

Ebenso  hat  man  behauptet,  dass  die  Methode  des 
Archimedcs  verwickelt  und  schwer  zu  verstehen  sei,  und 
wh  dabei  auf  das  Zcugniss  des  Boulliaud,  eines  ziemlich 
gewandten    Georaeters  des    17ten  Jahrhunderts,  geslützA, 
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welcher  sagt,  dass  er  die  Beweise  in  dem  Werke  über 
die  Spiralen  nicht  habe  ordentlich  verstehen  kennen.  Aber 
diese  Meinung  ist  geradezu  dem  Urtheil  der  Alten  ent- 
gegen, welche  durch  die  bewunderungswürdige  Ordnung 
und  Klarkeit ,  die  Buclid  in  die  Geometrie  eingeführt  hatte,  ' 
die  gerechtesten  Richter  in  dieser  Sache  werden  mussten; 
und  um  sie  noch  mit  der  eigenen  Meinung  der  Neuern  so 
widerlegen,  genügt  es  anzuführen,  dass  auch  das  Urtheil 
des  Galiläi  und  Maclaurin,  welche  die  Werke  des  Archi- 
medes  genau  studirt  hatten,  dagegen  streitet:  „Es  ist 
wahr,  sagt  Maclaurin ,  dass  man  geglaubt  hat,  noch  mehre 
Sätze  als  Vorbereitung  zum  Beweise  der  Hauptsätze  bil- 
den zu  müssen,  wodurch  seine  Methode  lästig  erscheint 
Aber  die  Anzahl  der  Schritte  ist  nicht  der  grösste  Fehler, 
den  ein  Beweis  haben  kann,  man  muss  nur  prüfen,  ob 
sie  zu  einem  vollständigen  und  bündigen  Beweise  noth- 
wendig  sind."     (il  treatise  of  fluxions.  Einleitung.) 

F.  Peyrard,  der  in  unserer  Zeit  derjenige  Gelehrte 
zu  sein  scheint,  welcher  die  Werke  der  vier  grossen  Geo- 
meter  des  Altcrthuras,  Euclid,  Archimed,  Apollonius  und 
Pappus,  in  all  ihren  Theilen  am  gründlichsten  unter- 
sucht und  sie  übersetzt  und  erklärt  hat,  sagt  ausdrück- 
lich: „Archimed  ist  in  der  That  nur  für  die  schwer,  wel- 
che mit  der  Methode  der  Alten  nicht  vertraut  sind , .  er  ist 
dagegen  klar  und  leicht  zu  verfolgen ,  wenn  man  jene  stu- 
dirt hat.  "  M) 

A  .  §.  11.     Apollonius  schrieb  über  die  Ke- 

*m247r!cà!  ge'schiiitte  ein  Werk  in  8  Büchern.    Die  vier 

ersten  enthielten  Alles,  was  schon  vor  ihm 
über  diesen  Gegenstand  geschrieben  war,  nur  in  einzelnen 
Theilen  erweitert  und  verallgemeinert,  was  damals  die 
Elemente  der  Kegelschnitte  genannt  wurde;  die  vier  an- 
dern enthalten  die  eigenen  Erfindungen  dieses  grossen 
Geomctcrs. 

Apollonius  war  der  erste,  welcher  die  Kegelschnitte 
an  einem  schiefen  Kegel  mit  kreisförmiger  Grundfläche 
betrachtete:  denn  bis  dahin  hatte  man  nur  einen  geraden 
oder  Drchungs-  Kegel  dazu  gewählt  und  noch  dazu  die 
schneidende  Ebene  immer  senkrecht  auf  einer  Seitenlinie 
des  Kegels  angenommen,  so  dass  man  drei  Kegel  mit 
verschiedenem  Scheitelwinkel  anwenden  musste,  um  die 
drei  Kegelschnitte   zu  erhalten.      Man    bezeichnete  diese 


15)  Vorrede  sur  Ueberscteang  der  Werke  des  Archfmedes. 
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Orot  durch  die  Ausdrucke:  Schnitt  eines  spitzwinkligen, 
em  dwnp f winkligen  und  eines  rechtwinkligen  Kegels,  die 
Snm  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  erhielten  sie  erst 
■  km  Werke  des   Apollonius. le) 

■ 

Dis  ganze  gelehrte  Werk  gründet  sich  beinahe  nur 
■f  due  einzige  Eigenschaft  der  Kegelschnitte,  welche 
sich  unmittelbar  aus  der  Natur  des  Kegels  ableitet,  auf 
km  diese  Curven  gebildet  werden.  Diese  Eigenschaft, 
welche  die  neuer u  Werke  mcistentheils  ignoriren,  verdient 
es,  diss  wir  sie  hier  mit  anfuhren,  da  sie  der  Schlüssel 
nr  gesammteit  Doctrin  der  Alten  und  zum  Versl&ndniss 
ihrer  Schriften   durchaus  nothwendig  ist. 

Denkt  man  sich  einen  schiefen  Kegel,  dessen  Basis 
eu  Kreis  ist  und  zieht  man  vom  Scheitel  âne  gerade 
Linie  nach  dem  Mittelpunkt  der  Grundfläche,  so  heisst 
diese  Linie  die  Axe  des  Kegels.  Die  Ebene ,  welche  man 
darch  die  Axe  senkrecht  zur  Grundfläche  legt,  schneidet 
den  Kegel  in  zwei  Seitenlinien  und  den  Kreis  in  einem 
Durchmesser  ;  dieses  Dreieck,  welches  den  Durchmesser 
wa  Basis  und  die  Seitenlinien  zu  Seiten  hat,  wird  das 
Arendreieck  genannt.  Apollonius  nimmt  zur  Bildung  der  Ke- 
gelschnitte die  schneidende  Ebene  senkrecht  auf  der  Ebene 
des  ^jeendreiecks  an.  Die  Punkte,  in  denen  die  Ebene  die 
Seiten  des  Dreiecks  trifft ,  sind  die  Scheitel  der  Curve,  und 
die  Gerade,  welche  diese  beiden  Punkte  verbindet,  ein 
Durchmesser.  Apollonius  nennt  diesen  Durchmesser  latus 
transversum.  Auf  der  Ebene  des  Axendreiecks  errichte  man 
ia  einem  der  Scheitel  der  Curve  ein  Perpendikel,  dessen 
bestimmte  Länge  hernach  angegeben  werden  soll,  von 
dem  Endpunkte  dieses  Perpendikels  ziehe  man  eine  ge- 
rade Linie  nach  dem  andern  Scheitel  und  errichte  in  irgend 
einem  Punkte  des  Durchmessers  der  Curve  eine  senk- 
rechte Ordinate,  dann  ist  das  Quadrat  dieser  Ordinate, 
vom  Durchmesser  bis  zur  Curve  gerechnet,  gleich  einem 
Rechteck,  welches  construira  wird  aus  dem  Theile  der 
Ordinate,  der  zwischen  dem  Durchmesser  und  der  Geraden 
liegt,  und  aus  dem  Theile  des  Durchmessers,  welcher  zwi- 
schen  dem   ersten  Scheitel  und  dem  Fusspunkt  der  Ordi-   - 


16)  Die  beiden  Worte  VAlipse  und  Parabel  waren  m-Iioii  Arrlil- 
■ed  bekannt.  Das  erste  findet  sich  in  dem  Titel  einer  seiner  Ab- 
ttindluritfen  (L'eber  dio  Quadratur  der  Purabel),  obgleich  e*  niemals 
i*  Text*  vorkommt;  das  zweite  wird  zuerst  im  9ten  £aUe  seine* 
Irebe*  über  Conoide  and  Bph&roide  gebraucht. 
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nate  enthalten  ist.  Dieses  ist  die  ursprüngliche  und  cha- 
racteristische  Eigenschaft,  welche  Apollonius  fur  die  Ke- 
gelschnitte entdeckt  hat,  und  von  welcher  aus  er  durch 
äusserst  gewandte  Transformationen  und  Ableitungen  bei- 
nahe zu  allen  übrigen  gelangt.  Sie  spielt,  wie  man  »sieht, 
in  seiner  Hand  beinahe  dieselbe  Rolle,  als  die  Gleichung 
vom  zweiton  Grade  mit  zwei  Veränderlichen  in  dem  Sy- 
stem der  analytischen  Geometrie  von  Descartes. 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Durchmesser  der  Curve 
und  das  Perpendikel,  welches  in  einem  seiner  Endpunkte 
errichtet  wird,  zur  Construction  der  Curve  hinreichen. 
Diese  beiden  Elemente  sind  es,  auf  welche  die  Allen  ihre 
Theorie  der  Kegelschnitte  gründen.  Das  in  Rede  stehende 
Perpendikel  wurde  latus  erecium  genannt,  welches  die 
Neuern  in  den  lange  Zeit  hindurch  gebrauchten  Namen 
latus  rectum  umwandelten,  bis  dieser  endlich  durch  Fura» 
meter  ersetzt  wurde,  wobei  es  geblieben  ist.  Apollonius 
und  die  Geometer  nach  ihm  geben  verschiedene  geome- 
trische Constructioncn  an  dem  Kegel  selbst  an,  um  die 
Länge  des  latus  rectum  zu  bestimmen,  aber  keine  scheint 
so  einfach  und  so  elegant  zu  sein,  als  die  von  Jacob 
Bernoulli.  Dieser  sagt:  „Man  lege  eine  Ebene  parallel 
mit  der  Grundfläche  des  Kegels  in  derselben  Entfernung 
von  dessen  Scheitel,  in  welcher  die  Ebene  des  vorgege- 
benen Kegelschnitts  von  diesem  absteht  ;  diese  Ebene  wird 
den  Kegel  in  einem  Kreise  schneiden,  dessen  Durchmes- 
ser das  latus  rectum  des  Kegelschnitts  sein  wird."17) 

Hieraus  leitet  man  ohne  Mühe  die  Art  ab,  wie  man 
einen  gegebenen  Kegelschnitt  auf  einen  ebenfalls  gege- 
benen Kegelschnitt  aufträgt. 

§.  12.  Die  ausgezeichnetsten  Eigenschaften  der  Ke- 
gelschnitte finden  sich  in  dem  Werke  des  Apollonius  be- 
handelt. Wir  wollen  hier  nur  anführen:  die  Eigenschaften 
der  Asymptoten,  welche  den  grössten  Thcil  des  zweiten 
Buchs  ausmachen;  das  constante  Verhältniss  der  Producta 
aus  den  Segmenten,  welche  durch  einen  Kegelschnitt  auf 
zwei  Transversalen  abgeschnitten  werden,  welche  zweien 
Axcn  parallel  und  durch  einen  gewissen  Punkt  gezogen 
werden  (Satz  16 — 23  im  3tcn  Buch);  die  Ilaupteigen- 
schuften  der  Brennpunkte  in  der  Ellipse  und  Hyperbel, 
welche  Apollonius  Anweudungspunkte  nennt  (in  demselben 


17)   Aorum  theorema  pro  doctrina  sectionnm  conicantm  {Acta 
Erud.  ann.  1689.)    p.  586. 
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Bock  Sais  45  —  5£)  ,r)  ;    die    beiden  schönen  Theoreme 

I     über  die  conjugirten  Durchmesser  (7tes  B.,  Satz  12  and 

!     tt,  SO  and  31). 

Wir  müssen  noch  folgendes  Theorem  mit  aufnehmen, 
«reiches  so  ausserordentliche  Wichtigkeit  in  der  neuern 
Geometrie  erlangt  hat,  da  es  die  Grundlage  der  Theorie 
von  den  reciproken  Polairen  geworden  ist  und  da  aus  ihm 
auch  De  La  Hire  das.  Princip  seiner  Kcgelschnittstheorie 
hernahm;  nämlich:  „Wenn  man  durch  den  Durchschnitts- 
pnnkt  zweier  Tangenten  eines  Kegelschnitts  eine  Trans- 
versale zieht ,  welche  dio  Curve  in  zwei  Punkten,  und 
die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  beider  Tan- 
genten in  einem  dritten  Punkte  schneidet,  so  sind  dieser 
dritte  und  der  Durchschnittspuukt  beider  Tangenten  die 
zugeordnet  harmonischen  Punkte  zu  den  beiden  ersten." 
(Buch  3,  Satz  37.) 

Die  £3  ersten  Sätze  des  4ten  Buchs  bezichen  sich 
auf  die  harmonische  Theilung  der  geraden  Linien,  die  in 
der  Ebene  des  Kegelschnitts  gezogen  werden,  und  sind 
grossen  Theils  besondere  Fälle  des  eben  ausgesprochenen 
Theorems.  In  den  folgenden  Sätzen  betrachtet  Apollonius 
das  System  zweier  Kegelschnitte  und  beweist  von  ihnen, 
das*  sie  sich  nicht  in  mehr  als  4  Punkten  schneiden  kön— 
ueo.  Er  untersucht,  was  eintreffen  muss,  wenn  sie  sich 
m  einem  oder  in  zwei  Punkten  berühren,  und  behandelt 
die  übrigen  versclüedenen  gegenseitigen  Lagen,  welche 
sie  annehmen  können. 

Das   5te   Buch    ist  das  kostlichste  Denkmal  für  des 

/  Apollonius  Genie.  Hier  erscheinen  zum  ersten  Male  Un- 
tersuchungen über  das  Grösste  und  Kleinste.  Wir  finden 
hier  Alles  wieder ,  was  uus  die  heutigen  analytischen  Me- 
thoden über  diesen  Gegenstand  lehren,  und  erkennen  darin 
zugleich  den  ersten  Keim  zu  der  schönen  Theorie  der 
Erointen.  Apollonius  beweist  nämlich,  dass  es  auf  jeder 
Seite  der  Axc  eines  Kegelschnitts  eine  Aufeinanderfolge 
vou  Punkten  giebt,  aus  welchen  man  nach  dein  gegen- 
überliegenden Thcile  der  Curve  nur  eine  Normale  ziehen 
kann:  er  liefert  die  Construction   dieser  Punkte  und   bc- 

,  merkt,  dass  ihre  Continuität  zwei  Räume  von  einander 
trennt,  welche  diese  merkwürdige  Verschiedenheit  besit- 
zen, dass  man  von  jedem  Punkt  des  einen  Raums  zwei 
Normalen  an  die  Curve  ziehen  kann,  von  jedem  Punkt 
des   andern  dagegen  keine.     Mau   erkennt  darin  die  voll- 


18)  s.  Nota  IV. 
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ständige  Bestimmung  der  Mittelpwilde  der  Berührungskreise 
und  der  Evolute  für  den  Kegelschnitt.  Apollonius  nimmt 
eine  Hyperbel,  deren  Elemente  er  bestimmt,  su  Hülfe, 
um  die  Fusspunktc  der  Normalen  zu  construiren,  welche 
von  einem  gegebenen  Punkt  auf  den  vorgelegten  Kegel- 
schnitt gefallt  werden.  Alle  diese  Untersuchungen  sind 
mit  bewund  emswerthcni  Scharfsinn  geführt.  —  Dieses 
grosse  Werk  hat,  wie  Gcminus  berichtet,  dem  Apollonius 
den  Beinamen  des  Geometcrs  x<xt  i^ox^y  erworben. 

Auf  uns  sind  nur  die  sieben  ersten  Bücher  gekom- 
men und  zwar  die  ersten  vier  in  der  Originalsprache,  die 
drei  andern  arabisch.  Hallcy  hat  das  achte  Buch  in  der 
einzigen  vollständigen  und  vorzüglichen  Ausgabe  der  Ke- 
gelschnitte des  Apollonius  zu  restituiren  versucht.  ,w) 

§.  13.  Apollonius  hat  noch  viele  andere  Schriften, 
meisten  Thcils  auf  geometrische  Analyse  bezüglich,  hinter- 
lassen, von  diesen  haben  wir  jedoch  nur  das  einzige  de 
sectione  rationis  erhalten ,  die  übrigen  unter  den  Titeln  : 
de  sectione  spaHi,  de  sectione  determinatus  de  tactioni- 
bus ,  de  inclinatinnibuSj  de  locis  planis%  sind  nach  den  An- 
deutungen des  Pappus  durch  verschiedene  Geomcter  der 
beiden  letzten  Jahrhunderte  wiederhergestellt. 

Apollonius  hat  endlich  auch  noch  den  linhm,  die  Geo- 
metrie auf  die  Astronomie  angewandt  zu  haben  ;  denn  man 
schreibt  ihm  die  Theorie  der  Epicykel  zu,  vermöge  deren 
man  die  Phänomene  des  Stillstands  und  der  Ilück läufigkeit 
der  Planeten  erklärt.  Ptoleinäus  führt  ihn  in  Bezug  auf 
diesen  Gegenstand  in  seinem  Ahnagest  an.  , 

§.  14.     Unter   den   Zeitgenossen    des  Ar- 

h.rato*the-    chimedes   und  Apollonius   zeichnet  sich  Erato- 

nes^yeo.^-      S||ICI1CS   au8^    (|cr   276   v.  Cii.   geboren   wurde 

(11  Jahre  nach  Archimedcs  und  31  Jahre  vor 
Apollonius).  Dieser  in  allen  Zweigen  des  Wissens  gründ- 
liche Philosoph  war   unter  dem  dritten  Ptolcmäus  Direttor 


10)  Ap'iliunii  Paya  ei  eunicorum  li'jri  octo:  in  fol.  Oxouiae, 
1710. 

Peyrard  hatte  in  den  Vorreden  zu  Feiner  Ue  her  Setzung  des  Ar- 
chimede*,  und  zu  xeiner  Uebersetzung  des  Kurlides  in  drei  sprachen, 
eine  truiizütfifclie  Uehersctzuug  der  Kegelschnitte  des  Apollonius  an- 
gekündigt. AI»  schon  die  ersten  üogeu  gedruckt  waren,  ereilte  den 
fleissi^ni  Arbeiter  der  Tod.  Ks  wäre  »ehr  zu  bedauern,  wenn  die 
Frucht  seiner  Arbeiten  für  Frankreich  verloren  sein  Milite.  Die 
Fonds,  welche  zur  Aufmunterung  für  die  Wissenschaften  bestimmt 
*ind ,  dürMcn  keine  bessere  Anwendung  finden,  ul*  in  der  Veröffent- 
lichung dieses  Werk". 
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te  Bibliothek  zu  Alexandrien  und  verdient  in  gleichem 
Aatehn  mit  den  drei  berühmten  Geometern  des  Alter- 
là«u,  mit  Aristäus,  Euclides  und  Apollonius,  zu  stehen. 
Pappus  fuhrt  von  ihm  ein  Werk  in  zwei  Büchern  an, 
welches  sich  auf  die  geometrische  Analysis  bezieht,  wel- 
ches aber  fur  uns  verloren  gegangen  ist  Es  hatte  zum 
Titel:  de  loci*  ad  medietate$\  wo  wir  nicht  wissen,  welche 
diese  Oertcr  waren. 

Eratosthenes  hatte  zur  Auffindung  der  beiden  mittleren 
Proportionalen  ein  Instrument  erfunden,  welches  er  itfe- 
mlabinm  nannte  und  welches  er  selbst  in  einem  Briefe  an 
dea  König  Ptolemäus  beschreibt,  wobei  er  zugleich  die 
Geschichte  des  Problems  von  der  Verdoppelung  des  Wür- 
fels erzählt.  Dieser  Brief  ist  uus  von  Eutocius  in  dem 
Commentar  :',u  dem  Werke  des  Archimedes  über  die  Ku- 
gel und  den  CyJindcr  erhalten.  Auch  Pappus  giebt  in 
Minen  mathematischen  Sammlungen  die  Construction  des 
Eratosthenischen  Mcsolabiums. 

$.  15.  Die  Arbeiten  des  Archimedes  und  Apollonius 
bezeichnen  die  brillanteste  Epoche  der  alten  Geometrie. 
Mao  kann  diese  als  die  Schöpfer  und  Begründer  der  bei- 
den grossen  Fragen  betrachten,  welche  die  Gcomcter  aller 
Epochen  beschäftigt  haben  und  an  welche  sich  die  mei- 
nen ihrer  Werke  anknüpfen,  so  dass  sie  in  zwei  Klassen 
zerfallen  und  es  beinahe  scheint,  als  theilten  sie  sich  in 
das  Gebiet  der  Geometrie. 

Das  erste  dieser  wichtigen  Probleme  ist  die  Quadra- 
tur der  krummlinigen  Figuren ,  welches  Veranlassung  zur 
Entstehung  des  Infinitesimal  -  Calculs  war,  der  erfunden 
und  allmäiilig  ausgebildet  wurde  durch  Kopier,  Cavallcri, 
Fermât.  Lcibnitz  und  Newton. 

Das  zweite  ist  die  Theorie  der  Kegelschnitte,  durch 
welche  zunächst  die  geometrische  Analysis  der  Alten  und 
hernach  die  Methoden  der  Perspective  und  der  Transver- 
salen erfunden  wurden.  Diese  waren  die  Vorgänger  der 
Theorie  der  geometrischen  Curven  aller  Grade  und  jenes 
beträchtlichen  Thciis  der  Geometrie,  der  bei  den  allge- 
meinen Eigenschaften  der  Ausdehnung  nur  die  Gestalt  und 
die  Lage  der  Figuren  berücksichtigt  und  sich  nur  der 
Durchschnitte  von  Linien  oder  Flächen  und  der  Verhält- 
nisse ihrer  rechtwinkligen  Entfernungen  bedient. 

Diese  beiden  grossen  Abtheilungen  der  Geometrie,  von 
denen  jede  ihren  besondern  Charactcr  hat,  können  durch 
die  Benennungen  Geometrie  des  Maasses  und  Geometrie 
der  Gestalt  und  Lage  oder  durch  Geometrie  des  Archi- 
medes und  Geometrie  des  Apollonius  bezeichnet  werden. 

2* 
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Diese  beiden  Abiheilungen  sind  übrigens  auch  noch 
die  sämmtlicher  mathematischen  Wissenschaften,  welchq 
nach  einem  Ausdruck  des  Descartes  die  Untersuchung 
über  die  Ordnung  und  über   das  Maass  zum  Gegenstand 

haben.  *•)    Aristoteles  hat  schon  dieselbe  Idee 
»4—522*'   in  diesen  Worten  ausgesprochen:  „Womit  soll- 
ten sich  die  Mathematiker  beschäftigen,  wenn 
nicht  mit  der  Ordnung  und  mit  dem  Verhältnisse"  al) 

Diese  Definition  der  mathematischen  Wissenschaften 
und  diese  beiden  bedeutenden  Abtheilungen,  welche  sie 
bemerklich  macht ,  lassen  sich  vorzüglich  auf  die  Geome- 
trie anwenden.  Man  muss  sich  deshalb  wundem,  dass 
diese  selbst  in  den  vorzüglichen  Büchern  diejenige  Wis- 
senschaft genannt  wird,  welche  das  Maass  der  Ausdeh- 
nung zum  Gegenstand  hat.  Diese  Erklärung  ist  offenbar 
unvollständig  und  giebt  cino  falsche  Vorstellung  von  dem 
Zweck  und  dem  Gegenstand  der  Geometrie.  —  Diese 
Bemerkung  ist  keineswegs  ohne  Interesse  und  wir  wollen 
sie  in  der  Vten  Note  weiter  verfolgen. 

§.  16.  Drei  oder  vier  Jahrhundertc  nach  Archimedes 
und  Apollonius  haben  mehre  Gcomet er,  die  mit  Recht  sich 
einen  Namen  erworben  haben,  ohne  gerade  diese  grossen 
Geister  zu  erreichen ,  die  Geometrie  durch  nützliche  Ent- 
deckungen und  Thcoricen  bereichert  ;  sodann  lebten  in  den 
nächsten  zwei  oder  drei  Jahrhunderten  die  Commcntatoren, 
welche  uns  die  Werke  und  die  Namen  der  Geometer  des 
Alterthums  überliefert  haben;  dann  folgte  endlich  die  Zeit 
der  Unwissenheit,  in  welcher  die  Geometrie  bei  den  Ara- 
bern und  Persern  schlummerte  bis  zum  Wiederaufleben 
der  Wissenschaften  in  Europa. 

Wir  wollen  nur  kurz  die  hauptsächlichsten  Werke 
der  berühmtesten  Schriftsteller  anführen,  welche  in  den 
beiden  ersten  Perioden  dieses  1700jährigeu  Zwischenraums 
sich  auszeichneten.  Wir  müssen  jedoch  sogleich  dabei 
bemerken,  dass  diese  Epoche,  in  welche  wir  treten,  die 
der  bedeutendsten  Fortschritte  in  der  Astronomie  ist    Auf 


20)  Alle  Beziehungen ,  Molche  zwischen  Dingen  derselben  Art 
stattfinden  können,  lassen  sich  auf  zwei  zurückführen,  auf  Ordnung 
und  Mans*.  (Règles  pour  la  direction  de  l'esjtrit;  ouvrage  post- 
hume de  Descartes ,  14 te  Regel.)  Schon  vorher  hatte  ltescarte«  ge- 
sagt: Alle  Wissenschaften ,  welche  zu  ihrem  Gegenstand  die  Unter- 
siicIiiiiik  über  Ordnung  und  Maass  haben ,  beziehen  sich  auf  die  Ma- 
thematik,   (i'titl.  4t e  Heg.) 

21)  Drittes  Kapitel  des  Uten  Audis  der  Metaphysik  von  Ari- 
stoteles. 


«I 

diese  Wissenschaft  hauptsächlich  beziehen  sich  die  Ar- 
beiten der  hier  zu  nennenden  Geouteter,  und  sie  ist  es, 
welcher  diese  Geometer  mit  Ausnahme  des  Nicomedes 
Theils  ihre  Berühmtheit  verdanken. 
Diese  Aendemng  in  der  Richtung  des  Geistes  war 
eine  nothwendige  Folge  der  grossen  Entdeckungen  des 
Archimedes  und  Apollonius,  welche  von  Jahrhunderten  erst 
Studium  und  Nachdenken  erforderten ,  bevor  man  in  den 
Materien ,  welche  diese  ausgezeichneten  Genies  behandelt 
hatten ,  weiter  gehen  konnte. 

$.  17.     Die  Werke  des  Nicomedes  sind    ^.         . 
nicht   bis   auf  uns   gekommen  und  wir  kennen  um  15g  r#  ^a 
diesen  Geometer  nur  als  den  Erfinder  der  Con- 
choide,  welche   er   auf  geistreiche  Weise   zur  Auflösuug 
des  Problems  über  die  beiden  mittleren  Proportionalen  und 
des  der  Dreithcilung  des  Winkels  anwandte. 

Die  Conchoide,  welche  schon  durch  den  Umstand 
merkwürdig  war,  dass  sie  die  beiden  berüchtigtsten  Pro- 
bleme des  Alterthums  auflöste,  erlangte  noch  eine  neue 
Wichtigkeit  durch  die  von  Vieta  gemachte  Bemerkung, 
dass  alle  Probleme,  deren  Lösung  von  einer  Gleichung 
des  dritten  Grades  abhängt,  sich  auf  diese  beiden  zurück- 
fuhren lassen,  und  ausserdem  noch  durch  die  Anwendung, 
welche  Newton  in  seiner  Aritkmetica  universalis  von  die- 
ser Curvc  machte,  um  alle  Gleichungen  vom  dritten  Grade 
zu  construiren. 

§.  18.    Hipparch,    der   grösste  Astronom    Hi„parc^U8 
des  Alterthums,  der  wahre  Begründer  der  ma-  Um  150 v. Chi 
thematischen    Astronomie,    hat    ein    Werk    in 
zwölf  Büchern   geschrieben,    worin   sich   die   Construction 
der  Chorden  von  Kreisbögen  findet.  2*) 

Seine  astronomische  Berechnungen  erforderten  die 
ebene  und  sphärische  Trigonometrie,  zu  welchen  er  die 
geometrischen  Principicu  in  seinem  Werke  über  den  Auf- 
gang und  Untergang  der  Gestirne  gegeben  hat  und  deren 
erster  Erfinder    er   mit  Bestimmtheit    zu   sein   scheint.  **) 


22)  Tbeon  fuhrt  dieses  Werk  au  (Commentar  zum  Abnagest  L.  1. 
Cap.  IX.). 

23)  Denn  eines  TheiU  sagt  Hipparch  in  Keinem  Commentar  znm 
Aratu*.  da»»  er  die  Auflö.«<niig~  der  sphärischen  Dreiecke  gezeigt  habe, 
«reiche  zur  Auffindung  de»  Ostpuukte*  in  der  Ectiptik  dienen,  und 
iweitra«  findet  man  vor  ihm  keine  «pur  der  sphärischen  Trigono- 
metrie, ja  nicht  einmal  der  ebenen.  Delambre  bemerkt  in  seiner 
Histoire  de  l  astronomie  ancienne  Ctom.  1.  p.  104),  dass  Archimed, 
ob  den  Durchmesser  der  Soune  zu  bestimmen,  einen  Winkel  tut 


n 

Auch  scheint  die  Erfindung  der  stenographischen  Pro- 
jection, so  wie  die  Entdeckung  der  beiden  berühmten 
Theoreme  in  der  ebenen  und  sphärischen  Geometrie ,  wel- 
che wir  bei  Gelegenheit  des  Menclaus  und  Ptolcmäus  an- 
fuhren werden,  bis  auf  Hipparch  zurückgesetzt  werden 
zu  müssen. 

§.  19.    Dem  Geminus,  von  dem  man  an- 
umlQoV.Ch.  nimmt,    dass   er  kurze  Zeit  nach   Nicomedes 
und  Ilipparchus  gelebt  habe,  schreibt  man  ein 
Werk  über  verschiedene   Curven   zu,    unter  andern  über 
die  Schraubenlinie,   welche  auf  der  Oberfläche  eines   ge- 
raden Krciscylindcrs   beschrieben  ist.    Er   bewies  von  ihr 
die  Eigenschaft ,  welche  sie  nur  mit  der  geraden  Linie  und 
dem  Kreise   gemein  hat,   dass  sie  nämlich  beständig  sich 
selbst  gleich  bleibt.  24)    Ein   anderes  Werk  des  Geminus 
unter   dem   Titel   Enarrationcs  geometrlcae ,    welches  von 
Proclus  oft  citirt  wird,  muss  eine  Art  von  philosophischer 
Entwickelung    der    geometrischen   Entdeckungen  gewesen 
sein.    Beide  Werke  sind   fur  uns  verloren  gegangen,  das 
erste   soll   noch   als  Manuscript  in  der  Bibliothek  des  Va* 
tikan  vorhanden  sein. 

„,..,„  §.20.     Theodosius  vereinigte  .unter  dem 

um  100  v.Ch.  Titel  Sphaericorum  hbn  très  mehre  Eigen- 
schaften der  grössten  Kugclkrcisc,  welche  zur 
Begründung  der  Astronomie  und  zur  Berechnung  der  sphä- 
rischen Dreiecke  notliwendig  sind.  Diese  Berechnung 
selbst  findet  sich  darin  nicht,  der  Name  Dreieck  wird  nir- 
gends ausgesprochen.  So  elementar  auch  dieses  Werk 
sein  mag,  so  wurde  es  doch  sehr  hoch  geachtet,  weil  es 
sehr  methodisch  und  gründlich  war.  Deshalb  wurde  es 
auch  von  Pappus  coinmcntirt  und  von  mehren  bedeutenden 
ueueren  Geomctcrn  übersetzt. 

Man  hat  von  Theodosius  noch  zwei  andere  Arbeiten 
unter  den  Titeln:  de  habit atiombus  und  de  dlebits  et  nocti- 
bus,  welche  die  Phänomcue  behandeln,  wie  sie  den  Be- 
wohnern der  Erde  erscheinen  müssen ,  je  nach  ihrer  Stel- 
lung auf  der  Kugel  und  nach  dem  Ort  der  Sonne  in  der 
Ecliptik. 


einen  Quadranten  legt;  woraus  man  rieht,  das*  er  nicht  dio  Mittel 
besessen  habe,  den  Scheitelwinkel  eines  gleichschenkligen  Dreiecks 
zu  berechuen,  wenn  die  beiden  Seiten  und  die  Basis  gegeben  sind. 
Man  hatte  noch  nicht  die  Idee  gehabt,  die  Sehnen  der  Winkel  jeti 
berechnen,  d.  h.  die  ebene  Trigonometrie  war  noch  uuheknuut. 

24)   Proclus,    Commeutar  zum  ersten  Buch  des  Kuclid,  Ait  Def. 
and  5ter  ttatx. 
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{.  21.  Der  tieoincier  und  Astronom  Me- 
ndias hat  wie  Theodosius  ein  Werk  über  die  umfSn^Ck. 
Geometrie  der  Sphäre  geschrieben  unter  dem 
Titel  Sphaericurum  iibri  très,  welches  nur  in  der  arabi- 
scfafn  und  ebräischen  Uebcrsetzung  auf  uns  gekommen 
i>t;  der  griechische  Text  ist  verloren  gegangen.  Dieses 
Werk  geht  weiter  als  das  von  Theodosius,  denn  es  be- 
handelt speciell  die  Eigenschaften  der  sphärischen  Drei- 
ecke, aber  noch  nicht  ihre  Berechnung,  d.  h.  noch  nicht 
sphärische  Trigonometrie,  welche  vielleicht  Gegenstand 
etuer  andern  Arbeit  des  Menclaus  war:  über  die  Berech- 
mg  der  Chorden  in  6  Büchern,  wovon  Theon  spricht, 
welches  aber  verloren  gegangen  ist. 

Der  wichtigste  Satz  in  der  Sphärik  des  Menclaus  ist 
der  erste    iiu    3teu   Buch,    welcher   die  Basis   der   ganzen 
sphärischen  Trigonometrie  der  Griechen  ausmacht.     Es  ist 
dieses  eine  Eigenschaft   der  sechs  Segmente,   welche   auf 
den  drei    Seiten    eines   sphärischen  Dreiecks  durch  irgeud 
einen  grössteii  Kreis  abgeschnitten  werden.    Dieses  Theo- 
rein  stand  auch  bei  den  Arabern  in  grossem  Ansehn ,  wel- 
che es  in  mehren  Schriften   commenta  teil  und   es   die  re- 
yala  inter&eitioiiis  nannten.     Der  analoge  Satz  der  ebenen 
tieometric.  welchen  ebenfalls  Menclaus  als  Hülfssalz  beim 
beweise    des   ersten   anfuhrt   und   von   dem   wir  unten   bei 
Pbleniuus   sprechen    werden,    weil    er    erst   im   Abnagest 
bemerkt    wurde,    hat    eine    besondere    Wichtigkeit   in    der 
Leitern  Geometrie  erlangt,  in  die  Carnot  ihn  einführte,  in- 
dem er   ihn   zum  Grundsatz  seiner  Theorie  der  Transvcr- 
sdcu  machte. 

Wir  führen  aus  der  Sphärik  des  Menclaus  noch  fol- 
geude  zwei  Theoreme  an,  welche  diesem  Geometer  auzu- 
Urhöreu  scheinen:  i)  Derjenige  grösstc  Kreis,  welcher 
wnea  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  halbirt,  theilt  die 
jii'goiiüberstehende  Seite  in  zwei  solche  Segmente,  dass 
uerea  Sehnen  sich  zu  einander  verhalten,  wie  die  der 
uliegcndcn  Seiten;  2)  Die  drei  Bögen,  welche  die  drei 
Winkel  eines  Dreiecks  halbircu,  gehen  durch  einen  Punkt. 
Menclaus  hat  auch  über  die  Theorie  der  krummen 
Linien  geschrieben.  Pappus  berichtet  uns,  dass  eine  die- 
ser Linien ,  wahrscheinlich  von  doppelter  Krümmung,  da 
»ic  durch  den  Durchschnitt  zweier  krummen  Oberflächen 
entsteht,  von  diesem  Geometer  den  Beinamon  der  wun- 
derbaren erhielt.  *■*) 


rj  23)  Mathe mnti>dic  Sammlungen,  4tes  Buch  nach  dem  3Qstcn  Sau. 


«4 

Ptoiemäus  §'  **•    Pt°lem*U8>  ein  Astronom  und  Goo- 

tfwti25n.CA.  incter  von  Ungeheuern  Kenntnissen,    hat    uns 

in  seinem  Abnagest96)  die  Behandlung  der 
ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  hinterlassen,  der 
einzigen,  die  wir  von  den  Griechen  besitzen,  da  die 
Werke  des  Hipparch  über  diesen  Gegenstand  untergegan- 
gen sind.  Man  findet  darin  diese  schöne  Eigenschaft  des 
in  einen  Kreis  eingeschriebenen  Vierecks,  dass  das  Pro- 
duet  der  beiden  Diagonalen  gleich  ist  der  Summe  der 
Producte  je  zweier  gegenüberliegenden  Seiten.  Er  ist  als 
Hülfssatz  gegeben,  um  eine  Tafel  der  Wert  he  von  Chor- 
den zu  construiren ,  welche  in  einem  Kreise  zu  gegebenen 
Bögen  gehören.  a7) 

Ptolcmäus  gründete  seine  sphärische  Trigonometrie 
auf  das  von  Menelaus  gegebeno  Theorem  der  sechs  Seg- 
mente, zu  dessen  Beweis  er  sich  auch  des  analogen  aus 
der  Ebene  bedient.  Letzteres  ist  eine  Relation  zwischen 
den  Segmenten  der  Seiten  irgend  eines  ebenen  Dreiecks, 
welche  durch  eine  in  derselben  Ebene  willkührlich  gezo- 
gene Transversale  abgeschnitten  werden ,  dass  nämlich  das 
Product  aus  solchen  drei  Segment  en ,  welche  keinen  End- 
punkt gemein  haben,  gleich  ist  dem  Producte  aus  den  drei 
übrigen  Segmenten.  38J  Man  sieht,  dass  dieses  eine  Ver- 
allgemeinerung des  Hauptsatzes  aus  der  Theorie  der  Pro- 
portionallinicn  ist,  und  zwar  folgendes:  eine  gerade  Linie, 
welche  parallel  mit  der  Grundlinie  eines  Dreiecks  gezogen 
wird ,  thcilt  die  Seiten  in  proportionale  Theilc.  Diese  Be- 
merkung genügt,  um  die*  Nützlichkeit  dieses  Theorems 
für  die  Geometrie  erkennen  zu  lassen.  Es  dient  haupt- 
sächlich in  den  Untersuchungen,  wo  man  zu  beweisen 
hat,  dass  drei  Punkte  in  gerader  Linie  hegen;  man  denkt 


26)  P  toi  ein  aus  hatte  seinem  Werke  über  Astronomie  den  Titel 
gegeben:  <rvyi(i;tç  paVTj/uatixi);  seine  Harausgeber  verwandelten  die- 
sen Titel  in:  Grosse  Zusammenstellung ,  die  arabischen  Uebersetser 
machten  daraus:  Die  grösste  QAlmagesti) ,  wodurch  der  Name  Al- 
magest  geblieben  ist. 

27)  In  Lib.  1.  Cap.  IX.  seiner  géométrie  de  position  hat  Carnot 
gezeigt,  wie  man  aus  diesem  »atze  die  ganze  ebene  Trigonometrie 
ableiten  könne;  nach  ihm  hat  Fergola  diesen  Gegenstand  wieder  auf- 
genommen und  ihn  vollständig  behandelt  unter  dem  Titel:  Dal  reo- 
rerna  Tolemaico  ritraggonsi  immediatamente  i  teoremi  delle  sezioni 
amjolari  di  rieta  e  di  Wallis,  e  le  principale  rerilà  proposte  nella 
Trigonometria  analitica  da  moderni.  (Erster  Thcil  der  Memoiren 
der  Académie  der  Wissenschaften  zu  Neapel.  1819  ) 

28)  Lib.  I.  Cap.  XI.  betitelt:  Vorläufige  Bemerkungen  su  den 
sphärischen  Beweisen. 


sich  dabei  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  durch  diese  drei 
Piekte  gehen,  und  verificirt  dann,  wenn  die  in  Rede  ste- 
hende Relation  zwischen  den  sechs  Segmenten  stattfindet, 
dass  diese  drei  Punkte  auf  den  drei  Seiten  des  Dreiecks 


Als  dieser  Sata  im  Anfang  des  jetzigen  Jahrhunderts 
in  der  géométrie  de  position  und  bald  darauf  in  der 
Theorie  der  Transversalen,  deren  Grundlage  es  bildet, 
wieder  in  Anregung  kam,  schien  er  gänzlich  unbekannt 
zu  sein,  obgleich  er  schon  in  früherer  Zeit,  abgesehen 
von  dem  Nutzen,  den  er  den  Griechen  als  Hülfesatz  bei 
ihren  Reweisen  auf  der  Kugel  geleistet,  ausserdem  noch 
seine  Fruchte  getragen  hatte.  Wegen  seiner  gegenwär- 
tigen Wichtigkeit  verdient  er,  dass  wir  näher  in  seine 
Geschichte  eingehen;  deshalb  widmen  wir  ihm  die  Vite 
Note. 

Ausserdem  verdankt  die  Geometrie  dem  Ptolemaus  die 
Lehre  von  den  Projectionen,  zu  denen  er,  als  er  sich 
mit  der  Construction  geographischer  Karten  beschäftigte 
and  als  er  die  Probleme  der  Gnomouik  zu  lösen  versuchte, 
m  zwei  vortrefflichen  Werken  über  die  Sonnenuhren  und 
PtenUphären,  den  Grund  legte.  Von  diesem  letzten  Werke, 
worin  die  stereographische  Projection  gelehrt  und  angef 
wandt  wird,  glaubt  Delambre,  dass  es  dem  Hipparch  eM" 
gebore,  und  nicht,  wie  man  bisher  geglaubt,  dem 
lemäus. 

Ptolemäus  schrieb  ein  Buch  über  die  drei  Dimensionen 
der  Körper,  woraus  man  sieht,  dass  er  der  erste  war, 
welcher  von  drei  rechtwinkligen  Axen  gesprochen  hat, 
auf  welche  die  neuere  Geometrie  die  Lage  irgend  eines 
Punkts  im  Räume  bezieht.  w) 

Von  den  vielen  andern  Werken  über  verschiedene 
Gegenstände  führen  wir  endlich  noch  die  Optik  des  Pto- 
lemaus an,  worin  sich  ein  rein  geometrisches  Problem 
vorfindet,  welches  später  mehre  der  ausgezeichnetsten 
Geometer  beschäftigt  hat;  es  handelt  sich  darum,  für  die 
gegebenen  Stellungen  des  Auges  und  eines  leuchtenden 
Punktes  den  strahlenden  Punkt  auf  einem  sphärischen 
Spiegel  zu  finden. 

£3.  liier  endet  die  erste  der  drei  Perioden,  in 
welche  wir  den  Zeitraum  von  1700  Jahren  getheilt  haben, 
welche  Archimed  und  Apollonius  von  dem  Wiederaufleben 
der  Wissenschafton  in  Europa  trennt. 


2t)  Delambre,  ArtPtolem&us,  in  der  Biographie  univmiUe. 


Die  grossen  Erfüllungen  in  den  mathematischen  Wis- 
senschaften, welche  dem  Alterthum  zu  machen  bestimmt 
waren,  sind  abgeschlossen.  Von  jetzt  ab  findet  man 
keine  Originalschriftsteller,  sondern  nur  gelehrte  und  be- 
rühmte Commentatorcn,  die  aus  der  griechischen  Schule 
su  Alexandrien  hervorgingen.  Pappus  jedoch,  das  Haupt 
derselben ,  verdient  einen  hohem  Hang  einzunehmen ,  denn 
seine  Werke  zeigen  noch  den  Geist  und  die  productive 
Kraft  der  früheren  Jahrhunderte. 

§.  24.  Dieser  Gcomctcr  stellte  gegen  das 
appus.  jjndc  des  vierten  Jahrhunderts  n.  Ch.  in  seinen 
mathematischen  Sammlungen  a0)  die  zerstreuten  Entdek- 
kungen  der  vorzüglichsten  Mathematiker  zusammen  und 
fügte  eine  Menge  von  Sätzen  und  Hülfssätzen,  bestimmt, 
die  Lecture  ihrer  Werke  zu  erleichtern,  hinzu.  In  die- 
sen Sammlungen,  dem  kostbaren  Denkmal  der  alten  Ma- 
thematik, finden  sich  auch  mehre  Entdeckungen  von  Pap- 
pus selbst,  welchen  Dcscartcs  als  einen  der  ausgezeich- 
netsten Gcomctcr  des  Altcrthums  betrachtete.31) 

Man  findet  darin  die  Beschreibung  einer  Curve  dop- 
pelter Krümmung  auf  der  Kugel.  Pappus  beschreibt  näm- 
lich eine  Spirale,  ähnlich  wie  Archimcdcs,  indem  er  einen 
Punkt  gleichförmig  auf  dem  Bogen  eines  grössten  Kugcl- 
kreises  sich  bewegen  lässt,  welcher  letztere  selbst  sich 
um  seinen  Durchmesser  dreht  (Buch  4,  Satz  30).  Pap- 
pus fand  auch  den  Ausdruck  für  die  sphärische  Oberfläche, 
welche  zwischen  dieser  Curve  und  ihrer  Basis  liegt;  wel- 
ches das  erste  Beispiel  der  Quadratur  einer  Krummen 
Oberfläche  ist. 


30)  Pappi  Alexandrini  mathematicae  collect  iones,  a  Fredevico 
Commandino  in  lutinum  conversae,  et  comment  ariis  iüustrattie, 
Pisanii  1588,  fol.,  uud  Bononiae  ltibO,  fol. 

31)  »I^h  *>»»  fe*t  davon  überzeugt,  das*  die  ursprünglichen 
Keime  von  Wahrheiten,  welche  die  Natur  in  den  menschlichen  Geist 
niedergelegt  hat  und  welche  wir  durch  das  viele  Lesen  und  Huren 
von  mancherlei  Irrt  hü  mern  in  uns  ersticken,  in  diesem  einfachen  und 
unbefangenen  Alten  h  um  so  viel  Kraft  und  Kinfluss  gehabt  buhen, 
da*«  die  Menschen,  erleuchtet  von  diesem  Licht  des  Verstände?*, 
welche»  sie  die  Tugend  dem  Vergnügen  und  das  RechtschaiFene  dem 
Vorteilhaften  vorziehen  Hess ,  obgleich  sie  »ich  von  dem  Grunde 
dieses  Vorzugs  keine  Rechenschaft  zu  geben  wussten,  dass  diese, 
nag*  ich,  sich  die  richtigen  Ideen  über  Philosophie  und  Mathematik 
gemacht  haben,  wenn  sie  auch  diese  Wissenschaften  noch  nicht  Ins  zu 
ihrer  Vollkommenheit  bringen  konnten.    Einige  Züge  dieser  wahrhaften 

Mathematiker  glaub'  ich  in  Pappus  und  Diophantus  anzutreffen ** 

tDe*eartes,  Regtet  pour  la  direction  de  l'esprit }  4te  Regel.) 
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Das  berühmte  Theorem  von  Goldin ,  worin  der  Schwer- 
punkt nr  Ausmessung  von  Figuren  angewandt  wird,  fin- 
det sich  in  den  mathematischen  Sammlungen  und  scheint 
von  Pappus  selbst  ausgedacht  zu  sein.  3a) 

$.  S5.  Gleich  hinter  dem  SOstcn  Satz  des  4ten  Buchs 
zeigt  uns  eine  Stelle,  welche  als  Einleitung  zum  Problem 
der  Trisection  des  Winkels  dient,  dass  die  Lehre  von 
den  krummen  Oberflächen  und  von  den  Linien  doppelter 
Krümmung,  welche  auf  diesen  Oberflächen  gezogen  oder 
durch  zusammengesetzte  Bewegung  erzeugt  werden  (wie 
die  vorhin  erwähnte  sphärische  Spirale) ,  schon  von  den 
Alten  ausgebildet  wurde.  Pappus  spricht  hier  von  Oertern 
muf  der  Oberfläche  und  citirt  über  diesen  Gegenstand  die 
M  erke  des  Demetrius  von  Alexandricu  und  des  Philo  von 
Tyana.  Das  erste  hatte  zum  Titel  neai  yQaja^iàzwy  int- 
otaoitov,  von  dem  uns  nichts  als  diese  Andeutung  übrig 
geblieben  ist;  das  zweite  behandelte  Curven,  welche  durch 
den  Durchschnitt  zweier  Oberflächen  entstehn  und  hiess 
fttQt  nXrtxTotiôôjv.  Montucla  bemerkt  mit  Recht,  dass  es  bei 
dieser  so  sehr  geringen  Andeutung  nicht  leicht  zu  errathen 
sei,  was  dieses  für  Oberflächen  und  Linien  gewesen  sind. 
Ans  einer  Stelle  bei  Pappus  jedoch  (B.  4,  S.  29),  welche 
diesem  gelehrten  Historiker  unbekannt  zu  sein  scheint, 
erfahren  wir,  dass  die  Oberfläche  einer  Schraube  mit  vier- 
eckigem Scliraubcngaugc  (Ja  vis  à  filets  carrés')  eine  Plc- 
ctotdc  sei,  was  uns  zu  der  Vcrmutliung  führt,  dass  dieses 
Wort  auf  irgend  eine  allgemeine  Weise  dio  rieh tscheit igen 
Oberflächen  (surfaces  réglées')  bedeute,  auf  welche  es  uns 
wegeu  des  Durchsdiliugens  (T  entrelacement)  der  geraden 
Linien,  welches  diese  Oberflächen  darbieten,  zu  passen 
scheint,  oder  auch  dass  es  die  Oberflächen  bezeichnet, 
welche  mau  jetzt  Conoiden  nennt,  und  welche  durch  eine 
Gerade  erzeugt  werden,  die  sich  während  ihrer  Bewegung 
gegen  eine  feste  Gerade  und  gegen  eine  Curvc  stützt,  in- 
dem sie  immer  parallel  mit  einer  Ebene  bleibt,  oder  end- 
lich dass  es  besonders  die  schraubenförmigen  Oberflächen 
bezeichnet  und  specicll  die  Oberfläche  der  Schraube  mit 
viereckigen  Schraubengängen. 

Ein  neapolitanischer  Gcoincter  hat  in  einem  neuern 
Werke  allgemein  mit  dem  Namen  der  Plcctoiden  alle 
Oberflächen  verbunden,  welche  durch  eine  gerade  Linie 
erzeugt  werden.  **) 


32)  S.  dan  Ende    der  Vorrede    zum    7ten   Buch    der  mathem. 
t»aanl. 

33)  Geometria  di  sito  «tri  piano  e  netto  spacio;  Naples  ISil. 


Commandinus  spricht  in  seinem  Commentât  zum  Pap- 
pus die  Meinung  aus,  dass  das  Wort  nlrjKVOStd^ç  durch 
einen  Irrthum  des  Abschreibers  entstanden  ist  und  dasa 
man  es  durch  xvIivôqixoç  ersetzen  müsse.  Aber  diese 
Annahme  ist  auf  jeden  Fall  irrig ,  denn  das  Wort  nlij- 
xro£id/)ç  bezieht  sich  an  der  Stelle**)  im  Pappus,  welche 
dem  Commandinus  Gelegenheit  zu  dieser  Bemerkung  giebt, 
unstreitig  auf  die  Oberfläche  der  Schraube  mit  viereckigem 
Schraubengange,  und  nicht  auf  eine  cylindrische. 

§.  86.  Pappus  giebt  bei  Gelegenheit  der  Quadratrix 
des  Dinostratus  zwei  Eigenschaften  der  schraubenförmigen 
Oberfläche  an ,  welche  angeführt  zu  werden  verdienen, 
da  sie  zwei  Constructionsartcn  der  Quadratrix  darbieten 
und  zugleich  eine  der  schönsten  Betrachtungen  der  Alteu 
über  krumme  Oberflächen  und  Curven  doppelter  Krümmung 
enthalten. 

Nachdem  er  angeführt,  wie  die  Quadratrix  durch  den 
Durchschnitt  eines  Kreisraclius,  der  sich  um  seinen  Mit- 
telpunkt dreht,  und  eines  Durchmessers,  der  sich  parallel 
mit  sich  selbst  fortbewegt,  entstehe,  welches  er  eine  me- 
chanische Erzeugung  nennt  (Buch  4,  Satz  85),  sagt  Pap- 
pus, dass  diese  Curve  sich  durch  Oerter  auf  einer  Ober- 
fläche oder  auch  durch  die  archimedische  Spirale  bilden 
lasse.    Diese  beiden  Constructionsartcn  sind  folgende: 

Erstes  Mittel ,  Satz  88.  „Es  sei  eine  Schraubenlinie 
auf  einem  geraden  Kreiscylinder  beschrieben,  dann  bilden 
die  Perpendikel,  welche  von  den  einzelnen  Punkten  der- 
selben auf  die  Axe  des  Cylinders  gefallt  werden,  die 
schraubenförmige  Oberfläche.  Legt  man  nun  durch  eines 
dieser  Perpendikel  eine  Ebene  unter  passender  Neigung 
gegen  die  Basis  des  Cylinders,  so  schneidet  dieso  Ebene 
die  schraubenförmige  Oberfläche  in  einer  Curve,  deren 
senkrechte  Projection  auf  die  Grundfläche  des  Cylinders 
die  Quadratrix  ist." 

Zweites  Mittel f,  Satz  89.  „Wählt  man  eine  archi- 
medische Spiralo  zur  Basis  eines  geraden  Cylinders  und 
denkt  man  sich  einen  Drchungskcgel,  dessen  Axe  die- 
jenige Seitenlinie  des  Cylinders  ist,  welche  durch  den 
Anfangspunkt  der  Spirale  geht,  so  schneidet  dieser  Kegel 
die  cylindrische  Oberfläche  in  einer  Curve  doppelter  Krüm- 
mung. **)    Die  Perpendikel,  welche  von  den  verschiede- 


34)  Buch  4,  Satz  29,  Note  F,  p.  92  der  Ausgabe  von  1660. 

35)  Dieses    ist  die   conische  Schraubenlinie.      Sie   ist  eine   von 
jenen  Curven  doppelter  Krümmung,  welche  deu  Alten  bekannt  waren. 


nei  Punkten    dieser  Curve    auf  die  erwähnte  Seitenlinie 
des  Qyiinders  gefallt  werden,  bilden  die  schraubenförmige 
Oberfläche  (welche  Pappus   an  dieser  Stelle  plectoidische 
Oberfläche  nennt).    Legt  man  nun  durch  eine  dieser  Li- 
nien unter  passender  Neigung  eine  Ebene,   so  schneidet 
'    dieae   die  Oberfläche    in   einer  Curve,    deren    senkrechte 
Projection   auf  die  Ebene  der  Spirale  die  verlangte  Qua- 
drmtrix  sein  wird." 

Beide  Constructionen  '  bestehen  also   darin ,  dass  man 
eine  schraubenförmige  Oberfläche  durch  eine  Ebene  schnei- 
det,  welche   durch  eine   Seitenlinie  der   Oberfläche  geht, 
und  dass   man   den  Schnitt  auf  eine  Ebene  projeetirt,   die 
senkrecht  auf  der  Axe  der  Schraube  steht.    Bei  der  ersten 
Lösung  bestimmt  man  die  Oberfläche  der  Schraube  ver- 
mittelst einer  Schraubenlinie,   durch  welche  man   die  er- 
zeugenden Linien  der  Oberfläche  gehen  lässt,  in  der  zwei- 
ten bestimmt  man  diese  erzeugenden  Linien   mittelst  einer 
Curve  doppelter  Krümmung,   welche   der  Durchschnitt  ei- 
nes geraden  Cylinders  mit  spiralförmiger  Grundfläche  mit 
einem  Drehungskegel   ist,   welcher  zur  Axo  eine  Seiten- 
linie des  Cylinders  hat,   die  durch  den  Anfangspunkt  der 
Spirale  geht. 

§.  97.  Wir  bemerken,  dass  diese  beiden  Constructio- 
nen auf  folgenden  beiden  Eigenschaften  der  schrauben- 
förmigen Oberflächen  beruhen,  welche  Pappus  nicht  be- 
sonders ausspricht,  welche  sich  aber  in  den  Sätzen  88 
und  89  bewiesen  finden. 

1)  Weuu  man  die  schraubenförmige  Oberfläche  durch 
eine  Ebene  schneidet,  die  durch  eine  der  erzeugenden  Li- 
nien geht ,  so  projeetirt  sich  der  Schnitt  auf  eine  Ebene, 
die  senkrecht  gegen  die  Axe  der  Oberfläche  gelegt  wird, 
als  eine  Quadratrix  des  Dinostratus. :M) 


r  roda  a  spricht  von  ihr  in  Keinem  Commentar  zur  4ten  Definition  de» 
ersten  Sechs  im  Enclid.  In  neuerer  Zeit  hüben  sich  mehre  Geometer 
Mît  dfteter  Curve  beschäftigt ,  vorzüglich  Pascal  {De  '«  dimension 
d'un  solide  forme  )»ar  le  moyen  d'une  spirale  autour  d'un  cône; 
tnrreê  de  Pascal,  tora.  V,  p.  422.)  und  Guido  -  Grandi  (Epistola 
md  Th.  Cerani;  oeurres  poathumes  tflluygens,  tom.  II.)*  Garhinski, 
Frofcwmr  zu  Warschau ,  hat  vor  einigen  Jahren  eine  graphische 
On«truction  der  Tangenten  an  die  confoche  Schraubenlinie  gegeben. 
(  \nnales  de  Mathématiques ,  tont.  XVI,  i>.  1G7  u.  376.) 

3G)  Wenn  die  nchueideitde  Ebene,  >tatt  durch  eine  erzeugende 
Linie  der  schraubenförmigen  Oberfläche  zu  gehen,  ganz  willkuhrlich 
gelrzt  wird ,  *o  haben  wir  gefunden ,  das*  »an  in  der  Projection 
entweder  eine  verengerte  oder  eine  verkürzte  Qnadratrix  d.  h.  mit 
andern  Worten  eine  t'onchoide  e  rhu  lt. 


S)  Ein  Drehuiigskegel,  weloher  mit  einer  schraub 
förmigen  Oberfläche  eine  gemeinschaftliche  Axe  hat,  sohl 
det  diese  Oberfläche  in  einer  Corvo  doppeltor  Krümmi 
welche  sich  auf  eine  Ebene ,  die  senkrecht  gegen  die „ 
gelegt  wird,  als  archimedische  Spirale  projecirt 

Dieser  zweite  Satz  bietet  eine  Construction  der  S 
raie  durch  Oerter  auf  der  Oberflächo  dar,  welche  der 
Pappus  fur  die  Quadratrix  gegebenen  analog  ist. 

§.  28.  Diese  Betrachtungen  der  krummen  Oberfläc 
und  der  Curven  doppelter  Krümmung,  bezüglich  auf 
Construction  einer  ebenen  Curve,  welche  heut  zu  1 
in  der  beschreibenden  Geometrie  Eingang  gefunden  ha 
und  den  Hauptcharacter  der  Schule  des  Monge  ausmacl 
verdienen,  wie  es  mir  scheint,  in  dem  Werke  des  Pap 
bemerkt  zu  werden.  Sie  hätten  diesen  Geometer  #u  e 
Construction  der  Tangenten  fur  die  Spirale  und  Quadri 
fuhren  können;  denn  es  würde  die  Bemerkung  hungere 
haben,  dass  diese  Tangenten  die  Projectioncn  sind 
den  Tangenten  der  beiden  Curven ,  die  auf  der  schraub 
förmigen  Oberfläche  gezogen  sind,  und  dass  dio  Tang« 
in  einem  Durchschnittspunkt  zweier  Oberflächen  der  Dui 
schnitt  der  in  diesem  Punkte  beide  Oberflächen  tangir 
den  Ebenen  ist.  Auf  diese  Weise  kommt  man  auch  i 
leicht  zu  den  bekannten  Eigenschaften  für  die  Tangci 
der  Spirale  und  der  Quadratrix.87)  Dieses  ist  jedoch  gä 
lieh  der  Geist  in  der  heutigen  beschreibenden  Geometrie, 
es  ist  nicht  wahrscheinlich,  dass  die  Alten  ihre  Betra 
tungen  über  die  krummen  Oberflächen  so  weit  ausgedt 
haben;  es  ist  sogar  zweifelhaft,  ob  sie  zur  Zeit  des  P 
pus  eine  hinreichend  bestimmte  Idee  von  einer  tangii 
den  Ebene  in  einem  Punkte  gehabt  haben. 

§.  29.     Indem   man   über   die   Natur  der   beiden 
wähnten  Theoreme  nachdenkt,  wird   man   darauf  gefij 
dass   man   sie  als  einfache  Anwendung  zweier  Mcthc 
betrachtet,  durch   welche  man  alle  Arten  ebener  Cur 
vermittelst  der  schraubenförmigen  Oberfläche  in  audere 
von    verschiedene   Curven    umwandelt.       Und    aus   die 
Transformations  -  Arten    entspringen    Beziehungen    für 
Construction  und  für  die  Eigenschaften  von  Curven,  v 
che  nichts   mit  einander  gemein  zu  haben   scheinen, 


37)  Tit.  Olivier,   der  gewandte  Professor  an  der  école  des 
et  manufacture*,  hat  schon   von  diesem  Mittel  Gebrauch  gein 
um   die  Tangente   der  archimedischen  Spirale  zu  construirez    ( 
letin  de  la  Société  philo  ma  t'unit  de  Paris ,  année  A833,   p.  220 


31 

taselbe  Form  der  Gleichung  zwischen  verschiedenen  Va- 
räkefai;  von  dieser  Art  sind  einige  Spiralen  und  diejenigen 
Cvren,  welche  denselben  Namen  bei  dem  gewöhnlichen 
Koordinatensystem  fuhren.  Ich  werde  diesen  Gedanken  in 
der  Vlllten  Note  weiter  ausfuhren. 

§.  30.  In  den  mathematischen  Sammlungen  bemerkt 
van  noch  mehre  Theoreme ,  welche  jetzt  zur  Theorie  der 
Transversalen  gehören;  unter  andern  das,  welches  ihre 
Grundlage  bildet  und  welches  uns  annehmen  lässt,  dass 
diese  nützliche  und  elegante  Lehre  schon  von  den  Alten 
ingewandt  wurde ,  hauptsächlich  in  ihren  Schriften  über 
geometrische  Analysis,  auf  welche  sich  diese  Theoreme 
beziehen. 

Unter  den  Sätzen,  welche  zur  Thcorio  der  Transver- 
wien gehören  und  von  denen  sich  mehre  auf  die  harmo- 
wtete  Proportion  bezichen,  wollen  wir  folgende  anfuhren, 
welche  im  7ten  Buch  als  Hülfssätze  fur  das  leichtero  Vcr- 
Mindniss  der  Porismen  des  Euclid  bewiesen  sind. 

Der  129ste  Satz  sagt:  Wenn  vier  Linien  von  Einem 
PtaHe  ausgehen ,  so  bilden  sie  auf  einer  Transversale ,  die 
xxlliührlich  in  derselben  Ebene  gezogen  wird,  vier  Seg- 
nrnfr,  Kelche  unter  sich  ein  bestimmtes  constantes  Ver- 
kàltnis*  haben ,  wie  auch  die  Transversale  gezogen  werden 
mag.  Es  seien  u,  b,  c,  d  die  Punkte,  in  welchen  die 
vier  Geraden  von  einer  beliebigen  Transversale  getroffen 
werden,  und  «c,  ad,  bc,  bd  die  vier  Segmente,  so  wird 

das  Yerhältuiss  — ,  :  —  dasselbe    bleiben,    welches    auch 

a  a      bd 

die  Transversale  sein  mag. 

Dieser  Satz  verdient,  dass  wir  ihm  diesen  ganzen 
Paragraphen  widmen ,  um  auf  ihn  die  ganze  Aufmerksam- 
en unserer  Leser  hinzulenken.  —  Diese  Sätzo  136, 
137,  140,  142  und  145  sind  entweder  besondere  Falle 
oder  das  Umgekehrte  dieses  Hauptsatzes.  Da  er  von 
Pappus  unter  so  vielen  Formen  wiederholt  wird,  so  scheint 
ff  in  den  Porismen  des  Euclid  von  besonderm  Nutzen 
gewesen  zu  sein.     Heute  jedoch  ist  er  ohne  Anwendung. 

Wenn  wir  den  Gebrauch  untersuchen,  welche  die 
Xeiicren  von  ihm  gemacht  haben,  so  iindeu  wir,  dass  Pas- 
cal ihn  in  seinem  Essai  pour  les  coniques  zu  den  Ilaupt- 
theoremeu  rechnet,  deren  er  sich  in  seinem  Traité  über 
tiic*e  Curveii  bediente;  dass  ferner  Desargucs  einen  der 
besonderen  Fälle  (welcher  genau  der  1 37s tc  Satz  des  Pap- 
pus  ist)  seiner  Practik  der  Perspective  (édition  de  Bosse, 
JW9,  p.  336.)  zu  (iru,idc  legte j   und   dass  H.  Simsow  ihn 


als  ein  Lemma  des  Pappus  beweist  und  sich  desselben 
zum  Beweise  eines  Satzes  in  seinem  Traue  des  porismeM 
bedient.  In  der  letzten  Zeit  hat  Brianchon  ihn  im  Anfang 
seines  Memoirs  über  die  Linien  zweiter  Ordnung  angeführt, 
und  Poncelet  citirt  ihn  in  seinem  Traité  des  propriété» 
projeetives  (p.  12.).  Aber  diese  beiden  gewandten  Geo- 
meter  machen  von  ihm  keinen  besondern  Gebrauch,  nur 
dass  sie  sehr  viel  den  besondern  Fall  beachten,  wenn  die 
vier  Geraden  ein  harmonisches  Bündel  formiren. 

Dieser  Satz  scheint  demnach  die  Aufmerksamkeit  der 
Geometer  wenig  auf  sich  gezogen  zu  haben.  Wir  glau- 
ben inzwischen,  dass  er  zahlreicher  Anwendungen  fä- 
hig ist  und  dass  er  einer  der  nützlichsten  und.  frucht- 
barsten in  der  Geometrie  werden  kann.  Er  spielt  eine 
wichtige  Rolle  in  unsern  beiden  Principien,  dem  der  Dua- 
lisation  und  dem  der  Deformation  der  Figuren,  indem  er 
die  Grundlage  jenes  Thcils  ist,  welcher  ihre  Beziehungen 
der  Grösse  behandelt.  Aus  diesem  Grunde  wird  es  aber 
auch  nothig,  dem  Verhältniss  von  vier  Segmenten,  wel- 
ches man  hier  betrachtet,  einen  besondern  Namen  zu  ge- 
ben. In  dem  speciellcn  Falle,  dass  es  der  Einheit  gleich 
ist ,  wird  es  ein  harmonisches  Verhältniss  genannt ,  in  dem 
allgemein  er  n  Fall  wollen  wir  es  ein  unharmonisches  Ver- 
hältniss oder  eüie  anharmonische  Function  nennen.  Wenn 
also  vier  Gerade  von  Einem  Punkte  ausgehen  und  durch 
eine  Transversale  in  den  vier  Punkten  a,  b,  c,  d  getrof- 
fen werden,  so  wird  das  Verhältniss  —  :  ,v  eine  anhör- 
et d     bd 

manische  Function  der  vier  Punkte  a,  b,  c,  d  genanut. 

Der  Satz  des  Pappus  besteht  nun  darin,  dass  diese 
Function  beständig  denselben  Wert  h  behalte,  welches  auch 
die  Transversale  sein  möge,  wenn  nur  die  vier  Geraden, 
die  von  Einem  Punkte  ausgingen,  dieselben  bleiben.  Es 
ist  dieses  eine  schöne  Eigenschaft  der  anharmonischeii 
Function  der  vier  Punkte,  welche  sich  vor  jeder  andern 
Function,  die  sich  aus  den  Segmenten  zwischen  vier 
Punkten  bilden  lässt,  auszeichnet. 

Der  Begriff  der  anharmonischen  Function  scheint  ans 
eine  bedeutende  Vereinfachung  in  den  meisten  geometri- 
schen Problemen  hervorzubringen  und  ist  bedeutend  mehr 
als  der  ptolcmäische  Satz  geeignet,  für  die  Theorie  der 
Transversalen  als  Fundameut  zu  dienen.  Er  erzeugt  an- 
schauliche Beweise  aller  Sätze,  die  über  Systeme  gerader 
Linien    bekannt    sind,     und    führt    auf  viele    neue   ö"  - 


Ausserdem  wird  er  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  nütz- 
lich, wo  er  die  Verbindung  unter  einer  grossen  Menge 
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•firt  stehender  Sätze  und  die  Relationen  zeigt,  welche 
■e  alle  an  eine  geringe  Anzahl  von  Hauptprincipien 
fanpft. 

Wir  denken  der  Theorie  der  anharmonischen  Vcr- 
ftnisse  eine  besondere  Schrift  zu  widmen,  müssen  aber 
hon  jetzt  einige  Hauptsätze  und  besonders  eine  andere 
rebralsche  Form  mittheilen,  unter  welcher  sich  der  Satz 
s  Pappus  darstellen  lässt,  und  verweisen  deshalb  auf 
ote  IX. 

§.  31.  Wir  kommen  auf  Pappus  zurück.  Der  f30ste 
ats  ist  eine  Relation  zwischen  den  sechs  Segmenten, 
-eiche  durch  die  vier  Seiten  und  die  beiden  Diagonalen 
■es  Vierecks  auf  einer  Transversale  gebildet  werden. 
1er  lf7ste  und  188ste  Satz  sind  speciellc  Fälle  davon. 
4att  die  Figur  im  Werke  des  Pappus  so  zu  nehmen, 
•sa  ne  die  vier  Seiten  und  die  beiden  Diagonalen  eines 
ilerecks  darstelle,  welche  von  einer  Transversale  ge- 
schritten werden,  kann  man  sich  auch  denken,  sie  stelle 
k  drei  Seiten  eines  Dreiecks  und  drei  andere  Gerade  vor, 
reiche,  durch  die  Scheitel  dieses  Dreiecks  gezogen,  sich 
■  einem  Punkte  schneiden.  Diese  6  Geraden  bestimmen 
nf  der  Transversale  6  Segmente,   deren  jedes  zwischen 

Seite  des  Dreiecks  und  einer  von  den  beiden  Linien 
,  welche  durch  die  an  dieser  Seite  liegenden  Schei- 
telpunkte gezogen  sind.  Der  Satz  des  Pappus  ist  als- 
fann  leicht  auszusprechen  und  zu  behalten,  er  besteht 
nämlich  darin,  dass  das  Product  der  drei  Segmente ,  wel- 
dt  leine  gemeinschaftlichen  Endpunkte  haben,  gleich  ist 
Um  Product   der  drei  andern:    ein   ahnliches   Vcrhältniss 

dem,    welches    der  ptolcmäische   Satz   giebt.     Unter 
Gesichtspunkte    kann  der   Satz   des   Pappus   dazu 

n.  von  drei  Geraden,  welche  auf  eine  gewisse  Weise 
hrth  die  Scheitel  eines  Dreiecks  gezogen  sind,  zu  be- 
weisen, dass  sie  in  einem  Punkte  zusammentreffen,  so 
vie  der  ptolemäische  Satz  zum  Beweise  dafür  gebraucht 
wird,  dass  drei  Punkte,  die  auf  eine  gewisse  Weise  auf 
4ea  drei  Seiten  eines  Dreiecks  verthcilt  sind ,  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen. 

Der  131  stc  Satz  lehrt,  dass  in  jedem  Viereck  eine 
Diagonale  harmonisch  geschnitten  wird  durch  die  andere 
Diagonale  und  durch  die  Verbindungslinie  der  Durch- 
Kkikhpunkte  je  zweier  gegenüberliegenden  Seiten. 

Der  132stc  Satz  spricht  einen  besondern  Fall  dieses 
ffceorems  aus,  welches  wieder  selbst  als  eine  Folge  des 
in   130   gegebenen    Mgcmetncn   angesehen   werden  katin. 

Gw*.    H+r  Crom.  3 


Der  139ste  Salz,   von  welchem  134,  138,   141   und 

theils  das  Umgekehrte,  thcils  besondere  Fälle  sind, 
weist:  Wenn  von  einem  Sechseck  die  6  Scheitel  je  drei 
drei  auf  zwei  Geraden  liegen ,  so  sind  die  Durchsehe 
punkte  seiner  gegenüberliegenden  Seiten  in  einer  ger 
Linie.  Dieses  Theorem  ist  nicht  nur  an  sich  selbst  n 
würdig,  sondern  auch  noch  deshalb,  weil  man  es  alfi 
ersten  Keim  zu  dem  berühmten  Theorem  von  Pascal 
das  einem  Kegelschnitt  eingeschriebene*  Sechseck  beti 
ten  kann.  Statt  eines  Systems  zweier  Geraden,  in 
chePappus  sein  Sechseck  einschreibt,  wird  in  dem  T 
rem  des  Pascal  irgend  ein  Kegelschnitt  substituât.88) 
schon  .oben  angeführte  130s te  Satz  lässt  eine  ahn 
Verallgemeinerung  zu ,  welche  wir  anfuhren  werden ,  ^ 
wir  von  Desargues  sprechen. 

Pappus  fuhrt  in  seiner  Vorrede  als  eine  Verallgc 
nerung  eines  Porisma  Euclids  ein  schönes  Theoren 
bezüglich  auf  die  Deformation  eines  Polygons,  von 
alle  Seiten  durch  Punkte  gehen,  die  in  einer  geraden 
nie  liegen,  während  die  Scheitelpunkte,  mit  Ausm 
eines,  beliebig  gezogene  Gerade  durchlaufen.  D 
Theorem  hat  in  dem  letzten  Jahrhundert  einige  Beru 
heit  erlangt  durch  die  neue  Verallgemeinerung,  wclcl 
durch  Maclaurin  und  Braikcnridgc  erhielt,  und  durcl 
Rivalität,  welche  es  unter  diesen  beiden  aus^ezeichi 
Geometern  anregte.  Poncclet  hat  von  Neuem  diese  Mi 
mit  aller  der  Vollständigkeit  und  Leichtigkeit  behandelt, 
che  die  Vorschriften  seines  gelehrten  Traite  des  propt 
projeetives  des  figures  zulassen  (Scct.  4.  chap.  IL  et  U 


38)  Der  139ste  Satz  des  Pappus,  welcher  in  der  angefi 
Form  eine  Eigenschaft  des  Sechsecks,  welches  zweien  Geraden 
geschrieben  ist,  ausdruckt,  kann  auch  unter  anderm  Gesichts 
betrachtet  werden  und  Riebt  dann  zu  einem  andern  merkwüi 
Satze  Gelegenheit,  welchen  zuerst  Simson  als  eines  der  Poi 
Euclids  angeführt  hat;  es  ist  der,  auf  welchen  sich  die  Wort 
Pappus:  Quod  haec  ad  datum  punctum  vergit,  beziehen:  „' 
man  in  einer  Khene  zwei  feste  Punkte  und  einen  Winkel,  c 
Scheitel  auf  der  Verbindungslinie  dieser  Punkte  Hegt,  auninmt 
wenn  man  ferner  von  jedem  Punkte  einer  gegebenen  Geraden 
den  beiden  festen  Punkten  gerade  Linien  zieht,  so  treffen  die« 
spective  die  beiden  Schenkel  des  Winkels  in  zwei  Punkten, 
Verbindungslinie  immer  durch  denselben  Punkt  geht."  (Simso 
Vorismntibus ,  Prop.  34.)  Wir  haben  hier  diesen  Satz  ange 
weil  er  uns  in  der  Folge  von  Xutzen  sein  wird.  Hein  analog 
Rannte,  welcher  bis  jetzt  noch  nicht  gegeben  wurde,  stellt  sii 
ganz  natürlich«  Folge  aus  unsern  Principicn  über  die  Transfbm 
der  Figuren  dar. 


§.  3S.  Wir  müssen  noch  eine  Untersuchung  erwäh- 
a,  welche  sich  wie  die  vorigen  an  die  Theorie  der 
«nsversalen  anschlicsst;  es  ist  dieses  das  berühmte 
-oblem  ad  très  aut  plures  lineas,  von  welchem  Pappus 
i  von  einer  Klippe  der  Alten  berichtet  und  welchem 
»cartes    eine    neue   Berühmtheit  verschafft  hat,    indem 

bei  demselben  die  erste  Anwendung  seiner  Geometrie 
achte.  Es  handelt  sich  hierbei  darum,  teenn  mehre  ae- 
4e  Linien  gegeben  sind,  den  geometrischen  Ort  eines 
iehen  Punktes  zu  finden  >  dass,  teenn  man  von  ihm  ftr- 
rndikel  oder  allgemein  Linien  unter  gegebenen  Winkeln 
ich  den  gegebenen  Geraden  zieht,  das  Product  gewisser 
lier  ihnen  zu  dem  Producte  aller  übrigen  in  einem  con- 
muten  Verhältnisse  stehe. 

Diese  Aufgabe,  welche  seit  Descartcs  unter  dem  Na- 
en  Problem  des  Pappus  bekannt  ist,  hat  schon  den 
charfsinn  des  Euclid  und  Apollonius  erprobt.  Diese  ha- 
ra  sie  jedoch  nur  fur  drei  oder  vier  Gerade  gelöst,  in 
elchem  Fall  der  gesuchte  geometrische  Ort  ein  Kegel- 
rünitt  ist,  woraus  folgende  allgemeine  Eigenschaft  der 
egclsclinitte  folgt:  Wenn  ein  beliebiges  Viereck  einem 
egelschnitte  einbeschrieben  ist,  so  steht  das  Product  der 
Dtfernungen  jedes  Punktes  der  Curvo  von  zwei  gegen- 
terlicgcndcu  Seiten  des  Vierecks  zum  Product  der  Ent- 
mutigen desselben  Punktes  von  den  beiden  andern  Seiten 

einem  constanten  Vcrhältniss. 
Newton  bat  von  diesem  schönen  Theorem  einen  rein 
^metrischen  Beweis  gegeben  und  sich  desselben  mit 
ortheil  in  seinen  Principiis  mathematicis  philosophiae 
ltaralis  bedient.  Die  Werke  über  Kegelschnitte,  welche 
machst  nach  diesem  Werke  erschienen  sind,  haben  von 
m  dieses  Theorem  entlehnt,  ohne  jedoch  alle  die  An- 
endungen  davon  zu  machen,  deren  es  fällig  ist  ;  später  ist 
i  gewisser  Maasseu  ganz  aus  der  Theorie  der  Kegel- 
dmitte  verschwunden.  *°)    Inzwischen  glauben  wir,  dass 


39)  Die  Unfruchtbarkeit,  an  welcher  dieser  Fuiidamentatsatz 
ihrftandtrte  hindurch  HU,  während  sich  au*  ihm  beinahe  alle  Ei- 
■acteften  4er  Kegelschnitte  ableiten,  und  die  geringe  Wichtigkeit, 
ticke  Ms  auf  die  letzte  Zeit  die  schönen  £ätze  des  Desargues  und 
iscal,  die  natürliche  Folgerungen  daraus  sind,  zu  verdienen  schie- 
n.  rufen  ans  eine  sehr  wahre  Bemerkung  des  Bailly  ins  Gedacht- 
es: „E*  scheint,  dass  die  Ideen,  wie  wir,  eine  Kindheit  und  einen 
rflsjfàfkm  Zustand  der  8ch wiche  haben;  bei  ihrem  Entstehen  kön- 
»1  si«  sjoch  nicht  selbst  zeugen,  sondern  verdanken  ihre  fruebt- 
rfasjnde  Kraft  erst  dem  Alter  und  der  Zeit.  "  (Histoire  de  Vattro- 
•wUe  muxterne ,  tom.  II ,  p.  600 
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man  es  als  die  allgemeinste  und  fruchtbringendste  Eigen- 
schaft dieser  Curven  betrachten  könne.  Wir  fuhren  be- 
sonders als  einfache  Folgerungen  aus  diesem  Satze  an: 
das  bekannte  mystische  Sechsek  des  Pascal ,  das  Theorem 
des  Desargues  über  die  Involution  von  6  Punkten,  das 
constante  Vcrhältniss  des  Quadrats  der  Ordinaten  zun 
Product  der  auf  der  Axe  abgeschnittenen  Segmente,  das 
schöne  Theorem  von  Newton  über  die  organische  Be- 
schreibung der  Kegelschnitte,  und  endlich  ein  anderes  Theo- 
rem, welches  sich  auf  den  Begriff  des  von  uns  oben  m- 
harmonisch  genannten  Verhältnisses  gründet,  aus  den 
sich  eine  grosse  Menge  von  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte ableiten  lässt.  Beiläufig  fugen  wir  noch  hinzu, 
dass  dieses  letzte  Theorem  an  sich  selbst  von  solcher 
Allgemeinheit  ist  und  sich  a  priori  so  leicht  beweisen 
lässt,  dass  es  dasjenige  ist,  welches  wir  als  Fundamen- 
talsatz einer  Theorie  der  Kegelschnitte  aufstellen  würden. 
(S.  Note  XV.) 

§.  33.  Hier  drängt  sich  uns  eine  ganz  natürliche 
Bemerkung  auf,  welche  zugleich  die  Wichtigkeit  rechfc- 
fertigen  kann ,  die  wir  dem  129sten  Satze  des  Pappus  und 
dem  Begriff  des  anharmonischen  Verhältnisses  zu  geben 
gesucht  haben.  Alle  Theoreme  nämlich ,  welche  wir  aus 
dem  7ten  Buch  der  mathematischen  Sammlungen  ange- 
führt, hierunter  das  über  die  Deformation  der  Polygone 
und  das  ad  quatuor  lineus  und  mehre  andere  Theoreme 
über  die  Involution  von  6  Punkten,  wovon  wir  sogleich 
weiter  sprechen  werden  :  alle  diese  Theoreme ,  welche  von 
der  grössten  Allgemeinheit  und  dem  grössten  Nutzen  in 
der  neuern  Geometrie  sind,  lassen  sich  als  aus  ihrer  ge- 
meinsamen Quelle  aus  der  einzigen  Eigenschaft  des  anhar- 
monischen Verhältnisses  unter  4  Punkten  ableiten.  Und 
diese  Art  sie  darzustellen  wird  sogar  noch  die  möglich 
einfachste  ;  denn  sie  bedarf  so  zu  sagen  keines  Beweises. 

Wir  fügen  noch  hinzu:  Nachdem  wir  erkannt  haben, 
dass  der  grösste  Theil  der  Lcmmcn  i\cs  Pappus,  die  sich 
auf  das  erste  Buch  der  Porismen  Euclids  zu  beziehen 
scheinen,  aus  dem  in  Rede  stehenden  Satze  abgeleitet 
werden  können,  so  glauben  wir,  dass  dieser  Satz  sogar 
zu  diesem  ganzen  ersten  Buche,  der  Porismen  der  Schlüs- 
sel werden  und  dass  er  zu  einer  Interpretation  der  Sätze^ 
die  uns  Pappus  hinterlassen  hat,  führen  könne.  Denn  es 
existirt  ja  immer  in  jeder  Theorie  eine  Hauptwahrheit,  ans 
der  sich  die  andern  ableiten  lassen.  Und  in  der  That, 
indem   wir   den   erwähnten   Satz   zum   Ausgangspunkt  bei 
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eiocr  umstellenden  Divination   über  die  Porismen  mach- 
te*, crfcidten  wir  verschiedene  Theoreme ,  welche  uns  den 
b  ■    fngfkben  Sitzen  zu  entsprechen  scheinen. 

{.  34.  Wir  erwähnen  noch  aus  dem  7teu  Buch  der 
«thematischen  Sammlungen  die  40  Lerninen,  die  sich 
iif  du  Werk  de  delerminaia  seciione  von  Apollonius  be- 
sehen und  welche  in  die  heutigen  Lehren  der  Geometrie 
angreifen.  Es  sind  dieses  Relationen  zwischen  den  Seg- 
mentes, welche  durch  mehre  Punkte  auf  einer  geraden 
Linie  gebildet  werden. 

Man  begreift  nicht  gleich  Anfangs  die  wahre  Bcdeu- 
toog  dieser  zahlreichen  Sätze,  so  wenig  als  die  Bezie- 
hnagen, welche  sie  sämmtlich  an  eine  Frage  knüpfen 
Uanten,  so  dass  alsdann  ihre  Auffassung  schwierig  ist. 
Bei  einiger  Aufmerksamkeit  jedoch  erkennt  man ,  dass  sie 
seh  alle  auf  die  Theorie  der  Involution  von  6  Punkten 
beziehen,   welche   von  Desargues    erschaffen  wurde    und 

Ider  neuen  Geometrie  so  grossen  Nutzen  gebracht  hat. 
Es  sind  zwar  diese  Relationen  noch  nicht  die  Eigenschaf- 
ten der  allgemeinsten  Involutionsbeziehung  zwischen  6 
takten  (es  scheint  sogar,  dass  die  Alten  gar  nicht  die 
Transformationen  dieser  allgemeinen  Beziehung  gekannt 
haben),  aber  es  sind  Eigenschaften  mehrer  Relationen, 
welche  man  heute  als  besondere  Fälle  dieser  allgemeinen 
■dation  betrachten  kann.  So  behandeln  die  Sätze  22, 
Ä,  90,  32,  34,  35,  36  uud  44  eine  Involution  vou  5  Punk- 

Itea.  Sie  beziehen  sich  auf  zwei  Systeme  zweier  conju- 
fvien  *•)  Punkte  uud  auf  ihren  tenir  alpunkt ,  welcher 
Punkt  von  der  Beschaffenheit  ist,  dass  das  Product  seiner 
Entfernungen  von  den  beiden  ersten  Punkten  dem  Pro- 
dact  seiner  Entfernungen  von  den  beiden  andern  gleich 
ist;  woraus  eine  andere  Beziehung  zwischen  den  5  Punk- 
te abgeleitet  wird. 

Um  diese  Beziehung  aus  der  allgemeinen  unter  6 
Punkten  abzuleiten,  muss  man  bemerken,  dass  der  con- 
jogirtc  des  fünften  oder  Central  -  Punkts  in  der  Unendlich- 
keit hegt 


40)  Um   sich  das  Verstehen  dieser  Stelle   über  die  Lemmeii  den 

•  *a  erleichtern,  wird  es  vortlteilbaft  sein,  die  Xte  Note  nach- 

•  ,    wo   wir  die  verschiedenen  Eigenschaften  der  Involutious» 

mag  zwischen  6  Punkten  augefüll rt  haben;  d.  b.  die  verschie- 

Traosforiaationen   und  Folgeningen  ans  dieser  Relation.    Wir 

dort  aoeh  erk&rt,  was  man  unter  conjugirten.  Central-  und 

'#«  Punkten  so  verstehen  habe. 
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Die  Sätze  37  und  38  behandeln  eine  Involution  voi 
4  Punkten ,  welche  aus  zwei  conjugirten,  einem  doppelte] 
und  dem  Central -Punkt  bestehen.  Von  einer  Relatioi 
unter  diesen  vier  Punkten  schliesst  man  auf  eine  andere. 

Die  Sätze  39  und  40  enthalten  cino  Eigenschaft  de 
Involution  von  5  Punkten,  die  man  als  zwei  Systeme  voi 
zwei  conjugirten  Punkten  und  als  einen  doppelten  Punk 
beträchtet. 

Diç  Sätze  41^  42  und  43  sind  eine  Relation  untc 
zwei  Systemen  zweier  conjugirten  Punkte  mit  ihrem  Ccn- 
tralpunkt:  eine  neue  Relation  und  unter  einer  Form,  di< 
von  den  bekannten  Beziehungen  der  Involution  von  i 
Punkten  verschieden  ist. 

Ebenso  enthalten  die  zwölf  Sätze  45 — 56  eine  allge- 
meine Relation  zwischen  zwei  Systemen  zweier  conjugir- 
ten Punkte,  ihrem  Centralpunkt  und  irgend  einem  anden 
Punkte.  Die  Sätze  41  ,  42  und  43  sind  nur  Folgerungei 
aus  diesem  allgemeinem. 

Die  Sätze  61,  62  und  64  endlich  drucken  eine  inter- 
essante Eigenschaft  des  Maximums  und  Minimums  aus 
welche  sich  auf  zwei  Systeme  conjugirter  Punkte  um 
einen  doppelten  Punkt  bezieht,  und  darin  besteht,  da» 
das  Verhältnis»  der  Producte  aus  den  Entfernungen  diese 
doppelten  Punkts  von  den  conjugirten  Punkten  ein  Maxi« 
mum  oder  Minimum  ist.  Pappus  giebt  vermittelst  eine 
eleganten  Construction  den  geometrischen  Ausdruck  diese: 
Verhältnisses ,  thut  aber  nichts  weiter,  als  die  Eigenschaf) 
dass  es  ein  Maximum  oder  Minimum  sei,  anzuführen,  wäh- 
rend der  Beweis  sich  in  dem  Werke  des  Apollonius  findet 
Der  geometrische  Beweis  fur  diesen  Fall  eines  Maximum/ 
oder  Miniraums,  von  den  Alten  selbst  geführt,  ist  eil 
wahrhafter  Verlust,  wenn  er  auch  der  neuern  Analyst 
keine  Schwierigkeit  darbietet.  Format  machte  hierauf  ein« 
der  ersten  Anwendungen  seiner  ausgezeichneten  Methode 
de  maximis  et  minimis.    (Opera  matftematica,  p.  67.) 

§.  35.  Die  gegebene  Analyse  der  43  Lemmcn  des 
Pappus  scheint  uns  den  allgemeinen  Geist  in  densclbei 
erkennen  zu  lassen  und  deren  Verständniss  zu  erleichtern 
Man  sieht  hier,  dass  gewöhnlich  mehre  Sätze  dasselbe 
Theorem  aussprechen,  was  nur  darin  liegt,  dass  die  Aus- 
drucksweise dieser  Sätze  sich  speciellen  Figuren  an- 
schliesst,  welche  unter  einander  verschieden  sind  nacl 
der  verschiedenen  Lage ,  in  der  sich  die  betrachteten  Punkt 
befinden.  Die  Verschiedenheit  in  der  gegenseitigen  Lag 
der  gegebenen   Punkte  gegen  den  gesuchten  haben  dei 
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Wmke  des  Apollonius  den  Namen  de  sèctione  déterminai  a 
JPgcto;  und  die  verschiedenen  Fälle,  welche  die  Varii- 
tmgmier  Lage  dieser  Punkte  darbietet,  sind  das,  was 
dieser  Oeometcr  und  nach  ihm  Pappus  mit  dem  Namen 
btttajfxa  bezeichneten.  41) 

Es  ist  einer  der  grössteu  Vorzüge  der  neuem  Geo- 
metrie vor  der  alten,  dass  sie  vermöge  der  Betrachtung 
der  positiven  und  negativen  Quantitäten  mit  einem  Aus- 
drucke alle  verschiedenen  Fälle  umfasst,  welche  ein  Theo- 
rem nach  der  verschiedenen  gegenseitigen  Lage  der  ein- 
zelnen Theile  der  Figur  darbieten  kann.  So  bilden  heut 
20  Tage  die  9  Hauptprobleme  und  ihre  zahlreichen  spe- 
ddka  Fälle,  welche  den  Gegenstand  von  83  Sätzen  in 
den  beiden  Büchern  de  sectione  determinata  ausmachen, 
m  eine  Aufgabe,  die  durch  eine  einzige  Formel  aufgelöst 
wird. 

Viele  Autoren  haben  sich  in  ihren  Schriften  über  die 
geometrische  Analyse  der  Alten  mit  der  Sectio  determinata 
beschäftigt  und  theils  versucht,  die  beiden  Bücher  voll- 
ständig: wieder  herzustellen,  theils  nur  einzelne  abgeris- 
sene Aufgaben  aufgelöst.  Im  17ten  Jahrhundert  finden 
vir  als  solche:  Snellius,  Alexander  Anderson,  Marini 
Gbetaldi;  gegen  das  Ende  desselben  Jahrhunderts:  Roger 
von  Yintimiglia,  Hugo  von  Omerique;  darauf  K.  Simson 
■  seinem  hinterlassenen  Werk  Opera  reliqua  1776,  und  um 
dieselbe  Zeit  Giannini  in  seinen  Opusculis  mathematicis. 

In  der  letzten  Zeit  hat  noch  J.  Lcsli  in  seiner  Geo- 
metricai  Analyst*  {Buch  8,  Satz  10  — 18)  diesem  Problem 
einige  Seiten  gewidmet.  Letztere  Untersuchung  ist  aufs 
ioaigste  mit  der  Theorie  der  Involution  von  6  Punkten 
verbunden,  deren  Lösung,  wie  es  scheint,  aus  dieser 
Theorie  abgeleitet  werden  muss.  In  der  TJiat  bietet  eine 
neue  Eigenschaft  der  Involution  uns  ganz  von  selbst  eine 
einlache  und  allgemeine  Construction  des  Problems  de 
sectione  determinata  dar,  welche  uns  von  allen  bisher 
gegebenen  verschieden  zu  sein  scheint.  Dieselbe  Theorie 
liefert  auch  einen  Beweis  für  den  von  Apollonius  behan- 
delten Fall  des  Maximums.    (S.  Note  X.) 


41)  Dieses  ist  die  Meinung  von  Hallcy  und  R.  Simsou.  Der  ge- 
lehrte Conmandinus  hat  die  Bedeutung  dieses  Worts,  welches  Apol- 
Jomis  auf  einen  Theil  seiner  Katze  anwandte,  nicht  gefunden  {Col- 
lect, math.  p.  200.  iu  der  Ausgabe  von  1600).  Das  Wort  povax<>(% 
■an  auch  im  Pappus  findet,  scheint  von  Apollonius  für  die 
gebraucht  ao  sein ,  welche  sich  auf  maxima  und  minima  be- 
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§.  36.  Die  Lemmen  des  Pappu8  zu  den  ebenen  Oer* 
lern  des  Apollonius  geben  auch  einige  Relationen  zwi- 
schen den  Segmenten,  die  auf  einer  Geraden  durch  Punk* 
bestimmt  werden,  aber  sie  sind  verschieden  von  den  vor- 
hergehenden und  können  nicht  wie  diese  aus  den  allge- 
meinen Beziehungen  der  Involution  von  6  Punkten  abge* 
leitet  werden.  Inzwischen  kann  man  auch  sie  auf  ein« 
einzigen  Satz  zurückfuhren,  welcher  eine  allgemeine  Ei- 
genschaft der  vier  Punkte,  die  auf  einer  Geraden  will« 
kfihrlich  gewählt  sind,  ausdrückt  und  welcher  das  zweit* 
allgemeine  Theorem  des  Matthieu  Stewart  bildet.  4*) 

So  sind  die  Sätze  123  und  124 ,  welche  eine  Relatior 
zwischen  vier  auf  einer  Geraden  wiilkührlich  gewählt« 
Punkten  und  einem  durch  eine  gewisse  Bedingung  gege- 
benen fünften  Punkte  enthalten,  eine  leichte  Folgerung 
aus  diesem  Theorem. 

Die  Sätze  125  und  126  geben  eine  Relation  zwischei 
vier  auf  einer  Geraden  beliebig  gewählten  Punkten  an 
wo  man  mit  Leichtigkeit  erkennt,  dads  diese  Relatioi 
nichts  Anderes  als  eine  höchst  einfache  Transformatioi 
desselben  Theorems  ist 

Die  4  Sätze  119 — 122,  welche  mit  den  4  eben  ge 
nannten  zusammengenommen  die  8  Lemmen  des  Pappu 
zu  den  ebenen  Oertern  des  Apollonius  ausmachen,  bezie- 
hen sich  aufs  Dreieck;  wobei  es  höchst  merkwürdig  ist 
dass  diese  4  Sätze,  welche  als  gänzlich  von  den  ander 
verschieden  auch  durchaus  keine  Beziehung  zu  ihnen  z 
haben  scheinen ,  gleichwohl  Folgerungen  aus  ,  demselbe 
Theorem  des  Stewart  sind. 

§.  37.  R.  Simson  hat  bei  Gelegenheit  der  Wieder 
Herstellung  der  Porismen  des  Euclid  und  der  Werke  übe 
die  êeciio  déterminait* ,  und  über  die  ebenen  Oerter  de 
Apollonius,  die  zahlreichen  Lemmen  zu  diesen  drei  Wer 
ken  einzeln  bewiesen.  Aus  dem  vorhin  Gesagten  siel 
man  zwar,  dass  man  alle  diese  Sätze  in  einige  wenig 
zusammenziehen  und  dadurch  die  Arbeit  bedeutend  verein 
fachen  kann;  aber  eine  solche  Vereinfachung  war  noc 
nicht  im  Geiste  der  Geometrie  zur  Zeit  des  R.  Simso 
(es  ist  beinahe  ein  Jahrhundert  seitdem  vergangen),  un 
wäre  sie  es  auch  gewesen,  so  hätte  sie  doch  nicht  z 


42)  So  me  gênerai  Iheorems  of  considérable  use  in  the  Highi 
parts  of  mat  hématies.  Kdinburg  1746,  in  8.  —  Wir  werden  dl 
hier  erwähnte  Theorem  in  unsrer  vierten  Epoche  anführen,  wo  fr 
von  Stewart  sprechen  werden. 
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dm  Zwecke  dieses  gewandten  und  tiefsinnigen  Geometers 
gips«,  welcher  sich  vorgesetzt  hatte,  die  Spur  und  die 
indiwlimgen  des  Pappus  Schritt  vor  Schritt  zu  verfolgen. 
§.  38.    Die  andern  Lemmen  des  7ten  Buchs  der  ma- 
tkwmtiseàen  Sammlungen,  welche  wir  mit  Stillschweigen 
Vergangen  haben ,   sind  von  geringerem  Interesse  als  die 
genannten.    Es   sind   dieses  ganz   einzeln  stehende  Sätze, 
dte  sich  auf  den  Kreis,  aufs  Dreieck  und  auf  die  Kegel- 
schnitte beziehen    und   die  durchaus  keine   Schwierigkeit 
darbieten.    Sie  finden  ihre  Anwendung  in  den  Werken  de 
mdiaatkmibm ,  de  laciionibus  und  ocio  libri  conicorum  des 
Apollonius   und    in  (Jen  libri  dito  locorum  ad  superficiem 
des  Eodid. 

Wir  beschränken  uns  darauf,  von  den  Lemmen,  die 
rieh  auf  die  Abhandlung  de  tactionibus  beziehen,  folgen- 
des von  Pappus  sehr  einfach  gelöste  Problem  hervorzu- 
heben: „Durch  drei  in  einer  geraden  Linie  gegebene 
Punkte  drei  Gerade  zu  legen,  so  dass  das  von  ihnen  ge- 
bildete Dreieck  einem  gegebenen  Kreise  eingeschrieben 
sei.71  (Satz  117.)  Die  Sätze  105,  107  und  106  sind 
specieQe  Fälle  dieser  Aufgabe,  indem  man  einen  der  drei 
Punkte  in  der  Unendlichkeit  annimmt. 

Indem  man  die  Lage  der  drei  Punkte  ganz  willkühr- 
Ech  annahm,  ist  dieses  so  verallgemeinerte  Problem  theils 
durch  die  Schwierigkeit,  welche  es  darbietet,  theils  durch 
die  Xamcn  der  Geometer;  welche  es  behandelten,  be- 
rühmt geworden,  und  ganz  vorzüglich  durch  die  eben- 
so allgemeine  als  einfache  Lösung,  welche  ihm  ein  nea- 
politanischer Jüngling  von  16  Jahren,  Oltajano,  gab. 
(&  Xotc  XI.) 

Wir  führen  endlich  noch  den  238sten  und  letzten  Satz 
u,  welcher  sich  auf  die  loci  ad  superficiem  bezieht  und 
welcher  die  Eigenschaft  der  Dircctrix  in  den  drei  Kegel- 
tchoitten  angiebt.  Er  heisst:  „Die  Entfernungen  eines 
jeden  Punktes  des  Kegelschnitts  vom  Brennpunkt  und  von 
der  Directrix  stehen  unter  einander  in  constantem  Ver- 
hiltniss.'  Dieser  schöne  Satz  findet  sich  nicht  in  den 
Kegelschnitten  des  Apollonius. 

|.  39.  Das  8te  Buch  der  Sammlungen  behandelt 
vorzüglich  die  Maschinen,  welche  in  der  practischen 
Mechanik  gebraucht  werden,  und  spricht  auch  von  ihrer 
Anwendung  auf  die  organische  Beschreibung  der  Curvcn. 
'Aber  auch  verschiedene  geometrische  Sätze  finden  sich 
darin,  worunter  der  eine  über  den  Schwerpunkt  eines 
Breiecks   merkwürdig  ist,    den  wir    in    folgender  Weise 


aussprechen:  „Wenn  drei  bewegliche  Körper ,  welche  sieh 
ursprünglich  in  den  Scheiteln  eines  Dreiecks  befinden ,  au 
gleicher  Zeit  sich  von  diesen  entfernen,  und  indem  sie 
sich  in  demselben  Sinne  fortbewegen,  resp.  die  drei  Sei- 
ten mit  einer  Geschwindigkeit  durchlaufen,  welche  diesen. 
Seiten  proportional  ist,  so  bleibt  ihr  Schwerpunkt  unver- 
ändert. " 

Die  neuern  Geomctcr  haben  dieses  Theorem  auf  irgend 
ein  Vieleck,  ein  ebenes  oder  nicht  ebenes,  ausgedehnt. 
Montucla  bewies  es  in  seiner  Ausgabe  der  Récréations 
mathématiques  (TOzanam  durch  Betrachtungen  aus  der 
Mechanik,  und  glaubte,  dass  ein  Beweis  durch  reine  Geo- 
metrie Schwierigkeiten  darbiete.  Der  aber,  welchen  Pap- 
pus  giebt,  stutzt  sich  auf  den  berühmten  ptolcmäischen 
Satz  über  die  Segmente,  welche  auf  den  drei  Seiten  eines 
Dreiecks  durch  eine  Transversale  gebildet  werden.  Pap- 
pus  nimmt  im  Verlauf  seines  Beweises  diesen  Satz  als 
bekannt  an,  während  er  ihn  selbst  erst  später  beweist 

§.  40.  Der  14to  Satz  desselben  Buches  ist  eine  sehr 
einfache  Auflösung  folgenden  Problems  :  „Wenn  zwei  con- 
jugirte  Durchmesser  einer  Ellipse  gegeben  sind,  die  beiden 
Hauptaxen  ihrer  Grösse  und  Richtnng  nach  zu  finden." 
Pappus  giebt  seine  Construction,  aber  ohne  Beweis.  Euler 
restituirte  den  Beweis  und  gab  zugleich  mehre  andere  Lö- 
sungen desselben  Problems.  QNovi  commentarii  Fetropol. 
t.  III.  ann.  1750  —  1751.)  Andere  Gcometer  haben  es 
ebenfalls  nach  ihrer  eigenen  Manier  behandelt. 

Indem  wir  die  analoge  Aufgabe  im  Räume  gelöst  ha- 
ben, wo  es  sich  darum  handelt,  der  Grösse  und  Richtung 
nach  die  drei  Hauptaxen  eines  Ellipsoids  zu  finden,  wenn 
drei  conjugirtc  Durchmesser  desselben  gegeben  sind,  so 
schlössen  wir  daraus  auf  eine  neue  Construction  der  Axen 
der  Ellipse,  welche  uns  den  Grad  der  Einfachheit,  den 
schon  mehre  Lösungen  dieses  Problems  erreicht  haben, 
zu  übertreffen  scheint.  tt)  Und  in  der  That  ist  es  eine 
Bemerkung,  welche  mau  häufig  bei  dem  Studium  der  Geo- 
metrie machen  kann,  dass  diejenigen  Lösungen  in  der 
ebenen  Geometrie,  welche  ihre  analoge  im  Räume  haben, 


43)  Es  sei  o  der  Mittelpunkt  einer  Ellipse,  oa  und  ob  die  ge- 
gebenen Hälften  der  conjagirten  Durchmesser;  durch  den  Punkt  a 
ziehe  man  eine  Senkrechte  auf  ob,  schneide  auf  dieser  die  beiden 
{Segmente  ae  und  aely  jedes  gleich  ob,  ab,  und  ziehe  die  beiden 
Geradeu  o e  und  oel :  dann  (heilen  die  beiden  Hauptaxen  der  Ellipse 
den  Winkel  dieser  beiden  Geraden  und  dessen  Nebeu Winkel  in  zwei 
gleiche  Thcile,  und  die  grosse  Axe  wird  gleich  der  Summe  dieser  bei- 
den Geraden,  die  kleine  Axe  gleich  ihrer  Differenz. 
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sttfs  die  allgemeinsten  und  einfachsten  sind.  Dieses  Prin- 
djp  lüdet  gewisser  Maasscn  den  Probirstein  und  das  Kri- 
fefin,  ob  man  bei  einer  Aufgabe  zu  der  Allgemeinheit 
■od  Vollständigkeit,  deren  sie  fähig  ist,  gelangt  sei,  oder 
■  andern  Worten,  ob  man  die  Methode  und  den  Weg, 
welche  ihr  gerade  eigentümlich  sind,  getroffen  habe. 

$.  41.  Die  Vorrede  zum  7tcn  Buch  der  mathemati- 
schen Sammlungen  enthält  eine  klare  Definition  von  Ana- 
lysa und  Synthcsis,  welche  über  den  genau  begrenzten 
Charakter  beider  Methoden  keinen  Zweifel  übrig  lassen, 
wozu  noch  kommt,  dass  Pappus  im  Verlaufe  dieses  7ten 
Borbs  häufig  bei  derselben  Aufgabe  Beispiele  von  bei- 
den giebt. 

Nach  dieser  Definition  fuhrt  Pappus  die  Titel  der 
Werke  an,  welche  die  Alten  über  den  locus  resoluius, 
wie  sie  es  nannten,  verfasst  haben.  Mit  diesem  Namen 
bezeichnen  sie  gewisse  Materien,  welche  Jemand  noth- 
wendig  kennen  muss,  wenn  er  Aufgaben  will  lösen  kön- 
■en.  Diese  Werke  waren  grossen  Tlicils  Beispiele  ihrer 
geometrischen  Analysis,  deren  Titel,  wie  sie  Pappus  an- 
pebt,  folgende  sind:  ein  Buch  Data  von  Euclid;  zwei 
Bûcher  de  seeiione  raiionis  y  zwei  Bücher  de  seeiione  spatii 
und  zwei  Bücher  de  contactu  von  Apollonius  ;  drei  Bücher 
Forismata  von  Euclid;  zwei  Bücher  de  inclinatione ,  zwei 
Bücher  de  locis  planis  und  acht  Bücher  Conica  von  Apol- 
lonius; fünf  Bücher  de  locis  solidis  von  dem  altern  Ari- 
stios-,  zwei  Bücher  de  locis  ad  superficiem  von  Euclid; 
zwei  Bücher  de  media  raiionc  von  Eratosthcncs.  Zu  die- 
sem Verzeichniss  muss  mau  noch  zwei  Bücher  de  seeiione 
déterminât  a  von  Apollonius  hinzufügen,  wovon  Pappus  später 
spricht.  Von  allen  diesen  Werken  sind  nur  die  Data  des 
Euclid ,  7  Bücher  der  Conica  von  Apollonius  und  des  letztern 
Abhandlung  de  sectione  raiionis  auf  uns  gekommen.  Nach 
dem  aber,  was  Pappus  über  dieselben  gesagt  hat,  wurden 
die  übrigen  im  löten  und  17ten  Jahrhundert  von  verschie- 
denen Gcomctern  in  der  Weise  der  alten  Geometrie  wie- 
der hergestellt. 

§.  42.  Die  Lust  an  dieser  Geometrie,  welche  bis  bei- 
nahe vor  einem  Jahrhundert  den  mathematischen  Wissen- 
schaften ein  so  bedeutendes  Anschn  verschaffte,  hat  sich 
seitdem  besonders  in  dem  Vaterlande  des  Newton  sehr 
verloren  und  würde  beinahe  gänzlich  verschwunden  sein, 
wenn  ihr  nicht  die  italienischen  Geomcter  treu  geblieben 
wären.  In  unserer  Zeit  verdanken  wir  dem  Fcrgola  und 
mnen   Schülern  Bruno,  Flauti  und  Scorza  mehre  bedeu- 
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tende  Werke  über  die  geometrische  Aualysis  der  Alten, 
welche  sich  in  ihrer  ursprünglichen  Reinheit  wieder  her- 
gestellt findet  Die  von  den  Alten  über  diesen  Gegenstand 
verfassten  Werke ,  deren  Titel  wir  so  eben  aus  dem  Pap- 
pus  angeführt  haben,  bilden  ein  System  von  Ergänzungen 
zur  Geometrie ,  welche  diese  Wissenschaft  gewiss  schnel- 
ler vorwärts  gebracht  haben  würden ,  wenn  sie  uns  un- 
verkürzt beim  Wiederaufleben  der  Wissenschaften  über- 
liefert wären.  Der  neuern  Geometrie  fehlt  es  gänzlich  an 
dergleichen  Ergänzungen;  denn  man  fühlt,  dass  wegen 
der  bedeutenden  Fortschritte  und  Vervollkommnung  dieser 
Disciplin  dieselben  auf  ganz  andern  Grundlagen  ruhen 
müssten,  als  die  der  griechischen  Schule:  sie  müssten 
vor  allen  Dingen  das  Gepräge  der  Einfachheit  und  der 
Allgemeinheit  an  sich  tragen,  welche  den  Hauptcharakter 
der  neuern  Geometrie  bilden. 

«  §.  43*    Um  die  Zeit  des  Pappus  erwarb 

sich  auch  noch  cin.Gcomcter,  Serenus,  durch 
ein  Werk  4V)  über  den  Schutt  des  Cylinder*  und  Kegels 
in  zwei  Büchern  einige  Berühmtheit;  er  bewies  darin  ge- 
gen die  Meinung  der  meisten  Geometer  seiner  Zeit  die 
Identität  der  Ellipsen ,  welche  mau  auf  den  beiden  genann- 
ten Körperu,  wenn  man  sie  mit  kreisförmiger  Grundfläche 
und  schief  annimmt,  bildet.  ' 

Im  ersteu  Buch  verdienen  folgende  beide  Aufgaben 
ausgezeichnet  zu  werden,  da  ihre  Lösungen  so  einfach 
und  so  elegant  sind,  dass  sie  nichts  zu  wünschen  übrig 
lassen:  „Es  sei  ein  schiefer  Kegel  mit  einem  Kreise  als 
Grundfläche  in  einer  Ellipse  geschnitten,  man  soll  durch 
diese  Ellipse  einen  Cylinder  legen,  dessen  Grundfläche 
wieder  ein  Kreis  ist,  und  zwar  in  derselben  Ebene  mit 
der  Grundfläche  des  Kegels."  (Satz  20.)  und  umgekehrt: 
„Es  sei  ein  Cylinder  in  einer  Ellipse  geschnitten  u.  s.w." 
(Satz  81.) 

Serenus  nimmt  wie  Apollonius  an,  dass  die  schnei- 
dende Ebene  senkrecht  auf  dem  Axendrcieck  des  Kegels 
stehe;  wobei  ich  zugleich  bemerken  will,  da  wir  von  hier 
ab  bis  auf  die  neuere  Zeit  keinen  andern  Schriftsteller 
über  die  Kegelschnitte  finden,  dass  es  scheint,  als  hätten 
die  Alten  diese  Curveu  nur  auf  diese  besondere  Art  ge- 
bildet, d.  h.  nur  durch  Ebenen,  welche  noth wendig  senk- 


44)  Halley  bat  diese  beiden  Bücher  griechisch  und  lateinisch 
wieder  abdrucken  lassen  als  Anhang  zu  seiner  Aasgabe  der  Kegel- 
schnitte des  Apollonius. 
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reck  aaf  dem  Axendreieck  stehen ,  und  als  hätten  sie  die 
Fhjp,  welche  Curven  durch  andere  Schnitte,  die  ganz 
iriHnkrich  geführt  werden ,  entstehen ,  gar  nicht  behan- 
delt, wenigstens  nicht  gelöst.  Vielleicht  bot  sie  ihnen 
Schwierigkeiten  dar,  welche  zu  überwinden  erst  den 
Neeern  aufbehalten  war.  Wir  werden  sehen ,  dass  Des- 
argues  das  Verdienst  hatte,  diesen  wichtigen  Schritt  in 
der  Theorie  der  Kegelschnitte  zuerst  zu  thun,  welchem 
sogleich  Pascal  und  heroach  De  La  Hire  folgten. 

Cebrigens  müssen  wir  noch  bemerken,  dass  der  Ke- 
gel ait  einer  kreisförmigen  Basis,  an  welchem  die  Alten 
ihre  Kegelschnitte  bildeten,  ihnen  im  Uebrigen  vollkommen 
fremd  geblieben  ist,  so  dass  wir  mit  Ausnahme  des  Satzes 
ober  den  Wechselschnitt  keine  Eigenschaft  desselben  von 
ihnen  gelernt  haben.  Erst  in  letzterer  Zeit  hat  man  sich 
■k  dieser  ein  neues  Feld  zu  Untersuchungen  darbietenden 
Materie  beschäftigt. 

(•44.    Diocles,  der  Erfinder  der  Cissoide, 
deren  er  sich  zur  Aufsuchung  der  beiden  mitt-  °°  €Hm 

lern  Proportionalen  bediente ,  lebte  beinahe  ein  Jahrhundert 
nach  Pappus.  Wir  haben  von  ihm  vermittelst  der  Kegel- 
schnitte die  Auflösung  einer  schwierigen  Aufgabe,  nämlich 
die  Kugel  durch  eine  Ebene  nach  einem  gegebenen  Ver- 
hältnis zu  theilen,  welche  von  Archimedcs  behandelt 
wurde,  der  uns  jedoch  die  versprochene  Construction  nicht 
hinterlassen  hat.  Da  dieses  Problem  von  einer  Gleichung 
des  dritten  Grades  abhängt  und  folglich  nur  durch  einen 
Kegelschnitt  oder  durch  eine  Curve  höherer  Ordnung  con- 
strnirt  werden  kann,  so  ist  es  wahrscheinlich,  dass  Ar- 
chimed,  welcher  zur  Auflösung  von  Aufgaben  immer  nur 
Lineal  und  Zirkel  gebrauchte,  diese  Untersuchung  nicht 
weiter  verfolgt  hat,  obgleich  er  die  Auflösung  verspro- 
chen hatte.  *").  Die  Construction  des  Diocles  ist  uns  von 
Eutocius,  in  seinem  Common tar  zum  zweiten  Buch  des 
Werkes  über  Kugel  und  Cylinder  vou  Archimcdes,  auf- 
behalten worden. 


46)  Diese  Atafgahe  ist  der  5tc  Satz  im  zweiten  Bach  des  Werks 
aber  hugel  und  C y  linder.  Nie  hat  zu  einer  sehr  interessanten  Be- 
merkung von  Poinsot  Gelegenheit  gegeben,  die  in  dem  Commentaire 
de  Peyrard,  sur  tes  oeurres  d'Archimède,  p.  462  steht,  wo  man 
die  arometrische  Deutung  der  beiden  Wurzeln  findet,  welche  der  Un- 
irrnacfcung  bei  der  Kugel  fremd  sind  ;  diese  bezieben  sich  nämlich  auf 
etat  allgemeinere  Untersuchung ,  welche  die  Kugel  und  dasDrehungs- 
Brperboloid  zu  gleicher  Zeit  umfasst. 
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§45.    Um  die  Mitte  des  5tcn  Jahrhun- 
procius.      dertg    be8Chäftigte   sich    noch    ein    berühmter 

Philosoph ,  Proclus,  Vorsteher  der  platonischen  Schule  su 
4fthen ,  mit  der  Mathematik  und  trug  durch  seine  Schriften 
und  Lehren  wesentlich  dazu  bei,  noch  einige  Zeit  hin- 
durch ihre  Bedeutsamkeit  zu  erhalten.  Von  diesem  Geo- 
meter  ist  uns  ein  Commentar  zum  ersten  Buch  des  Euclid 
übrig  geblieben,  welcher  sorgfaltige  Bemerkungen  enthält, 
die  sich  auf  die  Goschichte  und  Metaphysik  der  Geometrie 
beliehen.  Man  findet  darin  die  Beschreibung  der  Ellipse 
durch  die  continuirliche  Bewegung  eines  Punktes,  der  in 
einer  geraden  Linie  liegt  ,  deren  Endpunkte  auf  den  Seiton 
eines  Dreiecks  hingleiten.  *6) 

Von  den  Philosophen,  welche  dem  Proclus  in  seiner 
Schule  folgten,  envähnen  wir  als  solcher,  die  der  Geo- 
.  metrie  einige  Dienste  geleistet,  zuerst  des  Ma« 

Mannus.  rj|lus  ^  jes  Verfassers  einer  Vorrede  oder  Ein- 
leitung zu  den  Daus  des  Euclid,  worin  er  die  Natur  und 
die  Anwendung  der  Data  auseinandersetzt;  und  dann  des 

Isidorus  von  Milet,  der,  in  Geometrie,  Mecha- 

lEmT™  nik  und  Baukunst  Sleich  bewandert,  Erfinder 
eines  Instruments  wurde,  die  Parabel  durch 
eine  continnirliche  Bewegung  zu  beschreiben  und  dadurch 
das  Problem  von  der  Verdoppelung  des  Kubus  zu  lösen. 
Dieses  ist  offenbar  nebst  der  von  Proclus  angegebenen 
Construction  der  Ellipse  das  erste  Beispiel  von  einer  or- 
ganischen Beschreibung  der  Kcgelschuitte ,  woraus  die 
Neuern  ein  besonderes  Studium  gemacht  haben.  Das  In- 
strument, von  dem  Eutocius  spricht,  ist  dem  griechischen 
Buchstaben  X  ähnlich. 

{  Eutocius,  ein  Schüler  des  Isidor,  hat  uns 

wnlto.'  Commentare  zu  den  Kegelschnitten  des  Apol- 
lonius und  zu  einigen  Werken  des  Archimedes 
hinterlassen.  Der  zum  zweiten  Buch  der  Kugel  und  Cy- 
linder  ist  für  die  Geschichte  der  Wissenschaft  von  beson- 
derer Wichtigkeit,  weil  er  Fragmente  der  Geometrie  von 
den  ältesten  uns  bekannten  Schriftstellern  enthält,  deren 
Werke  nicht  auf  uns  gekommen  sind.  Diese  Fragmente 
beziehen  sich  auf  die  Probleme  von  der  Verdoppelung  des 
Kubus  und  von  den  beiden  mittlem  Proportionalen.  Wir 
haben  im  Anfang  dieser  Epoche  die  Schriftsteller  genannt, 
welche  Eutocius  in  diesem  Werke  als  solche  anführt,  die 
sich  mit   diesen  beiden  Sätzen  beschäftigt  haben.      Auch 


46)  Commentar  zu  der  4ten  Definition  des  lstcn  Buchs  de«  Euclid. 
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ist  es  hier,  wo  Eutocius  bei  Gelegenheit  der  Auflösung 
che  Menichmus  von  dem  Instrumente  spricht,  dessen  sich 
btfor  zur  Beschreibung  der  Parabel  durch  eine  conünuir-» 
fiche  Bewegung  bedient  hat.  * 

Ç.  46.  Die  Arbeiten  der  oben  genannten  Mathemati- 
ker waren  die  letzten,  welche  die  Alexandrinische  Schule 
berühmt  machten.  Die  Künste  und  Wissenschaften  nah- 
men schon  ab,  alsAegypton  Eigenthum  der  Araber  wurde, 
und  der  Brand  der  herrlichen  Bibliothek  der  Ptolemäer, 
dieser  kostbaren  Niederlage  aller  Productionen  des  Genies 
und  der  Bildung  von  10  Jahrhunderten ,  wurde  das  Signal 

der  Barbarei  und  der  langen  Finsterniss,  welche  den 
rhlichen  Geist  umgab. 

Inzwischen  erkannton  nach  einem  oder  zwei  Jahrhun- 
derten dieselben  Araber  ihre  Unwissenheit  an  und  unter- 
es selbst  die  Wissenschaften  wieder  herzustellen, 
sie  haben  theils  als  Text  selbst,  theils  als  UqJ>er- 
ig  in  ihre  Sprache  uns  die  Manuscripte  überliefert, 
welche  ihrer  fanatischen  Wuth  entgangen  waren.  Dieses 
ist  aber  auch  beinahe  die  einzige  Verbindlichkeit,  welche 
wir  ihnen  schulden.  Denn  die  Geometrie  blieb  unter  ihren 
liinden  mit  Ausnahme  der  Berechnung  sphärischer  Drei- 
ecke auf  demselben  Flecke  steheu;  in  ihren  Arbeiten  be- 
gnügen sie  sich,  die  griechischen  Werke  zu  bewundern 
und  zu  commentiren,  als  wenn  diese  die  äusserste  und 
erhabenste  Grenze  der  Wissenschaft  bezeichnet  hätten. 


Zweites   Kapitel. 


Zureite   Epoche« 

§.  1.  JLfie  Stockung  in  den  Wissenschaften  wahrte 
hei  ^en  Arabern  und  andern  Nationen  nach  der  Zerstörung 
des  Museums  zu  Alexandrien  heinahe  1000  Jahre.  Erst 
um  die  Mitte  des  15ten  Jahrhunderts ,  nach  der  allgemei- 
nen Anregung  der  Wissenschaften,  fand  auch  die  Geo- 
metrie wieder  Berücksichtigung.  Dire  Fortschritte  waren 
anfangs  langsam,  aber  nichts  desto  weniger  nahmen  sie 
sehr  bald  einen  Character  von  Allgemeinheit  und  Abstra- 
ction an,  den  sie  bis  dahin  nie  gehabt  hatten.  Denn  in 
der  That,  keine  der  frühem  Methoden  Hess  eine  Verall- 
gemeinerung zu,  sondern  beschrankte  sich  nur  auf  die 
besondere  Untersuchung,  welche  zu  ihr  die  Veranlassung 
gegeben  hatte:  jede  bekannte  Curve  (und  deren  Zahl 
war  sehr  beschränkt)  wurde  abgesondert  und  durch  Hülfa- 
mittel  behandelt,  die  ihr  speciell  angehörten,  und  ohne 
dass  ihre  Eigenschaften  und  die  Verfahrungsarten,  wel- 
che dazu  gefuhrt  hatten ,  zur  Entdeckung  der  Eigenschaf- 
ten einer  andern  Curve  dienen  konnten.  Wir  führen  als 
Beispiel  das  berühmte  Problem  der  Tangenten  an,  wel- 
ches für  einzelne  Curven,  wie  die  Kegelschnitte  und  die 
Spirale  des  Archimedes ,  durch  äusserst  tiefsinnige,  aber 
unter  einander  so  wesentlich  verschiedene  Betrachtungen 
gelöst  war,  dass  man  daraus  keinen  Aufschluss  für  die 
Losung  desselben  Problems  in  Bezug  auf  andere  Curven 
erhalten  konnte. 

Die  Exhaustions- Methode,  obgleich  sie  auf  einer 
durchaus  allgemeinen  Idee  beruht,  hat  dennoch  der  alten 
Geometrie  nicht  den  Character  der  Eingeschränktheit  und 
Specialität  nehmen  können  ;  denn  der  Begriff  von  derselben 
entbehrte  die  allgemeinen  Mittel  zur  Anwendung,  so  dass 


4» 

jeder  besondere  Fall  eine  neue  Aufgabe  wurde,  welche 
ihre  Hulfsmittel  nur  in  den  individuellen  Eigenschaften  der 
«gehörigen  Figur  fand.  Aber  dennoch  macht  diese  Me- 
thode den  Geometern  des  Alterthums  die  grosste  Ehre, 
sie  war  der  Keim  zu  einer  Reihe  von  Methoden  fur  die 
Bestimmung  der  Quadraturen,  welche  in  der  ganzen  Fol- 
gezeit den  berühmtesten  Mathematikern  Gegenstand  ihrer 
Bemühungen  wurde,  und  deren  endliches  Ziel,  ich  mögte 
beinahe  sagen  der  Triumph,  die  Erfindung  der  Infinitesi- 
malrechnung geworden  ist 

Diese  Betrachtungen,  welche  den  Unterschied  zwi- 
schen speciell  und  allgemein,  zwischen  concret  und  ab- 
straft, überhaupt  das  hervorheben  sollen,  wodurch  die 
Geometrie  bis  zum  loten  Jahrhundert  von  der  spätem 
verschieden  ist,  veranlassen  uns,  die  ganze  erste  Epoche 
als  nur  Präliminarien  zur  Wissenschaft  enthaltend  zu  be- 
trachten. Der  Character  der  Allgemeinheit  und  der  Ab- 
straction, welchen  später  die  Geometrie  annahm,  spricht 
sich  immer  mehr  und  mehr  in  den  folgenden  Epochen  aus 
und  bildet  gegenwärtig  einen  Ungeheuern  Abstand  zwi- 
schen der  heutigen  Geometrie  und  der  der  Alten. 

J.  4.  Die  hauptsächlichsten  Entdeckungen  bei  dem 
Wiederaufleben  der  Geometrie  verdankt  man  Vieta  und 
Kepler,  welche  in  mehrfacher  Hinsicht  die  ersten  Urheber 
unserer  Superiorität  über  die  Alten  sind.    (S.  Note  XII.) 

Nachdem  Vieta    die  analytische  Methode       Fj.  . 

vervollständigt   hatte,  wurde  ihm   auch   durch  t^Q "^03, 

die  Erfindung  der 'Algebra  oder  logistica  spe- 
oafs,  welche  bestimmt  war,  diese  Methode  auf  die  Wis- 
senschaft von  den  Zahlen  anzuwenden,  noch   der  Ruhm 
zu  Theil,  dieses  bewunderungswürdige  Hulfsmittel  in   die 
Wissenschaft    von   den  ausgedehnten  Grössen  eingeführt 
md    durch    die   graphische   Construction   der  Gleichungen 
rom  zweiten  und  dritten  Grade  die  Geomcter  in  die  Kunst 
eingeweiht  zu  haben,  die  Resultate  der  Algebra  geome- 
trisch  su  construirez    Dieses  war  der  erste   Schritt  zur 
genauem    Vereinigung    der    Algebra    mit    der    Geometrie, 
weicher  zu   den  herrlichen  Entdeckungen  eines  Descartcs 
geführt  hat  und  der  Schlüssel  zu  der  gesainmten  Mathe- 
matik wurde. 

Dem  Vieta  verdankt  man  die  Lehre  von  den  seeiiones 
ngylmres,  d.  h.  die  Kennt  nias  des  Gesetzes,  nach  wel- 
chem die  Sinus  oder  Chorden  der  vielfachen  Bögen  oder 
ihrer  aliquoten  Thcile  wachsen  oder  abnehmen.  Die  erste 
Idee,  die  Flache  einer  Curve  durch  eine  unendliche  Reihe 

Goch,   Her  Gron.  4 


so 

von  Gliedern  auszudrucken,  findet  sich  ebenfalls  in  den 
Werken  dieses  grossen  Geometers. 

Vieta  war  auch  in  der  Geometrie  der  Alten  nicht  we- 
niger bewandert  als  in  der  algebraischen  Analyste.  Er 
restituirte  das  Werk  des  Apollonius  de  tactiombus  unter 
dem  Titel  Apollonius  Gallus ,  worin  er  zuerst  das  Probten, 
einen  Kreis  zu  construiren,  welcher  drei  in  einer  Ebene 
gegebene  Kreise  berührt,  womit  sich  damals  die  Geometer 
beschäftigten  und  welches  viel  Schwierigkeit  machte ,  auf- 
löste. Der  berühmte  Adrianus  Romauus  löste  es  nur  mit 
Hülfe  zweier  Hyperbeln,  was  gegen  die  Regel  einer  gu- 
ten Methode,  wonach  oie  gerude  Linie  allein  hinreichen 
musste,  ein  Fehler  war.  Dieselbe  Aufgabe  wurde  von 
Vieta  wieder  aufgenommen  (Opera  Vietae,  p.  325,  Aus- 
gabe von  Schooten,  1646).  Seitdem  haben  sich  noch  die 
grössten  Geometer  mit  diesem  Problem  beschäftigt  und 
verschiedene  Auflösungen  davon  gegeben ,  unter  denen  be- 
soiffers  die  von  Descartes,  Newton1),  Th.  Simpson, 
Lambert,  Eulcr  und  Fuss  zu  nennen  sind.  Den  neuem 
Methoden  jedoch  bietet  es  keine  Schwierigkeit  dar,  im 
Gegentheil  erhält  man  Lösungen,  welche  in  theoretischer 
wie  in  practischer  Hinsicht  unvergleichlich  eleganter  und 
leichter  sind,  als  alle  andern3),  so  dass  die  Berühmtheit 
dieses  Problems  nur  noch  in  den  bedeutenden  Namen  liegt, 
welche  dessen  Geschichte  anfuhrt.  8) 

Unter  den  geometrischen  Schriften  des  Vieta  ist  noch 
eine  unter  dem  Titel  Variorum  de  rebus  mathematicis 


1)  Mau  findet  eine  analytische  Lösung  des  in  Rede  stehendem 
Problems  in  der  Aritkmetica  universalis  (Prob.  47)  und  eine  rein 
geometrische  Lösung  im  Isten  Bach  der  Principia  philosophtae  na- 
turalis (Lern.  16);  letztere  ist  auf  die  Betrachtung  der  beiden  Hy- 
perbeln des  Adrianus  Romanus  gegründet,  welche  Newton  aber 
nicht  wirklich  construiren  darf,  um  ihren  Durchschnittspnnkt  na 
finden;  sondern  er  bestimmte  dafür  zwei  Gerade,  welche  sich  In 
diesem  Punkte  schneiden  müssen. 

2)  Man  kann  sogar  die  Aufgabe  allgemeiner  macheu,  indem  man 
gewisse  Kegelschnitte  statt  der  Kreise  nimmt,  ohne  dass  die  Kfn- 
fachbeit  der  Construction  verloren  geht.  (8.  Note  XXVIII,  wo  die- 
selbe Aufgabe  für  die  Kugel  und  noch  allgemeiner  für  die  Oberfl&cbei 
zweiter  Ordnung  behandelt  wird.) 

3)  Camerer  hat  vor  etwa  40  Jahren  ein  interessantes  Werk 
herausgegeben,  welchem  der  Apollonius  Gallus  des  Vieta  beigegebea 
ist;  der  Titel  dieses  Werks,  welcher  zugleich  die  verschiedenem 
darin  enthaltenen  Materien  angiebt,  ist  folgender:  Apollonii  de  T«J 
etionibus  quae  supersunt ,  ac  maxime  Lemmata  Pappi  in  kos  libros 
graece%  nunc  primum  édita  e  vodivibns  rn.sc///w,  cum  Vietae  libro- 
rum  Apollonii  restitution?  y  adjertis  ohserrationibus ,  computationi- 
kus ,  ac  problematis  AjwUoniani  historia.    Gothae  1795,  in  8. 
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fiter  VIII  in  SO  Kapiteln  zu  bemerken,  worin 
1i— jifiiirhlirli  von  der  Auflösung  der  sphärischen  Dreiecke 
der  Verdoppelung  des  Kubus  und  von  der  Quadratur 
Zirkels  gehandelt  wird.  Die  Versuche  der  Alten  für 
dfe  Losung  dieser  beiden  grossen  Probleme  sind  in  diesem 
Werke  mit  einer  solchen  Genauigkeit  und  einer  solchen 
Cafcermacht  des  Wissens  vorgetragen,  welche  es  lebhaft 
bedauern  lassen,  dass  die  übrigen  Theile,  welche  not- 
wendig diesen  vorhergegangen  sein  müssen,  nicht  auf  uns 
sind. 


Die  sphärische  Trigonometrie  wurde  von  Vieta  durch 
die  nützlichsten  Sätze  vervollständigt ,  worunter  die  Auf- 
ferang  solcher  Fälle  über  das  Dreieck,  welche  nicht  gé- 
nie in  der  Astronomie  ihre  Anwendung  finden,  wie  z.  B. 
fie  Bestimmung  eines  Winkels  aus  drei  Seiten  u.  dergl., 
bemerkt  zu  werden  verdient    Diese  Untersuchungen,  wel- 
che fie  Lehre  von  den  sphärischen  Dreiecken  ergänzten, 
ksben  Vieta   auf   die  Entdeckung    der    zwei   allgemeinen 
sulytischen  Formeln  gefuhrt,  welche  alle  Fälle  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  in  sich  fassen.    Die  beiden  andern, 
Tm  denen    die   erste  ihrem  Wesen  nach  den   Griechen, 
•lue  ausdrücklich  von  ihnen  ausgesprochen  zu  sein,  be- 
kannt war,  sind  von  den  Arabern  entdeckt,  welche  sich 
vM  mit  der  Trigonometrie  beschäftigten. 

{.  3.  Wir  müssen  in  der  Trigonometrie  noch  eine 
me  and  höchst  glückliche  Idee  von  Vieta  anführen,  die 
in  directer  Beziehung  zu  den  neuen  Lehren  der  Geometrie 
Mehl:  es  ist  dieses  die  Transformation  eines  sphärischen 
Dreiecks  in  ein  anderes,  dessen  Winkel  und  Seiten  auf 
gewisse  Weise  den  Seiten  und  Winkeln  des  gegebenen 
«(sprechen.  Er  sagt:  „Wenn  man  für  die  drei  Scheitel 
«ses  sphärischen  Dreiecks  als  Pole,  Bögen  grösster  Kreise 
beschreibt,  so  wird  das  hierdurch  entstandene  Dreieck  das 
ffàfroke  von  dem  ersten  sowohl  in  Bezug  auf  die  Win- 
kel ils  auf  die  Seiten."  Wir  fügen  aber  sogleich  hinzu, 
fest  dieses  reeiproke  Dreieck  nicht  genau  dasselbe  als 
tos  heutige  Polar-  oder  Supplementär  -  Dreieck  ist,  in 
welchem  die  Seiten  die  Supplemente  der  Winkel  des  pri- 
artiren  Dreiecks  und  die  Winkel  die  Supplemente  der 
löten  sind;  in  dem  D:cieck  des  Vieta  dagegen  sind  zwei 
Räten  geradezu  gleich  den  Winkeln  des  vorgelegten  Drei- 
ecks und  die  dritte  Seite  gleich  dem  Supplement  des  drit- 
ten Winkels.  Es  findet  nun  zwar  die  vollständige  Re- 
cjrocitit  der  beiden  Supplementardreiecke,  woraus  jene 
constante  Dualität  der  Eigenschaften  der  sphärischen  ¥\- 
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euren  folgt,  Hei  den  Dreiecken  des  Yieta  nicht  stall;  i 
USM  W»,  Äe  Dreiecke  so  umzuformen ,  was  in  sc« 
seil    Fällen     ilcr    T  ngoimmclrie     von    Nutzen 

■  ['.ihn  au  werden,    weil    es   der  emb 
Errindungsgcistcs    um!    der  erste  Keim  RH  den  allgcmei; 
Metlinden  MI  JBgegwligg  gebräuchlichen  Dualisation  i 

Die  Geomelcr,  welche  nach  Vicia  über  sphi 
Geometrie  schrieben]  nähmet]  diese  glückliche  Neuei 
an  und  transformirlon  ebenfalls  die  sphärisches  Dreie« 
«her  immer  in  dasselbe  reetprnke  Dreieck  des  Vieta.  T 
gleichen  Schriftsteller  sind:  Adrinn  Melius.  Magini, 
tiscus.  Neuer  und  Cavalleri. *1  Gdübrand.  der  auch  i 
Transformât  ion  anwandte,  scheint  die  Retatioi 
nau  penn;;  beachtet  /.u  haben  .  welche  zwischen  den  t 
rcspuiidireiidcn  Dreiecken  stattfinden. 

Der  Entdecker  des  wahren  supplementären  Drcieel 
welches  nolhwcndigcr  Weise  aus  der  Transtnnnalimi  t 
Vie  ta  hervorgehen  musste,  ist  Snellius.  Dieser  beruht 
Geomctcr  stellte  es  als  ein  sehr  nützliches  allgcmei 
Princip  auf  und  zeigte  dessen  Nutzen  in  seiner  lioctri 
irumgularum ,  welche  1627  nach  seinem  Todu  ersehn 
(Buch  III ,  Satz  8.) 

Wenn  man    dieses  Princip  des  Sncllins  ganîs  ubstri 
betrachtet   und   nicht  allein   als  Mittel  zur  Lösung  einig 
Fälle    der   Sphärischen    Trigonometrie,    so    beruht   auf  i" 
das  Gesetz    der  Dualität    m  der  Gemnclrie  der  Kugel; 
(ic.M'l/. ,  waldheg  seit  jener  Zeit  bekannt  ist,  dessen  fr* 
Wichtigkeit    aber   man    nicht    nuflassie.    denn    nirgend 
es    in    allen    seinen    Folgerungen    systematisch    behandi 
Obgleich     auch    das     allgemeine    Gmeta    der  Dualität    < 
ausgedehnten  Grössen,  d.  h.  die  doppelte  Anseht.  «clr 
iille  bVsCheiatmgeD  des  abgebildeten  Raums  darbieten,  t 
mittelbar  aus  der  Dualität  der  sphärischen  SM»   bille  | 
geleitet  werden   kennen,    wie    wir    es    bei    der  Behandln 
unserer  fünften  Epoche  zeigen  werden,    so    erkannte  i 
es    doch    erst    in    der    letzten    Zeit   und    zwar   vermittc 
zwar  tiefsinniger  aber  weniger  dirocter  Betrachtungen. 


*)  E*  «ante  xchivifrlc  wht.  in  der  Tn'Eoimmctrin  ile*  Vieta 
HplaitoiK-n  xwinohen  seinen  btMM  m^rtkn  Drvttafcn  ordert 
■n  erkenne»,  IlSegen  sind  «ie  von  Hepar  in  seiner  Mhifici  In 
rttkmonm  caaonU  tacriptia  (Jn  *.,  1C14J  und  von  Cavalleri  ', 
er»t  in  Mfonl  Vtrtetotittm  Centrale  araiumiriiiiiim  (in  *. ,  I 
und  «pBter  in  »einer  Triganumctri«  ,,l„iin  et  nikatrica  (tu*-  1 
voiUUunlig  uud  klar  durchgeführt. 
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Jt  4.    Kepler ,  in  seiner  neuen  Stereome- 
trie1), fahrte  zuerst  den  Gebranch  des  Un-  i^^Tài 
rmilrhnn  in  die  Geometrie  ein;  eine  tiefsinnige 
Idee,  welche  nach  der  von  Archimedes  so  gewandt  be- 
■tzten  Exhaustionsmethode    der   zweite  Schritt   zu  den 
kfinüesonal- Methoden  war.    Kepler  benutzte  seine  Me- 
tkede,  um  das  Volumen  eines  Körpers  zu  finden,  welcher 
1    durch  die  Umdrehung  eines  Kegelschnitts  um  eine  in  sei- 
aer  Fbefi  gelegene  Gerade  erzeugt  wird,  welches  fur  die 
damalige  Zeit  eine  wichtige  und  mit  grossen  Schwierig- 
keiten verbundene  Erweiterung  der  archimedischen  Pro- 
bleme Aber  die  Conoide  und  Sphäroide  war. 

Auch  war  es  Kepler,  welcher  die  glückliche  Bemer- 
kung machte,  dass  der  Zuwachs  einer  Variabein,  z.  B. 
der  Ordinate  einer  Curve,  in  einer  unendlich  kleinen  Ent- 
fernung vom  Maximum  oder  Minimum  gleich  Null  ist;  eine 
Bemerkung,  welche  den  Grund  für  die  zwanzig  Jahre 
später  von  Fermât  gegebene  analytische  Regel  de  maximis 
À  minima*  enthalt. 

Ebenso  müssen  wir  der  schönen  Projectionsmcthode 
von  Kepler  erwähnen,  die  er  dazu  anwandte,  durch  eine 
graphische  Constructionen  die  Erscheinungen  der  Sonnen- 
nosterniss  für  die  Bewohner  der  verschiedenen  Punkte  auf 
der  Erde  zu  bestimmen.  Es  war  dieses  800  Jahre  vor 
der  Erfindung  der  beschreibenden  Geometrie  eine  sinn- 
reiche Anwendung  der  Projcctionslehre,  wie  man  sie  heut 
n  Tage  macht.  Auch  ist  diese  Methode  von  den  be- 
rühmten Astronomen  und  Geomctern  Cassini,  Flamsteed, 
Wren  und  llalley  befolgt  und  von  Lagrange  in  einem 
Mémoire  verallgemeinert  worden,  worin  es  interessant  zu 
mhea  ist,  mit  welcher  Gewandtheit  der  berühmte  Verfas- 
ser der  Mécanique  analytique  sich  der  Vcrfahrungsart 
der  beschreibenden  Geometrie  zu  bedienen  gewusst  hat, 
and  zwar  SO  Jahre  früher,  ehe  das  Erzcugniss  des  Gei- 
stes von  Monge  bekannt  wurde.  e) 

Die  Arbeiten  von  Kepler  eröffneten   ein   weites   Feld 
I   fur  neue  Betrachtungen,  und  wenn  dieser  philosophische 
'   Kopf,  der  ganz   die  neue  Astronomie  geschaffen  hat,  die 
Kräfte  seines  Geistes  noch  weiter  auf  die  reine  Geometrie 


5)  Kora  stereometria  doliorum,  etc.  Accessit  stereotnetriae 
Ârekimediae  tupi^ctiientum ,  in  fol.,  Lincii  1615. 

€)  Das  Memoire  von  Lagrange  wurde  iu  der  Berliner  Académie 
im  Jahre  177S  gelesen  nnd  deutsch  in  den  Jahrbüchern  Ton  17S1 
cedrvekt.  Französisch  erschien  es  in  der  Connaissance  des  Temps 
nr  1819. 


verwandt    halte,    so    würde   dim   Wissenschaft    g* 
durch  ihn  sehr  beträchtliche  Fortschritte  gemacht  IiaIh 
__t>jj  %,  5.     Einige  Jahre,  narhiteni  Rep-Ier  » 

ISW- ig«  Mrlhode  zur  Bmummnne  des  kornei-liehen  I 
hall*  der  Conoide  gegeben  hatte,  wurde  i 
Wissenschaft  dorcli  eine  andere  berühmte  Theorie  I 
derselben  Art,  die  ebenfalls  zur  Bererbriniig  von  j 
Irischen  Grossen  und  »war  vermittelst  ihrer  Elemente  1 
stimmt  war,  nämlich  ditrrh  die  d'njmefnV  de*  I "ntheiihi 
von  Cnvallcri  (1635),  bereichert,  und  dadurch  ziiclcieh 
die  Epoche  der  grossen  Konsrhntte  in  der  »eaem  Zeit 
bezeirln'  i'  he    vorzüglich    sur  Be- 

I     h  luchenuihslls ,      des    Volumens    and    des 
(Schwerpunkts    von  Körpern    ereignet    ist ,    und   welch«  M 
li    mil   ■  -1er  In  terrai  red 

i  hat.  War,  wie  t'avnllrn  selb«  zeigt,  n«  lit«  | 
*,   tue    eine   glückliche  Anwendung  oder  vielmehr  t 
Uraforaïuiig  der  K  »haust  ions  méthode. 

(     ,,  §.  R.      Zwischen    den    Kntdccktmgen 

1^7  _  i^i3_  Kepler  und  Oava!li-ri  müssen  wir  noch  ilie 
rühmte  Regel  des  (ïnldin  nennen,  welche, 
wir  genagt,    bis   auf  Pappus    zurückgeht ,    ■her   iinbeoaei 
geblieben  wir,    bis  (luldin  sie  auf  seinem  Wege  fand  I 
steh   derselben    nur  Auflösung    schwieriger    Probleme, 
sieh    andern    Verfahrungsartcn    ni'li 
diente.      Dress  Meiner»   jedoch    wir    na 
Kepler    und    Cavalleri    du  zu     bestimmt,    die    («reimen 
Dlrie  unter  hinaus  zu  schieben. 
)j.  7.     Der  Anfang    des   zweiten  Drilthetts   de* 
Jahrhunderts,    wohin    wir  jetzt    kommen. 
der  grüsslcn   und    herrlichsten  Knldeckiuigi 
gleicher  Zeit    traten  Drsrartcs,    Fermât    und  RubervsJ  ■ 
für  die  erhabensten  Spekulation  rn  neue  Weg*  < 
SM  drei  ausgezeichneten  Manner  ta    " 

-m    l'mblem,   an  wekhe»  in  l 

i  Allgemeinheit    s*rh  noch  kein  Geouteter  gewagt  1 
Im  gelöit  zu  haben;  es  ist  i 
ses    das   schönste   und    niitx liebste    Problem,    i 

lleJCWlH    gestiebt  hat.    nämlii  h  das  der    Tu* 
i  ich  ein  noihwei 
vor   der  Erfindung  der  DilTcrt  iiUalrecluiuis;  i 

i  alten  (iennirter  deßniren  die  Tangente  dar  I 
Ovrsaw,  w  steh  a  nur  einen  Punkt  mit  der  < 
bsl  und  so  bcadiaffcn  ist.    dsss    sus  darrh  i 
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Pnakt  zwischen  ihr  und  der  Curve  keine  andere  Gerade 
neben  könne.    Nach  diesem  Prineip  hatte  man  die  Tan- 
genten für  einige  bekannte  Curven  bestimmt     Aber  die 
wenigen  Bestimmungsmittel,  welche  dieses  Prineip  darbot, 
zwang  die  neuern  Geometer,  die  Tangenten  unter  einem 
•odera  Gesichtspunkte  zu  betrachten.    Sie  betrachteten  sie 
als  Sécant  en,    deren    beide  Durchschnittspunkte  in  einen 
sosammenfallen,  oder  als  die  Verlängerungen  der  unend- 
fch  kleinen  Seiten  einer  Curve,  die  man  als  ein  Polygon 
Ton  «endlich  vielen  Seiten  betrachtet,  oder  als  die  Rich- 
timg einer   zusammengesetzten  Bewegung,  durch  welche 
Ce  Carve  beschrieben  werden  kann.    Die  erste  Art  war 
Ce  des  Descartes  und  Fermât,  obwohl  ihre  Auflösungen 
«1er  einander  sehr  verschieden  waren;  die  zweite,  wel- 
che jetzt  die  gebrauchlichste  ist,  wurde  ausdrücklich  und 
bestimmt  von  Barrow  ausgesprochen,  welcher  durch  diese 
Idee  die  Auflösung  des  Fermât  vereinfachte;    die  dritte 
eodfich  ist  die  des  Roberval.  7) 

Die  Lösung  von  Descartes  beruht  auf  den  Principien 
seiner  neuen  Geometrie,  wovon  wir  später  im  Anfang  un- 
serer dritten  Epoche  sprechen.  Jetzt  wollen  wir  zunächst 
einen  Blick  auf  die  Arbeiten  von  Roberval,  Fermât  und 
einigen  andern  gleichzeitigen  Gcometern  werfen,  welche 
gemeinschaftlich  zu  den  immensen  Fortschritten,  die  da- 
mals die  reine  Geometrie  der  Alten  machte,  beigetragen 
haben. 

$.  8.  Die  Methode ,  welche  Roberval  zur  -^„^j 
Construction  der  Tangenten  anwandte ,  basirt  ]Qq2  — 1675. 
anf  der  Lehre  von  der  zusammengesetzten 
Beiregung,  welche  schon  einige  Jahre  vorher  Galiläi  ent- 
deckt und  in  die  Mechanik  eingeführt  hatte,  ohne  aber 
davon  eine  Anwedung  auf  die  Geometrie  zu  machen.  Ro- 
berval spricht  sein  Prineip  in  folgenden  Worten  aus: 

„  Allgemeine  Regel.  Nach  den  gegebenen  speciellen 
Eigenschaften  einer  krummen  Linie  untersuche  man  die 
verschiedenen  Bewegungen,  welche  der  die  Curve  be- 
schreibende Punkt  an  jener  Stelle  hat,  fur  welche  die 
Berührende  gezogen  werden  soll;  nachdem  man  alle  diese 


7)  Seitdem  hat  Mactatirin  die  Definition  der  Alten  wieder  in  s. 
tremtUe  of  fluxions  aufgenommen,  weil  sie  ihm  mehr  mit  der  geo- 
metrischen Mrengc,  die  er  darin  beachtet  wissen  wollte,  überein- 
stimmte, und  auch  Lagrange  hat  sie  als  Prineip  für  seine  herrliche 
Theorie  der  Berührungen  in  seiner  Théorie  des  fonctions  analytiques 
abgenommen. 
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Belegungen  in  eine  einstige  zusammengesetzt  tat,  sehe 
man  die  Linie  für  die  Richtung  dieser  zusammengesetzten 
Bewegung ,  so  hat  mau  die  Tangente  der.Curve." 

Diese  Methode  hat  ihrem  innern  Wesen  nach  eine 
merkwürdige  Analogie  mit  der  der  Fluxionen,  welche 
lange  Zeit  darauf  von  Newton  erschaffen  wurde;  jedoch 
zog  Roberval  nicht  alle  Folgerungen  aus  ihr,  welche  sich 
daraus  zicheu  Hessen,  weil  damals  noch  die  Hülfe  eines 
geregelten  analytischen  Verfahrens,  wodurch  sie  practiscU 
anwendbar  wird,  fehlte,  so  dass  Newton  die  Ehre  da-? 
fur  cincrudtetc.  Nichtsdestoweniger  sichert  dieser  neue 
und  wahrhaft  philosophische  Gedanke  Roberval's  diesem 
Geomcter  eine  ausgezeichnete  Stelle  in  der  Geschichte 
der  mathematischen  Erfindungen.  Sein  Princip  erzeugte 
eine  wesentlich  neue  Art,  dio  Grössen  zu  betrachten  und 
deren  Relationen  aufzufinden.  Man  hatte  bis  daliin  in  der 
Gpometrie  die  Grössen  als  schon  gegebene  betrachtet! 
wenn  mau  sie  unter  sich  oder  mit  andern  Quantitäten  ver- 

Slcichcn  wollte.  Roberval  ging  aber  auf  dio  Entstehung 
crselbcn  zurück,  führte  die  Kräfte,  von  deneu  er  an- 
nahm, dass  sie  dieselben  erzeugen  könnten,  in  die  Geo- 
metrie ein,  und  leitete  aus  den  Verhältnissen  dieser  Kräfte 
jene  Verhältnisse  ab,  welche  zwischen  den  Quantitäten 
selbst  stattfinden  mussten.  Diese  Kraft,  von  der  er  sich 
die  Grössen  gebildet  dachte,  ist  die  Bewegung.  Dass  die 
Alten  die  Zusammensetzung  der  Bewegung  gekannt  ha- 
ben, sieht  man  aus  den  mechanischen  Aufgaben  des  Ari- 
stoteles;8); ja  sie  haben  sie  sogar  auf  die  Geometrie  an- 
gewandt, um  die  Erzeugung  gewisser  Curvcn  aufzufassen. 
Beispiele  hierzu  sind  die  Art,  wie  Archimedes  seine  Spi- 
rale beschreibt,  nämlich  durch  die  Zusammensetzung  einer 
Kreisbewegung  und  einer  geradlinigen  Bewegung,  so  wie 
auch  die  Beschreibung  der  sphärischen  Spirale  des  Pap- 
pus.  Aber  diese  Gcometer  wenden  diese  Betrachtungen 
der  Bewegung  nur  auf  einzelne  besondere  Curven  au, 
ohne  eine  Idee  davon  zu  habeh,  hieraus,   wie  Roberval, 


S)  Patet  iffitur ,  quotUscunque  aliquid  per  diametrum  duplice 
tu,  in  dirersa  tendante*  impeüatnr^  H  lud  necessario  ferri  seeun- 
du/n  rationem  latentm.  Quaest.  median,  cap.  II.  Aristoteles 
kommt  in  seiner  2«*Mcii  Aufgabe  auf  dieses  Princip  zurück,  um  zu 
zeigen,  dann,  je  nach  de  m  die  Richtungen  der  beiden  zusammensetzen- 
den Bewegungen  einen  großem  oder  kleinem  Winkel  machen,  die 
Grösse  und  Richtung  der  resultirciiden  Bewegung  verschieden  wer- 
den kann.  —  Dieser  berühmte  Philosoph  spricht  auch  noch  ausdrück- 
lich über  dieses  Princip  im  8tcn  Kap.  des  12ten  Buchs  seiner  Meta» 
physik. 
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Primàp  fur  die  Erzeugung  aller  Curven  zu  machen, 
uad  ausserdem  wenden  sie  dieselben  auch  durchaus  nicht 
auf  die  Entdeckung  der  Eigenschafton  dieser  Curve  en. 

Dieser  Umstand,  dass  die  Methode  von  Roberval  die 
grêsste  Allgemeinheit  an  sich  trägt,  verdient  gewiss  in 
jener  Epoche  besonders  angemerkt  zu  werden,  in  welcher 
sMi  noch  die  Geometrie  auf  das  Studium  einzelner  spe- 
ciell  betrachteter  Curven  einschränkte.  Es  gehört  dieses 
m  den  ersten  Beispielen ,  dass  man  in  der  Lehre  der  aus- 
gedehnten Grössen  von  concreten  Ideen  zu  abstracten 
überging.  —  Man  hat  einige  falsche  Anwendungen  von 
der  Methode  des  Roberval  gemacht,  weil  man  das  Prin- 
äf  von  der  Zusammensetzung  der  Bewegung  nicht  ge- 
hörig beachtete,  was  auch  bei  den  Aufgaben  in  der  Mo« 
cnanik  mitunter  vorgekommen  ist.  Diese  Folgen  der 
Unachtsamkeit  aber  thun  der  Methode  keinen  Abbruch, 
fur  welche  die  Regel  von  Roberval  durchaus  bestimmt 
ausgesprochen  ist,  wenn  auch  der  Beweis  derselben  einen 
weniger  leichten  Styl  hat,  und  fur  welche  die  13  An- 
wendungen, welche  der  Verfasser  davon  auf  sehr  ver- 
schiedene Curven  9)  macht,  vollkommen  streng  sind. 

Der  Gedanke  RobervaFs  war  von  derselben  Tiefe,  als 
die  des  Descartes  und  Fermât,  und  muss  ihncn£nur  darin 
nachstehen ,  dass  diese  von  der  mächtigen  Hülfe  der  Ana- 
lyst unterstützt  wurde,  ohne  welche  sie  unfruchtbar  ge- 
blieben wären.     Roberval    selbst  wusste    diesen  Vorzug, 
den  die  Methoden    seiner  beiden  berühmten  Nebenbuhler 
vor  der  scinigen  hatten,  zu  schätzen,  wie  man  aus  dem 
tjlheil  sieht,  welches  er  in  einem  Briefe  an  Fermât  über 
diesen  Gegenstand  fällte.     Nachdem  ker  von  einigen  An- 
wendungen seiner  Methode  gesprochen,  fahrt  er  fort:  „Sie 
ist  nicht  mit  so  feiner  und  gründlicher  Geometrie  erfunden, 
*\s  die  Ihrige  oder  die  des  Descartes,  und  erscheint  also 
weniger  kunstvoll,  dagegen  scheint  sie  mir  einfacher,  na- 
türlicher und  kürzer,  so  dass  ich  bei  allen  Berührenden, 
von   denen  ich   gesprochen  habe,  nicht  nöthig  hatte,  die 
Feder  zu  ergreifen."    [Oeuvra  de  Fermât,  p.  165.) 


9)  Die  Parabel,  Hyperbel,  Ellipse,  die  Conchoide  des  Nicomedes, 
vermiedene  andere  Conchoiden ,  die  gchiierkeiilinie  des  Pascal,  die 
>ptrale  den  Archiraede*,  die  Ouadratrix  de»  Dinostratiis ,  die  Cissoide 
de«  IMocIe*.  die  Cycloide,  die  Gefährtin  der  Cycloide  (eye  loi  dt  s  social 
owd  die  Parabel  den  Descartes  (eine  Curve  vom  dritten  Grade,  wel- 
che DescarteH  durch  eine  conti  nairliche  Bewegung  erzeugte  und  nie 
m  «einer  Geometrie  zur  Construction  der  Gleichungen  vom  sechsten 
Grade  gebrauchte). 
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j.  9,     Rnberval    war  auch    in  »lien  den  liuorsiirjmi 

S  en,  dio  »ich  nur  die  Ausmessung  dar  Figuren  und  | 
wen  Schwerpunkt  bonehea  und  die  sa  nana  n  dm  i 
fcitM'üriigcii  btearatadcul  streifen,  ein  eifrig«*  NebaabaU 
ermat«.  Zur  Liismig  solcher  Aufgaben  halle  er 
eine  Methode  annlog  der  des  CavaUeri  ausgedaobl ,  die 
er  aber  linier  einem  Gesichtspunkte  darslelllc,  welcher 
mehr  mit  der  geometrischen  Strenge  übereinstimmte.  Kr 
nannte  diese  Methode,  welch«  er,  wie  er  Reibet  s.' 
einem  gründlichen  Stadium  der  Werke  des  Archimcdea 
geschöpft  halte,  die  Lthre  von  dftn  l'nthcUbaren.  Es 
scheint  gewiss,  dass  er  [diese  früher  besessen  hat,  ehe 
Cavalleri  die  Mbuge  bekannt  machte,  und  da»  er  »ic  nur 
deshalb  zurückhielt,  um  durch  die  Schwierigkeit  der  l'rn- 
hlcme,  deren  Lösung  rermittelal  derselben  möglich  war, 
eine  sehiiieiehelhafte  Supcrioritäl  über  seine  ,\etieiibuhlcr 
sieb  zu  sichern,  Das  Resultat  davon  war,  dass  dio  gat 
Ehre  einer  so  nützlichen  Entdeckung  dem  Cavalleri 
Theil  wurde.  ,u) 

Fenint  S"   *0-      D'«  Auflösung  von    Fermât   i 

90  _  ifc^j.  EÎebttOg  auf  die  Tangenten    der  ('un  en   I 

auf  denselben  Priucipien,  als  seine  herrliebt 
Methode  de  maxim'ts  et  minima,  wo  er  zum  ersten  Male 
das  Unendlich«  in  den  Calcul  einführt,  wie  Kepler  i 
der  reinen  Geometrie  gclliau  halle.  Und  diese  Methode 
ist  die  Veranlassung,  dass  man  Fermât  als  den  erste 
Erfinder  der  Infinit nilimi Iritf himnfl  bei  räche*. 

Folgende  Stelle  aus  dem  Cttiai!  des  fonctions 
Lagrauge  xeigt  klar  und  bestimmt  den  Geist  und  den  | 
ehauistnus  der  Yerlalirirngsarl  von  Fermât,  und  «' 
welches  diese  mit  dein  neuen  Calcul  verbindet:  „In  s 
jier  Methode  de  inii.vitnis  et  mbihnis  setzt  er  den  J 
dniek  der  Quantiliil ,  deren  maximum  «der  minimum  ; 
sucht  wird,  gleich  dem  Ausdruck  derselben  Ouantitat, 
nachdem  darin  die  Unbekannte  um  eine  unbestimmte  Grösse 
vermehrt  ist,  dann  schafft  er  ans  dieser  GfcichufTg  die 
etwa  darin  vorkommenden  Wurzelzeichen  und  Brüche  fort, 
hebt  die  beiden  Tlieilen  gemeinsamen  Glieder  gegen  ein- 
ander  auf  und   dividirt  die  übrigen  durch  die  unbestiminte 
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10)  Dia   Ahhandlinu;   «her   dn*   Üntlieilliaro   H   WtS 
Werke  Hohervai'a   erst    20  Jalire   nach   seinem    Tods  mmmidi   i 
He«n   ,■■  matten«  ■■'  ■*  eajidfiM,    v«r  MM-  «J 

l'Académie  Wüjmt*  des  nclcneei,  in  fui.,  1693;    mdanil  im  Wen  B      J 
der  alte«  Memoiren  der  Académie  der  Wissenschaften. 
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Glitte;  setst  endlich  diese  Quantität  gleich  Null  und  er- 
hilft dadurch  eine  Gleichung,  aus  welcher  die  Unbekannte 
der  Aufgabe  bestimmt  werden  kann.  Hier  ist  aber  auf 
4ea  ersten  Blick  su  sehen,  dass  die  Regel,  welche  sich 
an  der  Differentialrechnung  ableitet  und  welche  darin  be- 
steht, dass  man  den  Differentialquotienten  des  Ausdrucks, 
der  ein  maximum  oder  minimum  werden  soll,  in  Bezug 
uf  die  darin  enthaltene  Unbekannte  genommen  gleich  Null 
setzt,  dasselbe  giebt,  weil  es  im  Grunde  dasselbe  ist,  und 
diu  die  Tennen,  welche  man  in  der  Differentialrechnung 
als  aaendlich  klein  vernachlässigt,  diejenigen  sind,  welche 
au  als  Nullen  bei  dem  Verfahren  des  Fermât  unterdrük- 
kea  süss.  Seine  Tangenten -Methode  hängt  von  dem- 
selben Principe  ab.  In  der  Gleichung  zwischen  Abscisse 
ud  Ordinate,  welche  er  die  speeifische  Eigenschaft  der 
Corvo  nennt,  vermehrt  oder  vermindert  er  die  Abscisse 
■m  eine  unbestimmte  Quantität  und  betrachtet  die  neue 
Ordinate  als  zugleich  zur  Curve  und  zur  Tangente  gehörig, 
vu  ihm  eine  Gleichung  giebt,  welche  er  wie  die  beim 
oder  minimum  behandelt.  Auch  hier  erkennt 
die  Analogie  zwischen  der  Methode  des  Fermât  und 
der  Differentialrechnung  ;  denn  die  unbestimmte  Quantität, 
um  welche  man  die  Abscisse  vermehrt,  entspricht  dem 
Differentiale  dieser,  und  die  dazu  gehörige  Vermehrung  der 
Ordinate  der  Differentiale  der  letztem.  Es  ist  merkwürdig, 
dus  in  der  Schrift,  welche  die  Entdeckung  der  Differen- 
tialrechnung enthält  (in  den  Actis  eriidit.  public*  Lipsiae 
vom  Monat  October  1684  unter  dem  Titel  :  Nova  metnodus 
pn  marimis  et  minimis  etc.),  Leibnitz  das  Differential 
der  Ordinate  eine  Linie  nennt,  welche  sich  zu  dem  will- 
kührlichen  Wachsthum  der  Abscisse  verhält  wie  die  Or- 
dinate zur  Subtangente;  was  offenbar  seine  Analyse  der 
des  Fermât  nahe  bringt.  "  n) 


11)  Poisson  Ist  nicht  ganz  so  bestimmt  als  Lagrange  in  dem 
Urtheiw  gewesen,  was  er  iii  dieser  wichtigen  Angelegenheit  gefällt 
aal.  Die  Unparteilichkeit,  welche  man  bei  solchem  historischen 
Penkte  bewahren  mus* ,  wo  es  sich  darum  handelt ,  dem  Fermât  die 
Ehre  einer  Erfindung  zuzuschreiben,  welche  so  viel  Ruhm  über  Eng- 
land and  Deutschland  verbreitet  hat,  macht  es  uns  zur  Pflicht,  die 
Worte  von  Poisson  anzufahren,  welcher  übrigens  klar  das  Princip 
in  der  Methode  Format'«  auseinandersetzt  und  die  Abweichung  der- 
selben von  der  LeibniUisciien  Erfindung  genau  angiebt.  Die  philo- 
sophische Idee  int  Eigenthums  Fermât'*,  das  Büttel  aber,  welches 
snomgaaglich  nothwendig  war,  um  diese  in  Anwendung  bringen  au 
köaacs,  gehört  Leibnitz.  „In  dem  Maas«,  dass  eine  Grösse  sich 
mrem  maximum  oder  minimum  nähert,  verändert  sie  sich  immer 
weniger  and  weniger,  und  ihr  Differential  verschwindet,  wann  sie  den 


Diese  Meinung  Lagrange's  über  den  Antheil,  welchen 
man  Fermât  an  der  Erfindung  des  neuern  Calculs  zuge- 
stehen muss,  war  auch  die  seiner  berühmten  Zeitgenossen 
Laplace  und  Fourier,  sie  war  sogar  schon  su  einer  Zeh, 
in  welcher  man  noch  gar  nicht  daran  dachte,  fur  Fermai 
den  ihm  gebührenden  Ruhm  in  Anspruch  zu  nehmen,  von 
d'Alcmbert la)  ausgesprochen,  welcher  mit  so  tiefer  Ge- 
lehrsamkeit über  die  Metaphysik  der  Geometrie  geschrie- 
ben hat,  und  auch  von  Buffon18),  dem  Uebersetzer  der 
Fluxionstheorie  und  dem  eifrigsten  Bewunderer  des  grossen 
Newton. 

§.  11.  Fermât  war  auch  mit  Pascal  zusammen  dei 
Erfinder  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  eines  der  schön- 
sten Erzeugnisse  des  17ten  Jahrhunderts.    In  der  Zahlen- 


eiuen  oder  den  andern  ihrer  flussers ten  Werthe  erreicht.  Indes 
Fermât  von  diesem  Princip  ausging,  hatte  er  die  glückliche  Idee, 
lim  das  max.  oder  min.  einer  Quantität  zu  bestimmen,  der  Varia- 
bein, von  welcher  sie  abhängt,  einen  unendlich  kleinen  Zuwachs  bei- 
zulegen, und  den  entsprechenden  Zuwachs  dieser  Quantität,  welche 
zuvor  auf  dieselbe  Ordnung  als  die  der  Variabein  gebracht  Ist,  gleich 
Null  zu  setzen.  Auf  diese  Weiss  bestimmt  er  den  Weg  eines  Lichte 
Strahls  beim  Uebergange  aus  einem  Mittel  in  ein  anderes,  indem  er 
nach  seiner  angenommenen  Theorie  voraussetzt,  dass  die  Zeit  des 
Uebergange  ein  min.  sein  müsse.  Aus  diesem  Grunde  betrachtet 
ihu  Lagrange  als  den  ursprünglichen  Erfinder  der  Differentialrech- 
nung. Diese  Rechnung  jedoch  besteht  weit  eher  in  der  Zusammen- 
stellung von  Regeln  zur  unmittelbaren  Auffindung  der  Differentiale 
aller  Functionen ,  als  in  dem  Gebrauche,  den  man  von  diesen  unend- 
lich kleinen  Veränderungen  zur  Auflösung  dieser  oder  jener  Art  von 
Aufgaben  machen  kann;  und  in  dieser  Hinsicht  gebt  die  Erschaffung 
der  Differentialrechnung  nicht  über  Leibnitz  hinaus,  er  ist  der  Ur- 
heber des  Algorithmus  und  der  Bezeichnung,  welche  seit  dem  An- 
fang dieser  Rechnung  vorgeherrscht  haben  und  welchen  die  Infi- 
nitesimalrechnung hauptsächlich  ihre]  Fortschritte  verdankt. n  (Jfe*- 
moire  sur  te  calcul  des  variations,  par  M.  l*oisson,  gel.  in  der 
Acad.  am  lOten  Nov.  1831,  im  12ten  Bande  der  Mémoires  de  VAcad. 
des  *c.) 

12)  „Man  verdankt  Descartes  die  Anwendung  der  Algebra  auf 
die  Geometrie,  worauf  die  Differentialrechnung  gegründet  ist,  und 
Fermât  die  erste  Anwendung  der  Rechnung  mit  Diffcrentialgrössen 
auf  die  Auffindung  der  Tangenten  ;  von  welcher  letztern  Methode  die 
neue  Geometrie  nur  eine  Verallgemeinerung  ist"  (Art.  Geometrie 
in  der  Kncylopädie.) 

13)  „Fermât  fand  ein  Mittel,  mit  dem  Unendlichen  zu  rechnen, 
und  gab  eine  treffliche  Methode  zur  Auflösung  der  Aufgaben  über 
das  Grosste  und  Kleinste.  Die  Methode  ist  beinahe  bis  auf  die  Be- 
zeichnung dieselbe,  als  deren  man  sich  heute  bedient,  und  sie  wäre 
die  Differentialrechnung  gewesen,  wenn  ihr  Erfinder  sie  verallge- 
meinert hätte."  (Vorrede  zu  der  Uebersetzung  von  The  method  o/ 
fluxions  by  Newton.") 


61 

dagegen  steht  er  durchaus  als  Einziger  da:  fur 
muse  er  ohne  Zweifel  eine  einfache  Methode  beses- 
m  haben ,  welche  noch  jetzt  ungeachtet  der  grossen 
Vervollkommnungen  in  der  unbestimmten  Analysis  uns 
■bekannt  ist.  Denn  die  vorzüglichen  Theoreme,  von 
lesen  er  ans  nur  den  Ausspruch  ohne  Beweis  hinterlassen 
tat,  haben  die  grössten  Oeometer  beschäftigt  und  sind 
iv  allmählich  mit  grosser  Muhe  und  durch  die  verschie- 
densten Methoden  bewiesen.  Aber  trotz  seiner  grossen 
Vorlebe  für  Zahlen -Untersuchungen  hat  Fermât  auch  die 
Gewetrie  mit  den  herrlichsten  Entdeckungen  bereichert 
So  wie  Archimedes  die  Quadratur  der  Parabel  gegeben 
hatte,  quadrirte  er  die  Parabeln  aller  Ordnungen;  er  be- 
staune das  Volumen  und  den  Schwerpunkt  der  Parabo- 
loide  und  mehrer  andern  Körper,  und  entdeckte  die  Ei- 
genschaften einer  Spirale,  welche  von  der  des  Archimedes 
verschieden  war.  Er  ging  noch  über  diesen  Heros  der 
Gesmeter  des  Alterthums  hinaus,  indem  er  durch  eine  rein 
geemetrische  Methode,  welche  der  Exhaustionsmethode 
anlog  war,  eine  Aufgabe  löste,  von  welcher  Archimedes 
■v  Spuren  hinterlassen  hat  und  welche  nach  Descartes 
iker  die  Kräfte  des  menschlichen  Geistos  ging,  nämlich 
die  absolute  Rectification  der  eubischen  Parabel  und  eini- 
ger andern  Curvcn  (De  lineanim  curvarum  cum  linde 
redis  comparatione.  Werke  des  Fermât,  p.  89);  da  aber 
dieses  Werk  erst  1660  bekannt  gemacht  wurde,  so  kamen 
is  dem  Ruhme  dieser  wichtigen  Entdeckung,  der  Recti- 
fication einer  krummen  Linie,  Neil  und  Van  Hcuraet  dem 
Fernst  zuvor. 

Es  war  seine  Methode  de  maximit  ei  minimis,  wel- 
che Fermât  in  den  Stand  setzte,  den  grössten  Thcil  seiner 
Aufgaben  zu  lösen  ;  wovon  eine  der  schönsten  Anwendun- 
gen die  ist,  welche  er  auf  die  Refractionserscheinungen 
des  Lichtes  machte,   worüber  der  berühmte  Streit  zwi- 
schen ihm  und  Descartes  entstanden  war.    Seine  Lösung 
war  die  Bestätigung  der  von   seinem  Gegner  gefundenen 
Regel,  welche  er  bis  dahin  bekämpft  hatte.    Diese  Lösung 
erschien   so  vorzüglich,    dass   sie  ihn  mit  Descartes  den 
Rohm  theilen  Hess,  das  Gebiet  der  Geometrie  durch  Ein- 
führung dieser  Wissenschaft  in   das  Studium  der  Natur- 
erscheinungen erweitert  zu  haben. 

§.  ft.  Fermât  zeichnete  sich  auch  in  dem  Theile  der 
Geometrie  aus,  welcher  sich  auf  die  geometrische  Ana- 
Jjsis  der  Alten  bezieht  und  welche  wir  die  Geometrie  des 
Apollonius  genannt  haben.     Er  stellte  die  ebenen  Oerter 


dieses  Geomolcrs  nach  den  von  Pappus  hinterlassend!  / 
Jaf  Pgyn  nieder  her.  Obgleich  er  »her  in  Bezug  hierauf 
einem  Briefe  an  Koberval  erwähnt,  dass  er  dabei  manchi 
Schone  und  Bemerkenswert  he  gefunden  habe,  so  sind  d 
nur  die  beiden  Bnehcr  des  Apollonius  allein  gedruckt  i 
Muant  geworden.  —  Er  Ichrto  nach  einer  allgemein 
analytischen  Methode  die  eheiicn  «ml  körperlichen  Oert 
z«  linden  und  diese  Methode  zur  Construction  ■ 
gaben  durch  diese  Oerter  anwenden.  Es  Mar  dieses  i 
('onrdinateninelliode  des  Descartes,  welche  Fermât  frül 
kannte,  bevor  der  berühmte-  Philosoph  seine  Gcoinet 
bekannt    gemacht    hittlc.       Format    dehnte    hernach 

Lehre  auf  die  schwierige  Unteisiicl g  über  die  Consl 

ction   geometrischer    Probleme    im    Allgemeinen    durch 
einfuchsten   C'urvcn   ans.      Bei    seinen   Untersuchungen   i 
den    Grad    der    Cnrvcn,    die   zur    Construction    einer    Gle 
rhung   erforderlich   sind,     wurde    er    auf    ein   allgemci 
Priucip   geführt,    welches    später  Jacob   BcrnouUi   in 
Actis    Lipsiens.    von    ltWS    bewiesen    but,    indem    er 
Geometrie   des  Descartes  vorwarf,   dass    sie    es  ausgolai 
sen  habe;    und    dieses  ist  folgendes:     Es  ist  immer  gern 
gcrid,  dass  das  Proilurt  der  Dimensionen  der  CtUTMt,  we 
ehe    man    anwendet,    kleiner    isl,    als    der    Gnu!    der    Glei 

finnig.  ") 

f.  13.  In  seiner  Abhandlung  De  coniaciibua  sphm 
'eiinat  zuerst  und  vollständig  die  Aufgaben  über  t 
Berührung  der  Kugeln,  so  wie  es  Vieta  für  die  Beruht 
der  Kreise  in  seinem  Apolhnini  Galliss  gethau 
Diese  Aufgabe  war  ihm  von  Dcscartes  gestellt,  weichet 
in  seinen  Briefen  sagt,  dass  er  sie  durch  die  gerade  l.in 
und  den  Kreis  gelöst  habe;  dio  Auflösung  .selbst  ist  t  ' 
nicht  bis  auf  uus  gekommen.  Die  Arbeit  Formata 
vollendet  und  in  einem  so  vorzüglichen  Styl  gcschriolii 
dass  sie  das  Muster  zu  einer  guten  Geometrie  hlldi 
Wir  müssen  wenigstens  sagen ,  dass  mun  in  letzterer  1 
viel  schlechtere  geliefert  hat.15)     Die  Beziehung,  in  1 


14)  He  tolutionc  jiriililriiiatuin  ffeometricorttm  per  curras  sia 

tte,    Optra  oarla,  p.  HO. 

15)  Alan  halte  bis  zum  Anfang  dir  »es  Jaln'i itrU   kein  ander 

Werk  über  die  BwOhnraflE  von  Kofeln,  :ii<  das  von  Kerms|_ 

Mr  Zeil    rcsnelte    gerade  diese  DlltarSMhttni  dir   Aulmn  fcs»nikeit  e 

des  Monge,  weiche  sie  unter   einem    nnoin  (Besicht 

punkte  betrachteten,  der  schon  dir  All^eiurinlieii,  der  Methode  t 
der  Aafassungsnrt  verrflth,  welche  den  l.'h&racter  der  OeouM 
dieses   berühmten    Meisters   ansiuachl.       Diese    ersten   Aufsätze   i 


cher  wir  dies  meinen ,  ist  folgende  :  Diese  Abhandlung  ent- 
hält, ausser  dem  Hauptproblem  über  eine  Kugel,  welche 
vier  gegebene  berührt,  noch  14  andre  Probleme,  welche 
ëgÊBtïkh  nur  besondere  Fälle  von  diesem  sind,  welche 
■an  aber  der  Reihe  nach  auflösen  muss,  um  zu  dem 
hdproblem  su  gelangen.  Die  Lösung  dieses  letzten  ist 
elegant  and  leicht,  schliesst  aber  nicht  die  Lösungen  der 
besondern  Fälle  mit  in  sich,  sondern  fuhrt  sich  im  Ge- 
gentheil  auf  einen  dieser  besondeni  Fälle  zurück.  Die 
neue  Geometrie  verfahrt  durchaus  anders;  sie  giebt  mit 
Eine«  Male  die  Lösung  des  allgemeinen  Problems,  die 
sich  auf  die  besondern  Fälle  anwenden  lässt,  durch  wel- 
che Fermât  hindurchgehen  musste.  Man  begreift  ilecht, 
welche  Vollkommenheit  in  einer  solchen  Allgemeinheit  der 
Auffassung  und  der  Methode  liegt,  und  erkennt  darin  den 
wahren  Fortschritt  der  Wissenschaft.  Uns  sei  es  aber 
erhobt  noch  hinzuzufügen,  dass  man  unter  einem  andern 


am  Theil  in  der  «weiten  Nummer  des  ersten  Theils  der  Correspond 
iênee  polytechnique  enthalten;  eine  kurze  Analyse  eines  Memoire« 
»ta  Ch.  Dupin,  welche  sie  zu  vervollständigen  bestimmt  war,  er- 
Kiien  zu  spät  in  derselben  Sammlung  (.Th.  11,  S.  420),  und  sie  ist 
dabei  tod  der  Art,  dass  man  nach  den  darin  enthaltenen  eleganten 
«od  neuen  Resultaten  lebhaft  bedauern  muss,  dass  dieser  berühmte 
Academiker  sein  Werk  nicht  bekannt  gemacht  hat.  Gaultier,  Pro- 
fuser am  Conservatoire  des  arts  et  métiers^  hat  diese  Untersuchung 
wieder  aufgenommen  und  sie  mit  einer  vollständig  neuen  und  geufi- 
madei  Allgemeinheit  behandelt,  wozu  aber  die  nenern  Methoden  noch 
«■ei  neuen  Grad  von  Einfachheit  hinzugefügt  haben.  Die  einen  sind 
rek  descriptiv ,  d.  h.  sie  berücksichtigen  nicht  die  Lauge  der  Linien, 
■4  diese  sind  die  allgemeinsten  und  einfachsten.  Von  den  andern, 
welche  das  Maas«,  die  Zusammensetzung  gewisser  Verhältnisse  der 
Lmftta  verlangen,  zeichnet  man  die  aus,  welche  der  berühmte  Fer- 
nia  and  sein  gelehrter  Schäler  Klauti  in  den  Memoiren  der  Acad. 
der  Wiss.  zu  Neapel  angeführt  haben.  (S.  auch  die  Geometria  di 
rifovon  Flaut!,  2te  Ausg.  1821,  S.  156.) 

Die  Aufgabe ,  eine  Kugel  zu  finden ,  welche  vier  andere  berührt, 
i»t  eise  von  denen,  in  welchen  lange  Zeit  hindurch  die  Geometrie 
fr>  Vorzng  vor  der  Analysis  gehabt  hat.  Euler  hatte  schon  1779 
fer  Académie  zn  Petersburg  zwei  analytische  Auflösungen  davon 
"rgelegt,  welche  aber  erst  im  Anfang  dieses  Jahrhunderts  in  den 
Coüentareu  auf  die  J.  1807 — 1808  (gedruckt  1810)  erschienen. 
Aorfc  Carttot  hat  in  seiner  Geometrie  de  position  (S.  416)  eine  ana- 
lytische Lösung  angedeutet,  ohue  jedoch  die  Elitwickelungen ,  welche 
mf  eine  Gleichung  vom  zweiten  Grade  geführt  hätten ,  gehörig  ans- 
nRhrea.  Erst  in  unserer  Zeit  hat  Poisson  diese  Aufgabe  vollständig 
ait  Hufe  des  Calcnls  gelöst.  {.Bulletin  de  la  Société  philomatique, 
ma.  1812 ,  fj.  141.)  Bald  darauf  haben  auch  Binet  und  Français 
me»  andere  analytische  Auflösungen  gegeben  (17tes  Heft  des  Jour- 
••i  de  Vécole  polytechnique  and  Ster  Theil  der  Annaleê  de  mat  he- 
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Gesichtspunkte  eine  neue  Art  von  Allgemeinheit  in  diese 
Materie  bringen  kann,  indem  man,  statt  der  vier  Kugeln, 
vier  unter  einander  ähnliche  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
setzt,  oder  noch  allgemeiner  irgend  welche -vier  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung,  welche  nur  alle  vier  in  eine  und 
dieselbe  Oberfläche  derselben  Ordnung  eingeschrieben  sind. 
Man  sieht,  dass  letzteres  Problem  mit  seiner  Lösung  die 
Aufgabe  von  den  vier  Kugeln  in  sich  schliesst.  (S.  Noto 
XXVIII.) 

Diese  Verglcichung  von  Fermat's  Auflösung  mit  den 
heutigen  Methoden  darf  hier  nicht  an  der  unrichtigen  Stelle 
scheinen;  denn  sie  zeigt  deutlich  die  Art  der  Fortschritte, 
welche  die  Geometrie  schon  gemacht  hat  und  welchen  sie 
noch  nachstreben  muss,  selbst  in  solchen  Untersuchungen, 
bei  welchen  man  nur  zu  oft  sich  begnügt,  die  Erzeugnisse 
der  grossen  Meister  anzustaunen,  ohne  den  Gedanken  zu 
wagen,  dass  man  sie  dennoch  vermöge  der  Ausbildsam- 
keit  der  Wissenschaft  angreifen  könne. 

§.  14.  Fermât  hatte  die  Wiederherstellung  der  Po- 
rismen  des  Euclid  versprochen  und  angefangen,  wobei  er 
diesem  Wort  eine  andere  Bedeutung  als  die  späterhin 
nach  K.  Simson  allgemein  angenommene  unterlegte.  Wenn 
aber  dieser  berühmte  Schottländer  die  Ausdrucksweiso  der 
Porismcn  errathen  und  restituirt  hat,  so  war  Fermât  viel- 
leicht ebenso  und  wenigstens  mit  nicht  geringerem  Glück 
in  dieses  Gcheimniss  eingedrungen,  indem  er  den  Zweck 
und  den  grossen  Nutzen  erkannte,  welchen  Euclid  seinem 
Werk  über  die  Porismen  zugesprochen  hatte.  Aber  Fer- 
mât drückt  sich  über  diesen  Gegenstand  so  kurz  aus, 
dass  man  vielleicht  a  priori  die  Ideen  und  Vermuthungen 
hat  finden  müssen,  welche  wir  bei  seiner  Art,  die  Poris- 
men zu  betrachten,  wahrzunehmen  glauben;  die  Entwik- 
kclung  jedoch  dieser  unserer  Meinung  über  diesen  Gegen- 
stand müssen  wir  auf  eine  andre  Zeit  verschieben. 

Nach  den  fünf  Theoremen  zu  urtheilcn,  welche  uns 
Fermât  als  Beispiel  oder  spécimen  seiner  Porismcn  hinter- 
lassen hat,  müssen  wir  es  sehr  bedauern,  dass  sein  Werk 
nicht  beendigt  ist.  Das  dritte  dieser  Porismen  hätte  übri- 
gens verdient,  die  Aufmerksamkeit  der  Geometer  beson- 
ders auf  sich  zu  ziehen,  da  es  zu  den  schönsten  und 
fruchtbarsten  Sätzen  aus  der  ganzen  Theorie  der  Kegel- 
schnitte gehört.  Es  ist  dieses  in  der  That  genau  das  be- 
rühmte, in  der  neuem  Geometrie  so  bekannte  Theorem 
des  Desargues  über  die  Involution  von  sechs  Punkten. 
Ein  andres  Porisma,    welches  Fermât    dem  Wallis  zum 
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tares*  vorgelegt  hat,  ist  ein  Corollarium  au  diesem  all- 
gemeinen Theorem,  angewandt  auf  die  Parabel. 16) 

Fermât  versprach  nicht  allein  die  Wiederherstellung 
kr  drei  Bûcher  der  euclidischen  Porismen,  sondern  er 
(rollte  auch  diese  Wissenschaft  über  die  von  dem  grie- 
rfaischen  Geomcter  gesteckten  Grenzen  hinausfuhren  und 
ue  auf  die  Kegelschnitte  und  auf  alle  andre  Curvcn  an- 
wenden, wobei  er  sagt,  dass  er  wunderbare,  bis  dahin 
altbekannte  Dinge  entdeckt  habe.  n)  Weit  davon  ent- 
fernt wie  Simson  zu  glauben,  dass  dieses  Versprechen 
ein  vermesseues  gewesen  sei,  glauben  wir  vielmehr  darin 
das  Merkmal  su  erkennen,  dass  Format  die  Lehre  des 
Eacfid  von  der  richtigen  Seite  aufgefasst  und  die  Tiefe 
nad  Fruchtbarkeit  derselben  aufzudecken  gewusst  habe, 

§.  15.  In  derselben  Zeit  ergriff  Pascal  „  . 
mit  seiner  gewohnten  Scharfsichtigkeit  den  162$  _  1001, 
Sinn  der  Methode  des  Untheilbaren  von  Ca- 
valleri,  bewies  sie  in  aller  Strenge  und  machte  sie  zu 
seinem  Eigenthum ,  indem  er  sie  auf  eine  allgemeine  Weise 
auf  schmerige  Aufgaben  über  Oberflächen,  Volumen  und 
Hcnwerpunkt  der  Körper  anwandte«  Diese  Untersuchun- 
gen liefern  ein  herrliches  Denkmal  für  die  Kraft  des 
Menschlichen  Geistes;  sie  streifen  ganz  nahe  an  dem  In- 
tegrakaleiil  und  bilden  das  Band  zwischen  Archimedes  und 
Newton. 


1«)  B.  Simson  hat  dhtse  beiden  schonen  Sätze  von  Fermât  ent- 
lehnt und  den  ersten  in  seinem  Porismatum  liber  unter  Nr.  81,  beide 
nuueu  aber  in  Scctionum  conicarum  libri  V,  im  5tcti  Buch 
S.  IX  a.  19  bewiesen.  Der  zweite,  welcher  sich  auf  die  Parabel 
besieht,  wurde  auch  von  Ozanam  angeführt  in  seinem  Diction,  ma- 
Um.  Art.  Ports  ma, 

17)    Ime    et  EucUdem   tpsum  promovebtmus  et  porismata  in 
tectionibus  et  aliis  quibmeunque  vurris  mirabilia  sane  et  hac* 
law  ignota   deUgemus.    {Varia  e/;.  Math,  p.  119.)     Dieses  Ver« 
•frechen,  welches  der  feste  Sinn  und  der  edle  Char  acter  de*  Autors 
sieht  als  übertrieben  betrachten  Utsst,  zeigt  uns,  von  welchem  gros- 
■ea  lateresse  auch  für  die  Geometrie  die  Auffindung  der  Man\i$crlpte 
Fermât**  sei«  würde,    deren  Verlust  bis  jetzt  nur   vorzüglich  die 
Aaalvsi*  bedauert  hat.    Wir  wollen  hoffen,   dass   wir  nicht  für  im- 
mer so  kostbarer  Werke  beraubt  sein  werden.    JSchon  Libri  hat  net 
seinen  Untersuchungen,  denen  er  Ach  wegen  einer  allgemeinen  Ge- 
schichte der  Wissenschaften  widmet,  das  Glück  gehabt,  zwei  Frag- 
mente davon,  welche    unedirt  geblieben  waren,    zn  entdecken   und 
verschiedene  Andeutungen  ku  Anden,  welche  ihn  neue  Entdeckungen 
Hessen.    Der  hohe  Geist  dieses  berühmten  Analysten  tat  uns 
sichrer  Borge,   dass  er  bei  seinen  Untersuch nngen  «ten  Frommen- 
der reinen  Geometrie   einen   eben  so    grossen   Werth    beilegen 
erde,   als  den  analytischen  Erzeugnissen  des  Genies  Fermât'*. 

Gesch.  der  Geest  5 


Hülfe  dieser  Methode  fibertraf  Pascal  die  be- 
rühmtesten Geometcr  bei  der  Untersuchung  über  die  Ki- 
genschaften  der  Cycloide.  Diese  Curvc ,  deren  Geschichte 
sich  an  alle  grosse  Entdeckungen  des  17ten  Jahrhunderts 
knüpft,  war  schon  fur  Galiläi,  Descartes,  Fermât,  Ro- 
bcrval  und  Torricclli  Gegenstand  ihrer  Bemühungen  ge- 
wesen. Nachdem  sie  einige  Zeit  geruht  hatte,  zog  sie 
Pascal  wieder  aus  dem  Dunkel  hervor,  indem  er  die  be- 
deutende Schwierigkeit  der  zahlreichen  Aufgaben ,  zu  wel- 
chen diese  Curve  Gelegenheit  gab,  gewisser  Maassen  als 
Probierstein  und  als  Maass  für  die  Kräfte  und  Fähigkeiten 
der  Geometer  seiner  Zeit  gebrauchen  wollte.  Wren,  Sluze, 
WalKs,  Huygens,  La  Loubere  und  Fabri  nahmen  diese 
Herausforderung  an  und  lösten  jeder  einen  grossem  oder 
geringern  Theil  der  vorgelegten  Aufgaben,  raussten  abec 
alle  Pascal  den  Ruhm  einer  vollständigen  Lösung  lassen« 
Seitdem  hat  die  Cycloide  noch  ein  drittes  Mal  Epoche 
gemacht,  nämlich  zur  Zeit  der  Erfindung  der  Differential- 
rechnung. Ausser  ihren  schönen  und  mannigfaltigen  geo- 
metrischen Eigenschaften  erlangte  sie  unter  den  Händen 
von  Newton,  Leibnitz,  der  Bernoulli  und  des  Marquis  voa 
Lhopital  noch  neue  aus  mechanischen  Betrachtungen  ge- 
schöpfte Eigentümlichkeiten,  welche  noch  Manches  zw 
Wichtigkeit  und  Berühmtheit  dieser  ausgezeichneten  Curve 
beitrugen. 

Die  Bewegung  eines  Rades  auf  einer  Ebene,  wobei 
man  die  Cycloide  entdeckt  hat,  liefert  auch  noch  eine 
zweite  Erzeugung  dieser  Curve,  welcher  man,  wie  ich 
glaube,  noch  keine  Aufmerksamkeit  geschenkt  hat,  näm- 
fich:  die  Enveloppe  des  Raums,  der  durch  einen  Durch- 
messer des  Rades  durchlaufen  wird,  ist  ebenfalls  eine 
Cycloide.  *•) 

Die  Betrachtung  dieser  Curve  wurde  die  Veranlassung 
zur  Untersuchung  einer  zahlreichen  Klasse  von  Linien, 
welche  durch  das  Rollen  einer  gegebenen  Curve  auf  einei 
andern  festen  entstehen.  In  ihrer  vollkommenen  Allge- 
meinheit wurden  sie  von  Leibnitz,  De  La  Hire,  Nicolai 
u.  A.  betrachtet,  und  Hermann  und  Clairaut  dehnten  ihn 
Theorie  auf  Curven  aus,  die  in  derselben  Weise  auf  dei 
Kugel  beschrieben  werden. 


IS)  Die  Epfcycloiden  sind  ebenfalls  einer  ähnlichen  doppelt« 
Erzeugung  fähig;  und  gerade  hieraus  lassen  «ich  mehro  Eigenschaf- 
ten dieser  Curven  ableiten.  —  Wenn  mau  in  Stelle  des  Dürr  hm  et- 
aers irgend  eine  Chorde  In  den  beweglichen  Kreineu  betrachtet,  m 
wird  die  Enveloppe  die  Evolute  einer  Jfipicycloide. 


J.  16.    Die  Arbeiten  Pascale  lu  Bezug  au  F  Jen  an- 
dern Theil  der  Geometrie ,    welcher  sich  an   die  geome- 
trische Analyse  der  Alten  und  an  die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte   anschfiesst,    verdienen    unsere    Bewunderung   in 
demselben   Maasse,    als    seine   Staunen    erregenden  Ent- 
deckungen an  der  Cycloide  und  als  seine  übrigen  Anwen- 
dungen der  Methode  des  Cavallcri;  so  dass  wir  in  diesen 
Theil  der  Pascal'schcn  Entdeckungen  noch  genauer  ein- 
gehen müssen»    Am  hervorstechendsten  war  sein  herrliches 
Theorem    von    dem    mystischen  Sechseck ,    welches    unter 
seinen  Händen    eine    fabelhafte  Anwendung  erhielt.     Mit 
diesem  Namen    bezeichnete    er    nämlich   jedes  Sechseck, 
du  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  ist,  und  von  dem 
er  jfie    merkwürdige  Eigenschaft   angab,    dass   (fie   drei 
Dmrhschnittsjmnkte  je   zweier   gegenüberliegenden  Seiten 
in  einer  geraden  Linie  liegen.    Da  fünf  Punkte  einen  Ke- 
gelschnitt bestimmen,  so  ist  dieses  Theorem  eiue  Relation 
fir  die  Lage  eines  sechsten  Punktes  dieser  Curve  in  Be- 
sag auf  die  fünf  ersten,    so   dass    es  eine  fundamentale 
und   characterisirciidc  Eigenschaft    der    Kegelschnitte    ist» 
Auch  hatte  Pascal  (damals  erst  16  Jahre  alt,  wie  er  selbst 
sagt)  '•)  den  Entwurf  zu   einer  vollständigen  Behandlung 
der  Kegelschnitte  gemacht.      Dieses  Werk    ist  nicht  auf 
uns  gekommen ,  aber  Lcibnitz ,  welcher  es  wahrend  seines 
Aufenthalts   in  Paris  selbst  in  Händen   gehabt  hat,    giebt 
uns  in  einem  Briefe,  den  er   1676  an  Pener,  den  Neffen 
Pascals,  schrieb,  die  Titel  der  Sechs  Abtheilniigen,  aus 
denen  es  bestanden  haben  muss ,  an.     {Oeuvres  de  Vascal, 
tom.  V,   p.  459.)    Der   Titel   der  ersten  Abthcilung  zeigt 
uns,  dass  Pascal   sich   der  Principicn  der  Perspective  be- 
dient habe,   um  die  Kegelschnitte  durch  den  Kreis  zti  er- 
zeugen und   so  ihre  Eigenschaften  aus   denen   des  Krei- 
ses  abzuleiten.      Diese  Methode    war   nach  Lcibnitz   die 
Grundlage   des  ganzen  Werkes,     Die   zweite  Abtheilung 
handelt    von   dem   mystischen  Sechseck«       Lcibnitz   sagt; 
rXachdem   er   den   Kegelschnitt    als  die    Projection   eines 
Kreises  auf  eine  Ebene,  die  den  Kegel  schneidet,  erklärt 
bat,   weist   er  die   merkwürdigen  Eigenschaften   einer  aus 
•erhs  Geraden  zusammengesetzten  Figur  nach,  die  er  das 
mystische   Sechseck   nennt.*      In    der   dritien  Abthcilung 
fiiîden  sich  Anwendungen  dieses  Sechsecks,    die  Eigen- 


19)  Conirortfjn  opus  complet  um,  et  conica  ApollonH  et  alla  In« 
wmmrra  unira  f\re  projfosttione  amplectens)  quod  quidem  nondum 
«er  ttteimum  artati*  annttm  atsecutus  exeogitavi^  et  deinde  in 
•rdinem  congtsti.    {JOeuvres  de  Pascal  ^  loa.  IV)  l>.  410.) 
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schatten  der  harmonisch  geschnittenen  Sehnen  und 
messer  und  wahrscheinlich  die  Satze,  welche  die  ' 
der  Pole  bilden.40)  Die  vierte  Abtheilung  euthi 
was  sich  auf  die  Segmente  bezieht ,  welche  auf  S< 
die  mit  zwei  festen  Geraden  parallel  gezogen  sind, 
schnitten  werden,  und  ausserdem  die  Eigenschaft 
Brennpunkte.  In  der  fünften  Abtheilung  löst  Pas 
Aufgaben,  welche  sich  auf  die  Beschreibung  eines 
Schnitts ,  der  fünf  Bedingungen  Genüge  leistet,  : 
durch  gegebene  Punkte  zu  gehen  und  gegebene 
zu  berühren,  beziehen.  Die  sechste  Abtheilung 
wurde  von  Leibnitz  De  loco  solido  betitelt.  Einige 
fuhren  uns  auf  die  Vermuthunç,  dass  darin  von  d< 
rühmten  Problem  des  Pappus  ad  très  (tut  quatuor  lit 
Rede  sein  dürfte.  Einige  Fragmente  enthalten  aus 
noch  verschiedene  Probleme. 

S.  17.    Pascal    hatte  bei  Gelegenheit  dieses  1 
ichcr  Weise  einige  Haupt  -  Theoreme ,  welche 
alten  sollte,  unter  dem  Titel  eines  Essai  pour  les  c 
zusammengestellt,  weil  er  sie  erst  der  Prüfung  der  G< 
unterwerfen   und   ihr  Urtheil  darüber   hören  wollte 
er  seine  Arbeit  weiter  fortsetzte.      Dieser   Essai 
welcher  1640  erschien,  als  Pascal  kaum  16  Jahre  i 
und  von  dem  in  einigen  Briefen   des   Descartes,  i 
von  Mersenne  zugeschickt  erhalten  hatte,    die   Kt 
Seitdem   blieb  er  mehr  als  ein  Jahrhundert  hindur 
graben  und  kam  erst   1779  durch   die  Sorge   von 
in  dessen  vollständigen  Ausgabe  der  Werke  Pasc* 
Tageslicht 


20)  Poncelet  hat  diese  Meinung  schon  in  seinem  Tr 
propriété*  projectiveS)  p.  101  ausgesprochen,  und  un»  mc! 
leicht  su  bestätigen.  Denn  wenn  man  in  dem  eingeschriebene 
eck  xwel  gegenüberliegende  Seiten  unendlich  klein  werden  1 
stellt  diese  Figur  ein  eingeschriebenes  Viereck  und  zwei  ai 
Qberliegenden  Ecken  gezogene  Tangenten  dar,  und  mau  erhält 
mittelbare  Folgerung  aus  dem  Theorem  vom  Sechseck  ft 
Wenn  man  durch  zwei  gegenüberliegende  Ecken  eine*  i 
Kegelschnitt  eingeschriebenen  Vierecks  Tangenten  an  di* 
zieht  y  so  schneiden  sich  diese  auf  der  Geraden ,  tr  eiche  dit 
êchnittspuncte  der  gegenüberliegenden  Seiten  verbindet. 
Theorem  scheint  den  Worten  de  quatuor  tangentibus  et  rec 
da  tactuum  jungentibus  au  entsprechen ,  welche  sich  in  de 
echrift  dieser  dritten  Ahth.  befinden,  und  scheint  einer  von  de 
gewesen  zu  sein,  welche  Pascal  aus  seinem  {Sechseck  abisel 
Man  erkennt  aber  leicht,  dass  dies  Theorem  die  ganze  Thi 
Pole  enthält,  so  dass  es  als  erwiesen  angenommen  werde 
dass  diese  Theorie  in  den  Anwendungen  mitbegriffen  war 
Pascal  von  dem  Sechseck  machte. 
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Diese  Schrift  von  sieben  Octavseiten  ist  ein  kostbares 
Fragment  von  den  Entdeckungen  und  der  Methode    des 
grossen  Pascal.    Eine  gedrängte  Ucbersicht  davon  ist  fol- 
gende:   Zunächst  findet  sich  das  berühmte  Theorem  von 
dem    mystischen   Sechseck    al3    Lchnsatz   ausgesprochen, 
ras  dem   sich  alles  Uebrige  ableiten  soll.    Der  nächstfol- 
gende Satz  bezieht  sich  auch  noch  auf  das  einem  Kegel- 
schnitt   eingeschriebene  Sechseck:    er   ist    eine   Relation 
zwischen  den  Segmenten ,  die  auf  zweien  Seiten  von  zwei 
smlern  Seiten  und  von  zwei  Diagonalen  gebildet  werden. 
Diese  Relation  ist  im  Grunde  nichts  Anderes ,  als  der  Satz 
des  Desargues  über  die  Involution  von  6  Punkten,  aber 
unter  andcrm  Gesichtspunkte  vorgetragen,  wodurch  er  zu 
neuen  Anwendungen  fähig  wird.  —     Wir   wollen    diese 
Idee  in  der  XVten  Note  weiter  durchfuhren.  —    Der  dar- 
auf folgende  Satz ,  der  durch  eine  doppelte  Gleichheit  von 
Verhältnissen  ausgedrückt  ist,  schliesst  zwei  verschiedene 
Säl.e  in   sich.      Der  erste   ist  der   129s te  Satz  im   7tcn 
Buch  der  Mathematischen  Sammlungen  des  Pappus,  wel- 
cher nus  zur  Einführung  der  Benennung,  anharmonisches 
Verhältnis ,  Gelegenheit  gab  und  von  dem  wir  schon  sag- 
ten, dass   er  die  Grundlage  für  einen  beträchtlichen  Theil 
der  neuern  Geometrie   bildeu  könne;    der    zweite  ist  der 
Ptoletnäi8che  Satz  über  ein  Dreieck ,  das  durch  eine  Trans- 
versale  geschnitten  wird.   —     Hierauf   kommt   ein   Satz, 
welcher  sich  mit  Berücksichtigung  des  Ptolemäischen  Theo- 
rems auf  die  schöne  und  wichtige  Eigenschaft  der  Kegel- 
schnitte   reducirt,    welche   die  Segmente   auf  den   Seiten 
eir.es  Dreiecks ,  die  von  einer  solchen  Curve  abgeschnitten 
werden,  betrifft,  und  welche  die  neuere  Zeit  dem  berühm- 
trn  Verfasser  der  Géométrie  de   position  verdankt.     Der 
nichstfolgcnde  Satz   ist   dieselbe  Eigenschaft   der  Kcgcl- 
wlmitte,  nur   ausgedehnt  auf  ein  Viereck,    welches  man 
»n  die  Stelle  des  Dreiecks  setzt. *l)    Dieses  durch  Carnot 
^nllgemcincrte  Theorem,   welches  er  für  irgend  welches 
Pnlygon    oder  für  irgend  welche  geometrische  Curven,  ja 
•clbst  für  krumme  Oberflächen-*)  bewiesen  hat,  ist  eines 


21)  Wenn  man  annimmt«  das*  zwei  Ecken  de*  Vierecks  (n  der 
rirndliiiikeit  liefen,  *o  werden  die  Segmente,  welche  von  dienen 
bLcu  ausgehen,  je  zwei  und  zwei  gleich  *eiii»  da  *ie  unendlich 
»um  Hud  und  auf  parallelen  Gcradoti  genießen  werden;  al«dau» 
***»'  folgt  hieraus  die  i«chiiiie  Eigenschaft  der  Kegelttchiiitte  in  Bextg 
*f  da*  constante  Vcrbaltniss  der  Produite  von  Segmeuten,  welche 
lM-  znei  Transversalen  liegen,  die  von  irgend  ciuem  Punkte  au* 
rtritliei  mit  xwei  (Vmch  Geraden  gezogeu  siud. 

£i)  lictiiiutrie  de  position ,  p.  437. 
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der  fruchtbarsten  aus  der  Theorie  der  Transversalen.  — 
Endlich  bemerkt  man  das  berühmte  Theorem  über  die  In- 
volution von  6  Punkten,  „dessen  erster  Erfinder  Dcsar-» 
gues  ist,  einer  der  grössten  Geister  seiner  Zeit,  der  in 
der  Mathematik  überhaupt  und  untern  Anderm  in  den  Ke- 
gelschnitten ganz  vorzüglich  bewandert  war,"  Pascal 
lügt  hinzu,  „dass  er  sich  bemüht  habe,  seine  Methode 
bei  diesem  Gegenstände  nachzuahmen ,  indem  er  sich  nicht  ' 
des  Axendrciecks  bediene,  sondern  allgemein  die  Schnitt« 
am  Kegel  behandle.  "  **) 

§,  18.  Nach  dem  bewiesenen  Reich thum  in  den  an- 
geführten Sätzen  begreifen  wir  ganz  gut,  dass  Pascal, 
wie  er  es  selbst  ausspricht,  den  Grund  zu  den  vollstän- 
digen Elementen  der  Kegelschnitte  gelegt  habe  und  dass 
er,  wie  Mcrscnne  in  seinem  Werk  De  mensuris,  pondéri- 
ons etc.  in  fol.,  1644,  anfuhrt,  aus  dem  einzigen  Princip 
Über  das  mystische  Sechseck  400  audere  Sätze  abgeleitet 
habe.  **)    (S.  Note  XIII.) 

Man  bemerkt,  dass  von  den  verschiedenen  Haupt - 
Theoremen  jedes  eine  bestimmte  Eigenschaft  von  6  Punk- 
ten ,  die  auf  einem  Kegelschnitt  liegen ,  ausdrückt.  Dieses 
erklärt  uns  zugleich,  wie  Pascal  dieselben  aus  dem  my- 
stischen Sechseck,  welches  ebenfalls  eine  allgemeine  Ei- 
genschaft dieser  6  Punkte  ist,  hat  ableiten  können.  Aber 
jedes  dieser  Theoremo  hat  eine  verschiedene  Form  erhal- 
ten ,  wodurch  es  zu  den  besonderen  Anwendungen  brauch- 
bar wurde,  welche  eine  grosso  Zahl  von  Eigenschaften 
der  Kegelschnitte  umfassen. 

Dieses  ist  eine  unendlich  nützliche  Kunst,  aus  einem 
einzigen  Princip  eine  grase  Zahl  von  Wahrheiten  abzu- 
leiten, wovon  man  in  den  Schriften  der  Alten  kein  Bei- 
spiel findet  und  was  den  Vorzug  unserer  Methoden  vor 
den  ihrigen  ausmacht. 

§.  19.  Pascal  hat  noch  mehre  andre  Werke  über  die 
Geometrie  in  dem  Style  seines  Conicorum  opus  completum 


23)  Als  wir  Ton  Apollonius  sprachen,  haben  wir  erlrtärt,  was 
man  unter  einem  Axendrcieck  versteht,  und  wir  haben  auch  er« 
wüluit,  dass  dieser  grosse  Geometcr  de«  Altertbimis  xur  Bildung  der 
Kegelschnitte  die  schneidende  Khene  senkrecht  aur  diesem  Dreieck 
annahm.  Desargties,  wie  man  sieht ,  und  nach  seinem  Beispiel  Pas- 
cal behandeln  die  Kegelschnitte  auf  eine  viel  allgemeinere  \Yeise, 
indem  nie  die  schneidende  Kbene  in  einer  ganz  willköhrlicbeii  JL«age 
annehmen. 

24)  L'niett  proftositione  unir>cr*alU$ima ,  400  corollariis  armai*, 
integrum  A  ^oll  um  um  cwnplcsus  t«t. 


^schrieben.  Uns  sind  nur  die  Titel  derselben  durch  eine 
Varhricht  bekannt  geworden ,  welche  er  1654 M)  an  eine 
Sesellnchaft  Gelehrter  schickte,  die  sich  vor  Gründung 
1er  Académie  der  Wissenschaften  (welche  1666  stattfand) 
toter  einander  vereinigt  hatten.  Wir  sehen  daraus,  dass 
»  gleich  Vieta,  aber  in  grösserer  Ausdehnung  und  nach 
»er  höchst  einfachen  Methode,  die  Probleme  über  Be- 
ihruog  der  Kreise  und  die  analogen  Fragen  über  Berüh- 
irog  der  Kugeln  gelöst  hat  ;  dass  er  ferner  ein  Werk  über 
ebene  Oertcr  schrieb,  welches  umfassender  und  wichtiger 
«rar  als  Alles  was  die  Alten  und  Neuen  für  diesen  Ge- 
genstand gctknii  haben,  und  zwar  nach  einer  neuen  und 
•dir  schnell  zum  Ziele  führenden  Methode;  dass  er  end- 
lich auch  eine  neue  Methode  der  Perspective  ausgedacht 
bat,  welche  so  einfach  als  nur  möglich  ist,  weil  jeder 
Ptmkt  des  Bildes  durch  den  Durchschnitt  zweier  Geraden 
construit  wird. 

Diese  geringe  Andeutung ,  welche  wir  in  der  Nach- 
riebt des  Pascal  finden,  reicht  hin,  uns  den  Verlust  von 
Schriften  betrauern  zu  lassen,  worin  das  Erfindungsgenie 
dieses  grossen  Geometers  und  die  bewunderungswürdige 
Kernt,  mit  welcher  er  eine  erste  Erfindung  zu  verallge- 
meinern und  daraus  alle  darin  enthaltenen  Wahrheiten  zu 
neben  wusste,  glänzend  hervortreten  müssen. 

$,  SO.  Desargues,  welchen  Pascal  zu  ._ 
seinem  Führer  gewählt  halte  und  der  gewiss  1593  _"^i. 
fines  solchen  Schülers  würdig  war,  hatte  auch 
na  Jahr  zuvor  auf  eine  neue  und  originelle  Weise  über 
lie  Kegelschnitte  geschrieben.  Seine  Methode  beruhte 
rie  die  des  Pascal  auf  den  Principicu  der  Perspective  und 
nf  einigen  Sätzen  aus  der  Theorie  der  Transversalen.  **) 


25)  Oeuvres  de  Pascal,  Tb.  IT,  S.  408. 

26)  E*  ist  die  Frage ,  ob  schon  die  Alten  den  Gebranch  der  Per- 
ective  in  der  rationellen  Geometrie  gekannt  haben;  und  diese  Frage 
,,  wie  ich  glaube,  noch  nicht  gründlich  genug  untersucht.  Anfange 
alt  »au  sich  versucht  dieselbe  bejahend  zu  beantworten,  weil 
me  Methode  so  natürlich  ist  and  mit  ihrer  Art,  die  Kegelschnitte 
i  einem  Kegel  mit  kreisförmiger  Basis  zu  erzeugen,  so  enge  ver- 
tmden  scheint.  Auch  ist  dieses  die  gewöhnliche  Meinung  der  Oe6- 
rtrr,  welche  in  neuerer  Zeit  besonders  durch  das  Urtheil  von  Pon- 
te! filier  die  Porismen  des  Euclid  bestätigt  zu  werden  schien,  der 
tse  als  Mtze,  welche  nach  dieser  Methede  jeu  beweisen  waren, 
if&ferte.    {.Traité  des  propriétés  projektives}  Inirod,  u.  370    Aber 

aller   Achtung,   welche  wir  vor  dem  Urtheil  dieses  grossen 
rs  sahen,  müssen  wir  doeh  gestehen,  das«  wir  bei  der  Lee- 


n 

Es  sind  uns  nur  einige  ziemlich  dunkle  Andeutungen  übe 
eine  seiner  Schriften,  betitelt:  Brouillon  projet  d'une  ai* 
leinte  aux  événement  des  rencontres  du  cône  avec  un  plan 
übrig  geblieben.  Die  übrigen ,  wenn  es  deren  gegeben  hat 
wie  man  aus  einer  Stelle  des  Essai  von  Pascal  annehmet 
kann,  standen  vielleicht  in  fliegenden  Blättern,  wie  es  be 
Desargues  Gebrauch  gewesen  zu  sein  scheint,  entwede 
um  seine  Entdeckungen  allgemein  bekannt  zu  machen,  ode 
um  seinen  zahlreichen  Verläumdera  zu  antworten«  Dat 
erwähnte  Werk  erschien  1639,  und  Descartcs  spricht  v« 
demselben  in  mehren  seiner  Briefe.  Es  zeichnet  siel 
durch  einige  neue  Sätze  und  besonders  durch  den  Geis 
der  Methode  aus ,  indem  es  sich  auf  die  vernünftige  um 
erfolgreiche  Bemerkung  gründet,  dass  die  Kegelschnitte 
weil  sie  durch  die  verschiedenen  Schnitte  eines  Kegelt 
mit  kreisförmiger  Basis  entstehen,  auch  an  dea  Eigen« 
Schäften  dieser  Figur  Theil  haben  müssen. 

Desargues  führte  also  eine  doppelte  wichtige  Neue- 
rung in  das  Studium  der  Kegelschnitte  ein.  Erstlich  be- 
trachtete  er  sie  auf  dem  Kegel  bei  jeder  möglichen  Lag* 
der  schneidenden  Ebene,  ohne  wie  die  Alten  das  Axen< 
dreieck  anzuwenden,  und  dann  war  er  bemüht,  die  Eigen 
Schäften  des  Kreises,  welcher  dem  Kegel  zur  Basis  dien* 
auf  diese  Curven  zu  übertragen.  Diese  Idee,  welche  un 
heute  so  einfach  und  natürlich  erscheint,  weil  wir  un 
schon  an  die  Betraehtungsart  der  Perspective  und  an  di 
anderen  verschiedenen  Manieren  Figuren  zu  transformire 
gewöhnt  haben,  war  den  Alexandrinischon  Gcometern  durch 
aus  nicht  in  den  Sinn  gekommen.  Denn  wir  finden  davo 
durchaus  keine  Spur  in  ihren  Schriften,  sondern  sehe 
vielmehr,  dass,  während  sie  in  ihrer  Theorie  der  Kegel 
schnitte  eine  Eigenschaft  des  Kreises  (die  vom  Product 
der  Abschnitte  zweier  sich  schneidenden  Sehnen)  anwen 
den,  sie  doch  gar  nicht  die  Absicht  gehabt  haben,  de 
analogen  Satz  für  diese  Curven  aufzusuchen,  sondern  m 
ihr  Theorem  vom  latus  rectum  zu  beweisen. 


tflre  der  Alten  keine  Spar  oder  entfernte  Andeotong  gefunden  fc 
ben,  welche  uns  berechtigen  könnte,  bei  dieser  Gelegenheit  ihre  Pa 
thie  xu  ergreifen.  Wir  glauben  im  Gegentheil,  dass  die  Met h» 
der  Perspective ,  wie  wir  sie  gegenwärtig  in  der  Geometrie  anwe 
den,  in  der  griechischen  Schule  durchaus  nicht  Gebrauch  war.  A* 
wollen  wir  bis  su  einer  genauem  nnd  weitläufigem  Prüfung  die 
Methode  den  Neuern  zuschreiben  und  sagen,  dass  Desargues  v 
Pascal  das  Verdienst  haben,  die  ersten  gewesen  xu  sein,  sie  I 
die  Theorie  der  Kegelschnitte  angewandt  au  haben« 
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f.  11.  Die  Methode  des  Desargues  erlaubte  ihm  in 
der  Tleorie  der  Kegelschnitte,  so  wie  er  es  in  andern 
Schriften  that,  neue  allgemeine*  Ansichten  beizubringen, 
weiche  den  Begriff  und  dio  3Ictaphysik  der  Geometrie  er- 
weiterten. So  betrachtete  er  die  verschiedenen  Schnitte 
Hf  dem  Kegel  (Kreis,  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel  und 
das  System  zweier  Goraden)  als  Unterarten  einer  einzigen 
Cure,  während  sie  bis  dahin  getrennt  behandelt  wurden, 
»dem  man  fur  jeden  dieser  Schnitte  besondere  Hülfsmittel 
anwandte.  «) 

Von  Dcscartes  erfahren  wir  noch,  dass  Desargues 
twefa  ein  System  von  mehren  unter  sich  parallelen  Gera- 
den tls  eine  Varietät  eines  Systems  von  Geraden,  die  in 
einen  Punkt  zusammenlaufen,  betrachtet,  indem  er  den 
pBOnschafUichcn  Durchschnittspunkt  in  unendlicher  Ent- 
fernung annimmt.  „Was  die  Art  betrifft,  Parallcllinien  so 
n  betrachten ,  als  kämen  sie  in  einer  unendlichen  Ent- 
fernung zusammen,  so  dass  sie  zu  derselben  Gattung  ge- 
koren,   als  die,    welcho    sich    wirklich    in   einem  Punkte 

Hineiden,  so  ist  es  sehr  vorteilhaft ""*)     (Briefe 

fa  Descartes,  Th.  III,  S.  457,  Ausgabe  in  12.) 

Lcibnitz  erwähnt  auch  diese  Idee  von  Dcsargucs  in 
«nem  Memoire  über  die  Art,  eine  Curve  zu  bestimmen, 
wiche  eine  unendliche  Anzahl  von  Linien  einhüllt  [Ada 
tnW.  Jahr  1692,  S.  168);  und  an  einer  andern  Stelle  fuhrt 
<r  sie  auf  sein  Gesetz  der  Contiuuität  zurück  (Comm.  epist. 
Th.  H,  S.  101).  Newton  nahm  diese  Definition  der  Pa- 
nllclliuien  in  den  Sätzen  18  und  22  seiner  Prineipia  phil. 
Hf.  auf,  wo  er  parallele  als  gerade  Linien  betrachtet, 
Wiche  in  einem  unendlich  entfernten  Punkte  zusammen- 
kommen. 

Dcsargucs  wandte  die  Eigenschaften  der  Curven  auf 
Systeme  von  Geraden  au,  was  heute  eine  ganz  natürliche 
■od  gf;hräuchliflic  Suche  ist ,  weil  ein  System  von  Gera- 
den wie  eine  geometrische  Curve  durch  eino  einzige  Clci- 


27)  Desar*titesits8  prluni*  sectione*  Corneas  unireraili  quadam 
Tttiune  truclare*  ac  proposition  es  multas  nie  enuntiare  coepit  %  ut 
fuwujiytie  sectio  subintetliyi  posset  {Act.  erud.  Jahr  1685,  S.400.)* 

28)  Die*«  Neuerung  machte  in  damaliger  Zeit  Aufwehn.  Bosse 
Akt  al«  Beispiel  der  allgemeinen  Methode  de*  Deaargiie*  in  der 
6«>B*trie  Fol  Kendos  au:  „Kr  zeijtt  in  einem  Briefe  an  einen  «einer 
Fronde,  den  urtrhrten  l»a>cal  den  Sohn,  dass  parallele  Linien  dnreh- 
•ba  ähnlich  mit  denen  nind,  welche  von  einem  Punkte  ausgehen  und 
**"  kein  Unterschied  xwfoctien  ihnen  Ptattftude."  {Traité  des  pTu- 
tyuei  $ïoinètratc*  et  perspective*,  iu  12M  1665.) 
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drang  dargestellt  werden  kann ,  was  aber  damals  ein  gas* 
neuer  und  origineller  Gedanke  war«  Descartes  sagt  dar» 
über  in  einem  Briefe  an  Mersenne  Folgendes:  „Dia  Alt 
und  Weise ,  wie  er  sciu  Raisonnement  anstellt,  indem  er- 
es zu  gleicher  Zeit  auf  gerade  Linien  und  auf  Cnrvea 
anwendet,  ist  um  so  ausgezeichneter ,  je  allgemeiner  sie 
ist ,  und  scheint  dem  anzugehören,  was  ich  die  Metaphy- 
sik der  Geometrie  zu  nennen  pflege,  von  welcher  Wie-  ' 
senschaft,  so  viel  ich  bemerkt  habe,  Niemand >  iuaier 
vielleicht  Archimedes,  Gebrauch  gemacht  hat.  Ich  fir 
meine  Person  bediene  mich  stets  derselben,  wenn  ich  im 
Allgemeinen    beurtheilcn  will,    ob  Dinge    auffindbar  sind 

und  an  welcher  Stelle  ich  sie  findeu  muss " 

Th.  IX.,  S.  379.) 

§.  92.  Dcsargues's  Vorstellungen  von  den  System* 
gerader  Linien  im  Vergleich  mît  krummen  Linien  rousstea 
ihm  nothwendig  zu  dem  Versuche  fuhren,  die  bekanntem 
Eigenschaften  eines  Systems  zweier  Geraden  auf  die  Ke- 
gelschnitte anzuwenden.  Eine  von  diesen  Eigenschaften, 
welche  Pascal  in  seinem  Essai  pour  les  coniques  eine 
wunderbare  nennt  und  welche  in  der  That  ausserordent- 
lich fruchtbar  ist,  ist  uns  aufbehalten.  Es  ist  dieses  die 
Relation  zwischen  den  Segmenten ,  welche  von  einem  Ke- 
gelschnitt und  den  vier  Seiten  eiues  darin  eingeschriebe- 
nen Vierecks  auf  einer  Transversale,  welche  willkührlich, 
in  der  Ebene  der  Cane  gezogen  ist,  abgeschnitten  wer- 
den. Die  Relation  selbst  ist  folgende:  „Das  Product  der 
Segmente,  welche  auf  der  Transversale  zwischen  einem 
Punkt  des  Kegelschnitts  und  zweien  gegenüberliegenden 
Seiten  des  Vierecks  enthalten  sind,  und  das  Product  der 
Segmente  zwischen  demselben  Punkt  des  Kegelschnitts 
und  den  beiden  andern  Seiten  des  Vierecks  stehen  unter 
oinander  in  demselben  Verhältnisse  als  die  Productc,  wel- 
che ganz  analog  mit  dem  zweiten  Punkte  des  Kegelschnitt» 
gebildet  werden." 

Dieses  Theorem  wird  von  Pascal  in  seinem  Essai  pour 
les  coniques  und  auch  von  Beaugram:  in  einem  beurt hei- 
lenden Briefe  über  das  Werk  von  Dcsargues,  betitelt: 
Brouillon  projet  (Tune  atteinte  aux  événement  des  ren- 
contres du  cône  avec  un  plan,  angeführt.  Ans  diesem 
Briefe  erfahren  wir  auch,  dass  Dcsargues  die  Relation, 
welche  sein  Theorem  bildet,  eine  Involution  von  sechs 
Punkten  nannte. 

Alan  sieht,  wie  die  sechs  Punkte  sich  entsprechen 
oder  je  zwei  und  zwei  einander  conjugirt  sind.  Desar- 
gues   uutersuehte   auch  den  Fall,   wenn  zwei  conjugirte 
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takte  nsmmmonfallen ,  wodurch  er  die  Involution  von 
ürf  Punkten  erhielt89);  sodann  auch,  wenn  ausserdem 
Mcfc  swei  andre  conjugirtc  Punkte  zusammenfallen,  wo 
■aa  alsdann  nur  vier  Punkte  hat  und  die  Relation  ein 
Mnonisches  Verhfcltniss  wird. 

Die  Relation  der  Involution  von  sechs  Punkten  T  so 
m  wir  sie  angegeben  haben ,  enthält  8  Segmente;  man 
caan  sie  aber  durch  eine  andre  ereetzcu,  in  welche  nur 
i  Segmente  eingehen,  und  dieses  ist  dieselbe,  welcho 
Pappns  fur  die  Segmente,  die  von  den  vier  Seiten  und 
loa  beiden  Diagonalen  auf  einer  Transversale  gebildet 
oreidcn,  gegeben  hat.  (Der  130ste  Satz  im  VII.  Buch 
1er  Mathematischen  Sammlungen.)  Wenn  man  die  bei« 
fea  Diagonalen  als  eine  Linie  zweiter  Ordnung  betrach- 
tet, welche  durch  die  vier  Scheitelpunkte  des  Vierecks 
geht,  no  sieht  man,  dass  das  Theorem  des  Dosargues 
eiae  Verallgemeinerung  des  Satzes  von  Pappus  ist,  in 
creichem  nur  statt  der  beiden  Diagonalen  des  Vierecks 
irgend  ein  durch  die  vier  Scheitelpunkte  gehender  Kegel- 
schnitt gesetzt  ist. 

§.  S3.  Eine  ausgezeichnete  Schrift  von  Brianchon, 
Memoire  sur  les  lignes  du  deuxième  ordre  (Paris  1817), 
gründet  sich  auf  dieses  Theorem  und  zeigt  dessen  ganzen 
Keirhtbum  und  Nutzen.  Aber  es  scheint,  als  habe  Des- 
irgnes  selbst  gewusst,  daraus  Vieles  für  den  Beweis 
»ehrer  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  zu  entnehmen. 
Deoa  eines  Theils  sagt  Beaugrand  in  seinem  Briefe  *°), 
tau  ein  Theil  des  Brouillon  projet  etc.  dazu  benutzt  sei, 
die  Folgerungen  aus  dem  in  Ilcde  stehenden  Theorem  zu 
prüfen;  und  zweitens  finden  wir  in  den  Pratiques  géo- 
uétrales  et  perspectives  des  Graveur  Bosse  folgende  Stelle, 
reiche  sich  wahrscheinlich  auf  dasselbe  Theorem  bezieht. 
lasse  antwortot  den  Vcrläumdcrn  des  Dosargues  und  fügt 
ifixu:  v Unter  Andorn  hat  das,  was  er  über  die  Kegel-* 
chaîne  drucken  licss,  worin  ein  Satz  als  besondere  Fälle 
U  Sitze  aus  den  vier  ersten  Büchern  der  Kegelschnitte 
>n  Apollonius  umfasst,  ihm  die  Achtung  der  Gelehrten 
irorbeu,  welche  ihn   fur  einen  der  eigentlichsten  tico- 


29)  Man  gelangt  auch  noch  auf  anderm  Wege  *a  der  Involution 
*  ffâaf  Paukten ,  wenn  nfiinlich  der  sechste  Punkt  in  der  fhieud- 
fckeit  lie£t,  wobei  sein  conjugirter  eine  höchst  merkwürdige  Lage 
C  lob  wei*A  nicht,  oh  man  diesen  Fall  besonders  geprüft  hat, 
r  weh  oft  darbietet  ohne  data  ma  an  die  Theorie  der  Involution 
«ku 

JO)  Maa  «ehe  Kote  XIV. 


inHrr  mwrrcr  7.cil  hnltrn.  wVrlirn  l'rthwl  t.,   B.  dff  « 

■■•    iiiiircx  Jnhrlitindcnv,    i 
*irii!>rnrli.  " 
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auf  enem  Kegelschnitt  gewühlten  Punkten  'an.  Die  AI- 
len  Jubcn  solche  Relationen  mir  für  bestimmte  Lagen 
der  6  Punkte  gekannt,  z.B.  wenn  vier  von  diesen  Punk- 
leo die  Endpunkte  zweier  parallelen  Sehnen  sind  (die 
hierbei  von  ihnen  angeführte  Relation  war:  die  Producta 
1er  auf  diesen  Sehnen  durch  die  Ycrbindungsschno  der 
beiden  andern  Punkte  gebildeten  Abschnitte  verhalten 
mek  unter  einander  wie  die  Productc  der  auf  der  letztem 
furch  die  beiden  ersten  Sehnen  gebildeten  Abschnitte). 
Sie  brauchten  also  immer  verschiedene  Zwischensatze,  um 
Tw  der  directen  oder  impliciten  Betrachtung  der  fünf 
Puakte  eines  Kegelschnitts  zu  der  Betrachtung  eines  sechs- 
tes Punktes  zu  gelangen.  Hieraus  entstand  die  grosse 
Senge  von  Sätzen,  welche  in  einer  Abhandlung  über  die 
Kegelschnitte  nothweudig  zu  sein  schien,  und  eben  daher 
kam  auch  die  Lauge  ihrer  Beweise.  Zwar  muss  man  zu- 
gestehen, dass  die  Lösung  des  Problems  ad  r/twittor  linca$ 
eae  vollkommen  allgemeine  Eigenschaft  von  6  Punkten 
«es  Kegelschnitts  angiebt,  aber  bis  auf  Apollonius  wurde 
faes  Problem  nicht  vollständig  gelöst,  und  auch  dieser 
Geometer,  welcher  sagt,  dass   er  es  vermöge  der  Princi- 

C,  die  in  seinem  dritten  Buche  stehen,  gelöst  habe, 
vielleicht t  nicht  Zeit  gehabt,  die  Natur  desselben  ge- 
lang zu  ergründen,  so  dass  er  es  nicht  für  passend  hielt, 
Juselbe  in  seine  Elemente  der  Kegelschnitte  einzuführen, 
woraus  man  erkennt,  dass  dieser  Satz  bei  den  Alten 
durchaus  ohne  Anwendung  blieb. 

§.  25.  Wir  haben  schon  gesagt,  dass  Fermât  unter 
tai*cn  als  Porismen  dargestellten  Sätzen  das  Theorem  des 
Deargucs  aufgeführt  hatte,  und  man  kann  nicht  daran 
iweifeln,  dass  dieser  grosse  Geometer  durch  sich  selbst 
dwof  gekommen  ist.  Aber  ausser  dein ,  dass  Ucsargucs 
«mehr  als  25  Jahre  früher  kannte,  hat  dieser  auch  noch 
den  Nutzen  aller  llülfsuittcl  gezeigt,  welche  dieses  Theo- 
!*■  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  darbietet. 

R.  Simson   scheint   bis  auf  die  letzte  Zeit  der  einzige 

Eivcsen  zu  sein,  welcher  sich  dieses  Theorems  bedient 
1.  das  er  in  dem  5tcn  Buch  seines  Tratte  des  Conii/iies 
(h\z  12)  bewiesen  hat.  Er  hat  den  darin  verborgenen 
fcsichtlium  gespürt;  denn  nachdem  er  6  Folgesatze  daraus 
■geleitet,  iü«t  er  hinzu,  dass  sie  natürliche  und  leichte 
kweisc  einiger  Sätze  aus  dem  ersten  Buch  der  Princi/ia 
Newtons  enthalten.  Simson  entlehnte  dieses  Theorem 
to*  den  Werken  Fermais,  wie  mau  aus  seinem  Tratte 
fa  Purüme*  sieht,   wo  er  es  auch  in  Nr.  8  beweist. 
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§.  86.  Man  hat  bis  heute  das  Theorem  des  Dcsftr* 
gues  nur  in  der  Ausdrucksweise  betrachtet,  wie  wir  eil 
angeführt  haben,  und  es  lassen  sich  auch  von  ihm  ia 
dieser  Gesl alt  viele  Anwendungen  machen;  wenn  man  abef 
den  Begriff  des  anharmonischen  Vorhältnisscs  mit  einfuhr^ 
so  kann  man  es  noch  unter  einem  andern  Gesichtspunkts 
betrachten  und  ihm  eine  andre  Form  geben,  welche  «É 
Uim  einen  andern  Satz  macht,  der  neue  Anwendung« 
zulässt.  Dieser  Satz  kann  als  Centralpunkt  in  der  Theorh 
-  der  Kegelschnitte  betrachtet  werden  ;  denn  eine  grosse  j 
Menge  verschiedener  Eigenschaften  dieser  Curven ,  welche 
unter  einander  fremd  und  ohne  Verbindung  zu  sein  sehen» 
nen,  leiten  sich  auf  ganz  natürliche  Weise  aus  ihm  alt 
Mittelpunkt  ab,  und  er  zeigt  einen  einfachen  Weg,  voa 
dem  Theorem  des  Desargucs  zu  dem  des  Pascal  zu  ge- 
langen und  umgekehrt,  und  dann  von  jedem  dieser  beutet 
zu  den  verschiedenen  andern  allgemeinen  Eigenschaften 
der  Kegelschnitte,  wie  z.  B.  zu  dem  herrlichen  Theorett 
Newton's  über  die  organische  Beschreibung  dieser  Curven« 
(S.  Note  XV.) 

§.  87.  Die  Alten  haben  bei  der  Bildung  der  Kegel* 
schnitte  nur  Kegel  mit  kreisförmiger  Basis  betrachtet,  und 
Desargucs  und  Pascal  folgten  ihnen  in  diesem  Punkts^ 
weil  sie  diese  Curven  durch  das  perspcctivischc  Ansehet 
des  Kreises  bildeten.  Es  bot  sich  nun  die  Frage  dar,  ob 
alle  Kegel ,  deren  Basis  irgend  ein  Kegelschnitt  ist ,  gleich- 
bedeutend mit  Kegeln  von  kreisförmiger  Basis  seien,  oder 
mit  andern  Worten,  ob  ein  Kegel,  dessen  Basis  eine 
Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist,  in  einem  Kreise  ge- 
schnitten werden  kann,  und  für  den  Fall,  in  welchem  es 
geschehen  könne,  die  Lage  der  schneidenden  Ebene  M 
bestimmen.  Merscnue  81)  berichtet  uns,  das  es  Desarguef 
war,  welcher  diese  Frage  aufstellte,  die  wegeu  ihrer 
Schwierigkeit  eine  gewisse  Berühmtheit  erlangt  hat;  dena 
sie  gehört  zu  denjenigen,  wclcho  drei  Lösungen  zulasseBj 
indem  sie  in  der  Analysis  von  einer  Gleichung  des  drittes 
Grades  und  in  (1er  Geometrie  von  den  Kegelschnitten  ab- 
hängen. Dcscartcs  hat  sie  durch  die  Principicn  seiner 
neuen  analytischen  Geometrie  gelöst,  und  zwar  auf  eine 
höchst  elegante  Weise  für  den  Fall,  dass  die  Basis 
des  Kegels  eine  Parabel  ist,  wobei  man  nur  einen  Kreis 
braucht,  dessen  Schnitt  mit  der  Parabel  die  verlangte  Lö- 


31)    Vnircnae  geometriae  mixtaeque   mathemaiieae   synop^ 
p.  331,  fol.,  1644. 
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mag  giebt  *■)  Seitdem  hat  dieselbe  Frage  mehre  andre 
berihmte  Oeometer  beschäftigt:  den  Marquis  von  Lhopi- 
UJ**),  Hermann84),  Jaquier**),  welche  denselben  analy- 
tischem Weg  verfolgten  als  Dcscartes ,  nur  mit  Anwendung 
einiger  Vereinfachungen.  So  viel  ich  glaube  hat  noch 
Niemand  wie  rein  geometrische  und  graphische  Losung 
dieses  Problems  gegeben,  und  dennoch  verschwindet  die, 
Schwierigkeit  vor  den  neuen  Lehren  der  Geometrie,  welche 
■ehre  verschiedene  Lösungen  desselben  liefern  kann.3*) 

§.  tS.  Von  Desargues  haben  wir  auch  noch  eine 
Eigenschaft  der  Dreiecke,  welche  in  der  neuem  Geometrie 
ein  Fondamental  -  Satz  von  ausserordentlicher  Anwendung 

E orden  ist.    Nämlich:    Wenn  von  den  Sc/.citcln  zweier 
ecke,  die  sich  im  Raum  oder  in  einer  Ebene  befinden. 


32)  Lettrt*  de  De$cartes%  Aufgabe  in  12.,  Th.  VI,  8.  328. 

33)  Trmité  analytique  de$  Mettion*  coxif/«*«,  B.  10,  S.  407« 

3t)  Conwuntarii  Academiae  Petropolitunae ,  TIi.  Vi,  Jahr  1732 
«11733. 

35)  Elementi  di  ptrtpectiva  9  Rom  1755,  23.  140. 

36)  Es  reicht  fein,  die  drei  Hauptaxcn  des  Kegel«  zu  bestimmen f 
wenn  man  diese  kennt,  kann  man  unmittelbar  auf  die  Lage 
[heaea  der  Kreisschnitte  schliessen.     Um  diese  drei  Axen  zu 

,  lege  ich  durch  die  grosse  Axe  des  Kegelschnitts  C\  wel- 
cher dem  Kegel  zur  Basia  dient,  eine  Ebene  senkrecht  auf  diese 
Cur«,  und  In  dieser  Kbeue  denke  ich  mir  einen  zweiten  Kegel- 
Kbaüi,  welcher  zu  Scheiteln  und  zu  Brenn  punkten  bezüglich  die 
anaipunkte  und  Scheitel  des  ersten  hat.  Diesen  «weiten  Kegel  - 
•etat  betrachte  ich  als  die  Basis  eines  «weiten  Kegels,  welcher 
ail  dem  ersten  den  Scheitel  gemein  hat.  Dieser  neue  Kegel  schnei- 
te die  Kbeue  des  Kegelschnitts  C  in  einem  audern  Kegelschnitt. 
Dirne  beiden  Curveu  schneiden  sich  in  vier  Punkten,  welche  die 
amcitel  eine*  Vierecks  sein  werden,  in  welchem  die  Durchschnltts- 
peskte  der  gegenüberliegenden  Seiten  uud  der  Durchschnittspunkt  der 
Diagonalen  den  gesuchten  drei  Axen  angehören.  — 

Zweite  I-öHiiug:  Durch  den  Scheitel  des  gegebenen  Kegels  siehe 
gerade  Linien,  welche  senkrecht  auf  den  Tangenten  -  Ebenen  des-* 
sieben,  so  bilden  diese  einen  «weiten  Kegel  vom  zweiten  Grade, 
welcher  die  Ebene  des  Kegelschnitts,  der  die  Basis  des  ersten  Kegel* 
bildet.  ?n  einem  aweiten  Kegelschnitt  schneidet.  Diese  beiden  Cur- 
von  treffen  sich  in  Tier  Punkten,  welche  wie  vorhin  zur  Lösung  dea 
PraMems  dienen. 

■ 

Wir  mü*»en  noch  allgemeiner  hinzufügen,  dass  es  in  der  Kbeno 
der  beiden  Curven  drei  solche  Punkte  giebt,  da*s  jeder  von  ihnen 
dieselbe  Polaire  in  Bezog  auf  die  beiden  Kegelschnitte  hat,  welche 
drei  Punkte  den  drei  gebuchten  llauptaxcii  angehören. 

Wir  haben  noch  verschiedene  andre  Losungen  dieses  Problems 
gefunden,  welche  aber  alle  die  Conntriirtioii  eine*  Kegelschnitt*  er- 
mrde/n,   was   auch  nothweudig  ist,   da  das  Problem  drei  Losungen 


zwei  und  zwei  auf  drei  in  oinem  Punkte  zusammenlaufen' 
den  Geraden  liegen,  so  schneiden  sich  ihre  Seiten  in  dri 
Punkten ,  welche  in  gerader  Linie  liegen ,  und  umgekehrt» 
Dieses  Theorem  findet  sich  mit  zwei  andern,  wovm 
eines  das  reeiproke  davon  ist,  am  Ende  des  Traité  ê 
perspective,  welcher  von  Bosse37)  nach  den  Principiej 
und  der  Methode  des  Desargues  zusammengestellt  um 
1636  herausgegeben  ist.  Wenn  die  beiden  Dreiecke  a 
zwei  verschiedenen  Ebenen  liegen ,  so  ist  dieses  Theorett 
wie  Desargues  bemerkt,  eine  anschauliche  Wahrheit;  wen 
sie  in  derselben  Ebene  liegen,  so  hat  der  Beweis  dal 
Merkwürdige,  dass  dabei  von  dem  Ptolemäischen  Satt 
über  das  vmi  einer  Transversale  geschnittene  Dreied 
Gebrauch  gemacht  wird.  Es  gehört  dies  zu  den  erst« 
Beispielen  bei  den  Neuern,  dass  dieses  berühmte  Theorem 
welches  seitdem  die  Grundlage  für  die  Theorie  der  Trans- 
versalen geworden  ist,  in  Anwendung  gebracht  wurde. 

In  letzter  Zeit  wurde  das  Theorem  des  Dcsargnei 
zum  ersten  Male  wieder  von  Scrvois  hervorgerufen  ii 
seinem  Werke:  Solutions  peu  connues  etc.  und  hernael 
von  Brianchon  (Correspondance  polytechnique,  t.  III,  p.  3) 
von  Poncclct  (Traité  des  propriétés  projectives)  und  v« 
Sturm  und  Gergonne  (Annales  de  mathématiques,  U  XV 
und  XVII)  vielfältig  angewandt.  Poncelet  hat  es  ni 
Grundlage  seiner  schönen  Theorie  der  homologischen  Fi* 
guren  (figures  homologiques')  gemacht,  indem  er  die  beide 
in  Kode  stehenden  Dreiecke  homologische  nennt,  den  Durch« 
schuittspuiikt  der  drei  Geraden,  welche  zwei  und  zwt 
ihrer  Scheitel  verbinden,  den  Mittelpunkt  der  llomologh 
(centre  d*hotnologie)y  und  die  Gerade,  auf  welcher  sid 
zwei  und  zwei  ihrer  Seiten  schneiden,  die  Axe  der  B* 
mologie  (axe  dhomologie'). 

§.  29.  Man  hat  sich  bisher  nur  der  beschreibende! 
Eigenschaften  der  beiden  genannten  Dreiecke  bedient  um 
ihre  metrischen  Verhältnisse  oder  die  der  Grösse,  welch 
nicht  weniger  wichtig  als  die  der  Lage  sind,  noch  nick 
allgemein  betrachtet.  Man  kennt  nur  einzelne  besondr 
Fälle  davon,  so  z.  B.  wenn  die  beiden  Dreiecke  ähnlid 
sind  und  ähnlich  liegen,  für  welchen  Fall  die  Axe  de 
Homologie  in  der  Unendlichkeit  ist;  sodann  weiss  mai 
dass  die  Entfernungen  des  Aehnlichkeitspunktes  von  irgen 


37)  Mattiere  universelle  de  M.  Desargues,  pour  pratiquer  1 
perspective  par  petit  ~pied7  couwte  te  yèométral.*  in  8,  164 
p.  403. 
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w«  kamologen  Punkten  in  einem  constanten  Vcrhältniss 
tetai;  und  wenn  der  Mittelpunkt  der  Homologie  zweier 
Merke  in  der  Unendlichkeit  liegt,  dann  weiss  man, 
iss  die  Entfernungen  zweier  homologen  Punkte  von  der 
xe  der  Homologie  in  constantem  Vcrhältniss  stehen, 
an  sieht  leicht,  dass  diese  beiden  Relationen  nur  be- 
ttdere  Fälle  von  einer  gewissen  allgemeinen  Relation 
ad,  welche  sich  auf  irgend  zwei  homologische  Dreiecke 
»ehe,  wobei  weder  der  Mittelpunkt  noch  die  Axc  der 
onohgie  in  der  Unendlichkeit  liegen;  diese  besteht  in 
dgendem:  „Das  Vcrhältniss  der  Entfernungen  zweier 
moJogcn  Scheitel  der  beiden  Dreiecke  von  ihrem  Mit- 
ilpankt  der  Homologie  steht  zu  dem  Vcrhältniss  der 
atfeniunjren  derselben  beiden  Scheitel  von  der  Axe  der 
Offlologie  in  constantem  Verhältnisse'  Dieses  Thco- 
«  ist  von  ausserordentlichem  Nutzen ,  indem  sich  daraus 
iele  neue  Eigenschaften  der  hoinologischcii  Figuren  ab- 
iten  lassen,  besonders  für  ein  System  zweier  Kcgel- 
Inittc,  von  denen  man  nur  beschreibende  Eigenschaften 
Igemein  untersucht  hat.  38) 

Wir  bemerken  noch  von  dem  Theorem  des  Dcsar- 
K9.  dass  es  ganz  einfach  auf  ein  hübsches  Priucip  der 
erspective  fuhrt ,  welches  gewisser  Maasscn  seine  ur- 
irÜDglichc  Bestimmung  gewesen  zu  sein  scheint.  «Wenn 
m  zwei  Figuren  im  Raum  die  eine  die  Perspective  der 
idern  ist,  und  mau  dreht  die  Ebene  der  ersten  um  die 
tyrehschnittsiinie  derselben  mit  der  Ebene  der  zweiten, 
i  laufen  die  Geraden,  welche  die  corrcspoiidireudeu 
takte  beider  Figuren  verbinden ,  immer  in  einem  Punkte 
Wammen  Är):  was  selbst  dann  noch  der  Fall  sein  wird, 
renn  beide  Figuren  auf  einander  gelegt  werden.'1  Dieses 
'heorem  gewährt  ein  leichtes  Ein  sehn  in  gewisse  practi- 
che  Anwendungen  der  Perspective. 

f.  30.  Dcsargues  hat  sich  auch  mit  den  Auwcuduii- 
!vn  der  Geometrie  auf  die  Künste  beschäftigt  und  diesen 
offenstand  als  ein  Murin  von  ilbcrlegciiem  Geiste  behan- 
Wt.  indem  er  mit  einer  Genauigkeit,  die  oft  sogar  den 
îûnstleni  fremd  war,  die  Principieu  der  Allgemeinheit  an- 


■W)  Die  bis  jetzt  bekannt  ^cwonlcnen  metrischen  Verliültntac 
Weier  Kr^eNcîmittc  redlichen  mcIi,  wie  icli  ul;:nho,  auf  einige  liar- 
•Mi*'  lie  Relationen 

33)  L)ie.*er  Vercint^iui^pnnkt  verändert  seine  La:,e  im  Ilaum, 
h4  sau  "ielit  Icirht,  da**  er  einen  Krei*  be>ihreil>t  ,  dc.->cn  Khone 
^J^t*:iit  anï  der  Uiirclidcliiiittdliuic  der  Ebenen  beider  Finnen  >telit. 


wandte,  welche  wir  in  seinen  Untersuchungen  über 
reine  Geometrie  erkannt  haben. 

Verschiedene  Schriften  über  die  Perspective ,  über  i 
Schnitt  der  Steine  und  über  die  Verfertigung  der  Sonn< 
uhren  sind  von  ihm  ins  Publicum  gekommen;  sie  sehen 
aber  sehr  kurz  und  so  zu  sagen  nur  Entwürfe  gewa 
zu  sein,  welche  das  Wesentliche  von  Werken  enthielt 
die  noch  erst  entwickelt  und  vollständig  ausgearbeitet  w» 
den  sollten.  Einige  Jahre  später  wurde  der  berühmte  O 
veur  Bosse ,  welcher  zwar  nur  ein  mittelmäßiger  Geomc 
war,  aber  doch  Scharfsinn  genug  besass,  um  den  Ch 
des  Desargues  zu  schätzen,  von  diesem  in  seine  nei 
Ideen  eingeweiht,  welche  er  von  Neuem  beschrieb,  ai 
auf  eine  ganz  merkwürdig  weitschweifige  Weise,  von  i 
er  zwar  glaubte,  dass  sie  dem  Bedürfniss  eines  Künstl 
angemessen  wäre,  welche  aber  einem  Geometer  nicht  | 
nügen  kann.  Da  jedoch  die  Originalschriften  von  De« 
gucs  verloren  gegangen  sind,  so  haben  die  von  Bot 
eine  gewisse  Wichtigkeit  erlangt  Denn  einem  Geomefl 
welcher  sie  mit  Aufmerksamkeit  lesen  will,  genügen  i 
um  die  theoretischen  Principien  wieder  herzustellen,  w< 
che  den  verschiedenen  practischon  Erfindungen  des  D< 
argues  in  seinen  Originalwerken  zum  Grunde  gelegen  1 
bcn.    Die  Titel  derselben  sind  folgende: 

1)  Méthode  universelle  de  mettre  en  perspective 
objets  donnés  réellement,  ou  en  devis,  avec  leurs  pi 
portions ,  mesures,  éloignemens,  sans  employer  am 
point  qui  soit  hors  du  champ  de  F ouvrage ^  par  G.  D. 
(Girard  Desargues  Lyonnois),  Paris  1636.  Das  P 
vilegium  war  von  1630. 

2)  Brouillon  projet  de  la  coupe  des  pierres.    1640. 

3)  Les  cadrans,  ou  moyen  de  placer  le  style,  ou  Pa, 
am  Ende  des  genanuten  Brouillon.  40) 

Die  von  Bosse  umgearbeitete  Abhandlung  über  die  P< 
spcclive  enthält  ein  Fragment  des  ursprünglichen  Wei 
von  Desargues,  in  welchem  man  die  Grundlage  und  \ 
wirklich  Wesentliche  des  ganzen  Werks  von  Bosse  < 
kennt.     Das,  was  Desargucs  beabsichtigte,   bestand  dai 


40)  Den  Titel  des  ersten  dicker  Werte  halten  wir  in  der  I 
spectiee  de  Niveron  (.in  fol.,  1652)  und  in  der  von  Lambert  Ur  Tl 
Zürich  1773,  in  8.)  gefunden;  die  Titel  dur  beiden  andern,  wel 
gegenwärtig  ganz  unbekannt  zu  «ein  scheinen,  da  sie  nirgend« 
wähnt  werden,  in  einem  sehr  seltenen  Werke  von  J.  Curatx 
Krumen  des  Oeuvres  du  sieur  Desarflites  :  Paris  1644 ,  in  4.  C8I 


ai 

da«  er  die  Perspective  in  Anwendung  bringen  wollte, 
obae  m  Bild  des  Gegenstandes  dabei  zu  benutzen ,  indem 
er  jar  mit  Hülfe  der  Gesichtslinien  die  Lage  jedes  seiner 
Pvkle  im  Raum  angab,  so  wie  diese  Gosichtslinicn  in 
der  Baukunst  dazu  dienen,  den  Grundriss  und  die  Durch- 
schnitte des  Gegenstandes  zu  construiren.  Bei  dieser  Ge- 
(qpnheit  dachte  er  sich  auch  den  jetzt  so  sehr  gebrauch- 
ten verjüngten  Maassstab  aus,  welcher  noch  in  einigen 
Werken  über  die  Perspective  den  Namen  des  Desargucs 
fahrt  (S.  das  von  Ozanam,  S.  68  in  der  Ausgabe  von 
WM,  in  8.) 

Nach  dem  Zeugniss  Fermat's  war  dieses  Werk  höchst 
angenehm  und  mit  grossem  Scharfsinn  geschrieben.  Auch 
Descartes  fällte  darüber  ein  ähnliches  Urtheil,  indem  er 
n  Mersenne  schrieb:  „Ich  habe  vor  einigen  Tagen  die 
nir  zugeschickten  beiden  kleinen  Bücher  in  fol.  erhalten, 
von  denen  das  eine,  welches  von  der  Perspective  handelt 
(«ad  dieses  icar  von  Desanjues),  noch  seiner  sorgfältigen 
nd  zierlichen  Sprache  wegen  besonders  zu  schätzen  ist." 
(Lettre* ,  tom.  IV,  p.  857.) 

Das  Buch  über  die  Quadranten*1)  erhielt  auch  die 
Billigung  des  Descartcs,  welcher  fand,  dass  „die  Erfin- 
dung ganz  vorzüglich  wäre,  und  um  so  geistreicher,  je 
eiüftchcr  sie  wäre."  {Lettres,  tom.  IV,  p.  147.)  Dieser 
grosse  Geist  sprach  nicht  sein  Urtheil  über  das  Werk 
vom  Schnitt  der  Steine  aus,  weil  die  Figuren  dazu 
fehlten.  «) 

Es  scheint,  dass  die  Erfindung  der  Epicycloidcn  und 
ihrer  Anwendung  in  der  Mechanik,  wovon  Leibnitz  die 
Ehre  für  den  berühmten  Astronomen  Römer  in  Anspruch 
nimmt,  dem  Desargucs  gebührt.  Denn  De  La  Hirc  be- 
richtet uns  in  der  Vorrede  zu  seinem  Traité  des  vpici/- 
tkides,  dass  er  im  Schlosse  zu  Bcaulicu  bei  Paris  ein 
Bad  mit  cpicycloidischen  Zähnen  gemacht  habe,  in  Stelle 
einet  andern  ihm  ähnlichen,  welches  früher  von  Desargues 


41)  Eine  Art  Schraubenstock,   die  Edelsteine   beim  Schleifen  da- 
■it  festzuhalten. 

42)  Hailift  *ai:t  in  seinem  Leben  Pescnrtes's ,   dass  diese  beiden 
Bücher   de*    l>e.«argiie»    erst    1643    veröffentlicht  wären.      Diese*    ist 
aber  ein  Fehler,    Baillct  verwechselt  sie  mit  denen  von  Bosse,   wel- 
che ntrklich  1043  erschienen.     Dieser  Schriftsteller  wusste  nicht,  dass 
Itoargtie*     1040  seinen    Jlrouillun  pntjet   de  la  coupe  den   pierres 
teraa«gcjgeheu  hatte,  zu  dem  die  Quadranten  gefügt   waren;  und 
die*««  i»t  das  einzige  Werk ,  vou  welchem  Descartcs  in  seinem  Briet 
sa  Mcrseuac,  1041,  bat  sprechen  können. 

6» 
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construirt  wäre.  Do  La  Iure  wiederholt  sogar  in  dei 
Vorrede  zu  seinem  Traité  de  mécanique  (1695),  dass  « 
die  Construction  eines  Rades  mit  unmerklicher  Rcibunf 
gegeben  habe ,  dessen  erste  Erfindung  von  Desargues  her- 
rühre ,  einem  der  bedeutendsten  Geometer  des  Jahrhtm* 
derts. 

§.  31.  Der  Hauptcharacter  in  don  Schriften  des  Des- 
argues  ist  eine  grosse  Allgemeinheit  in  den  theoretisch« 
Principien  und  in  ihren  Anwendungen,  wie  man  sie  in  de 
ausgezeichneten  und  anerkannten  Géométrie  descriptive  vos 
Monge  findet.  So  sagt  er  im  Anfang  seines  Entwurf 
über  das  Schneiden  der  Steine,  dass  seine  Manier,  di 
Steine  zu  schneiden,  denselben  Grund  habe,  als  seine  An 
die  Perspective  in  Anwendung  zu  bringen.  *8)  Und  i 
einem  Briefe,  der  1643  geschrieben  und  der  von  Boss* 
bearbeiteten  Abhandlung  über  die  Quadranten  beigefugt  ist 
spricht  Dcsargucs  von  seinem  Vorsatz  und  von  seiner  Art 
und  Weise,  diese  Materien  im  Allgemeinen  aufzufassen 
da  sie  nur  unter  dieser  Form  den  Gelehrten  zugänglich  ist 
Wir  führen  noch  eine  Stolle  gemäss  don  Pratiques  gëo* 
métrales  et  perspectives  von  Bosse  an:  „Dcsargucs  fuhrt* 
seine  Beweise  ganz  allgemein  vermittelst  der  Körper  Qhn 
les  solides) ,  was  nicht  der  gewöhnliche  Gebrauch  bei  den« 
ist,  welche  sich  Geometer  oder  Mathematiker  nennen. 
Sollen  diese  Worte  des  Bosse,  par  tes  solides ,  nur  andeu- 
ten, dass  Desargues  bei  seinen  Beweisen  die  Betrachten) 
der  Figuren  von  drei  Dimensionen  anwandte,  um  dadurd 
zu  den  Eigenschaften  der  ebenen  Figuren  zu  gelanget 
was  heut  zu  Tage  die  Schule  des  Monge  in  der  specu 
lativen  Geometrie  characterisirt? 

Mehre  Stellen  in  den  Briefen  Dcscartcss  zeigen ,  das 
Desargues  seine  mathematischen  Untersuchungen  nicht  au 
die  Geometrie  allein  und  ihre  Anwendungen  einschränkt! 
sondern  dass  er  auch  über  Analysis  schrieb,  ja  man  sieh 
sogar,  dass  er  mit  philosophischen  Materien  nicht  wenig« 
vertraut  war. 

Diese  Details  beweisen  das  Genie  des  Dcsarguei 
welchen  die  ausgezeichnetsten  Zeitgenossen,  Dcscartet 
Pascal,  Format,  ausserordentlich  hochschätzten,  währen 
die  mittclmässigon  Köpfp,  für  deren  Fassungskraft  di 
Neuheit  und  Allgemeinheit  seiner  Bctrachtungs  -  Weise 
zu  hoch  waren ,  ihn  verfolgten  und  verleumdeten.    Poncc 


43)    niesen    Ausspruch    de*  Dcsargucs    berichtet    uns   Cur  ab* 
!S.  70  setucs  vorhin  erwähnten  Werke». 


£ 
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lec  irv  der  erste ,  welcher  in  seinem  Traité  des  propriétés 
pnjictites  diesen  wahrhaft  gelehrten  Geomcter  schätzen 
Mite  und  ihn  unter  dem  verdienton  Namen  „eines  Monge 
lenes  Jahrhunderts  "  als  einen  der  Begründer  der  neuem 
Geonetrie  anerkannte. 

Wir  werden  in  Note  XtV  noch  einiges  Nähere  über 
Desargues  beibringen. 

Erat  mehr  als  ein  Jahrhundert  später  finden  wir  den 
Gast  der  Methoden  des  Desargucs  und  Pascal  wieder. 
De  La  Hire  hat  sie  uns  in  seinem  ersten  Werke  über 
Kegelschnitte  (1673)  mitgetheilt,  welcher  von  dem  Brouil- 
k*  projet  des  coniques  des  Desargues  Kenntniss  gehabt 
tten  muss,  weil  er  den  Titel  desselben  anfuhrt,  wäh- 
rend der  Essai  pour  les  coniques  des  Pascal  schon  ver- 
gessen gewesen  zu  sein  scheint.44) 

$.  32.    Wenn  man  in  historischer  Hinsicht  von  den 
Arbeiten  des  Desargucs  und  Pascal  über  die  Kegelschnitte 
spricht,   so    muss    man   auch  eines  dritten   gleichzeitigen 
i  Getmetcrs  erwähnen,  welcher  ihnen  in  diesem  Thcil  der 
Wnsenschaft  um  einige  Jahre  zuvorgekommen      i\iUfiorae 
■L   Mydorgc ,  der  als  Gelehrter  und  als  Freund  1535  L_  1647# 
in  berühmten  Descartcs  bekannt  ist,  hat  das 
Verdienst,  der  erste  in  Frankreich  gewesen  zu  sein,  wel- 
cher eine  Abhandlung  über   die  Kegelschnitte  schrieb   und 
welcher  die  Beweise  der  Alten  zu  vereinfachen  und  über 
deren  Leistungen   in   Bezug  auf  diesen   Gegenstand  hin- 
Msaugehen  versuchte.    Sein  Werk  erschien  zuerst  1631 
in  zwei  Büchern   und  dann  1641  in  vier  Büchern,  worauf 
■ech  vier  audre  folgen  sollten,  die  aber  Manuscript  gc- 
kieben  sind.    Merseune  hat  uns  die  Titel  davon  in  seinen 
CoUectaueen  über  die  gesammte  Geometrie  S.  329  mitge- 
Ihdlt.     Bei  Mydorge  war  es  nicht  wie  bei  Desargucs  und 
Fiscal   der  Hauptzweck,    die  Eigenschaften    der   Kegel- 
schnitte aus  denen  des  Kreises  durch  die  Perspective  oder 
durch  beständige   Betrachtung  des  Kegels,    auf  welchem 
sie  erzeugt  werden,  abzuleiten.    Sein  Werk  war  ganz  im 
Styl  der  Alten  geschrieben.    Da  er  aber  mehr  als  diese 


44)  Cum  nihil  de  his  PftscalU,  Desarguesii  /intern  ptiucaMnt 
édita,  ro  aratior  fuit  tnhor  dwtisslmi  geometrae  Ph.  de  La  flirr, 
qui  rextigii*  Utorusn  insistens*  multaque  perpulchra  dt  suo  ail- 
jiriau*  ja  m  ante  12  anno*  Übet  tum  titulo  Xorae  methodi  se- 
rtionet  ronicas  et  cylindricas  etplicandi  edidit  .... 
i.icia  Erud.i  ans.  16&>,  p.  400.) 


von  der  Betrachtung  des  Kegels  Gebrauch  machte  **),  so 
konnte  er  Sätze,  fur  die  Apollonius  drei  Beweise  brauchte^ 
in  einen  einzigen  zusammenfassen,  wodurch  er  diesen 
Gegenstand  bedeutend  vereinfachte. 

Bemerkenswert  ist  in  dem  Werke  von  Mydorge  eine 
elegante  Lösung  des  Problems:  „einen  gegebenen  Kegel- 
schnitt suf  einen'  gegebenen  Kegel  zu  legen",  welches* 
Apollonius  in  seinem  sechsten  Buch  nur  fur  den  gerades 
Kegel  löste.    (3tes  Buch,  Sätze  39,  40,  41.) 

Das  zweite  Buch  ist  fur  die  Beschreibung  der  Kegel- 
schnitte durch  Punkte  in  der  Ebene  bestimmt,  ein  Gegen- 
stand, mit  dem  sich  Apollonius  gar  nicht  beschäftigt  hat, 
der  sich  aber  in  den  Locis  solidis  des  Aristäus  findet; 
denn  dieses  Werk  betrachtet  die  Kegelschnitte  in  der 
Ebene  und  will  auf  sie  aus  ihren  Eigenschaften  kommen, 
welche  keinen  Thcil  der  Elementa  conica  des  Apollonius 
ausmachen,  da  Aristäus  selbst  ein  ähnliches  Werk,  wel- 
ches von  seinen  Locis  solidis  verschieden  ist,  geschrie- 
ben hat. 

Von  den  Beschreibungsarten  des  Mydorge  fuhren  wir 
an,    dass    die  Ellipse  durch  einen  Punkt  einer  Geraden, 
deren  beide  Endpunkte  auf  zwei  festen  Geraden  hinglei- 
ten, beschrieben  wird10),  und  dass  man  dieselbe  Cum 
erhält,  wenn  man  in  einem  Kreise  alle  Ordinaten  in  ebeoa 
constanten  Vcrhältniss  verlängert,    welche  letztere  Con— 
struetionsmethodo   schon  Stevin  angewandt  hatte  (Oeuvrer 
mathématiques,  p.  348).    In  demselben  Buch   findet  man, 
dass,   wenn  man  von   einem  Punkt  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  Radien  nach  den  Punkten  der  Curve  Hehl 
und  diese  in  einem  gegebenen  Verhältniss  verlängert,  ihn 
Endpunkte  auf  einem  neuen  Kegelschnitt   liegen   werde«, 
welcher   dem  ersten  ähnlich  ist.    Diesen  so  höchst  ein- 
fachen Satz,  der  seinem  Wesen  nach  im  6ten  Buch  des 
Apollonius,    welches    von    ähnlichen  Kegelschnitten  han- 
delt, enthalten  ist,  fuhren  wir  hier  nur  an,  weil  er  nebst 
der  vorher  genannten  Beschreibungsart  (vermöge  der  Ver- 


45)  Wir  werden  über  die  Methode  der  Altcu  einiges  Genauere 
anführen,  wenn  wir  von  dem  grossen  Traité  des  coniques  des 
De  La  Uire  sprechen  werden. 

46)  Die  Richtigkeit  dieser  Beschreibungsart  war  schon  von  Ste- 
vin bewiesen,  der  ihre  Erfindung  dem  Guido  Ubaldi  zuschreibt,  wel- 
cher sie  in  seinem  Werk  Planisjthaericorum  universal  tum  Tkeoria 
(in  4.,  1579)  iu  der  That  gegeben  hatte;  aber  diese  Beschreibung 
der  Kllipse  war  schon  den  Alten  bekannt,  wie  uns  Proclu*  In  sei- 
nem Commenta r  zum  2ten  Matz  des  Isten  Bachs  des  Euciid  lehrt. 


liogmug   der  Ordinaton    in    einem    bestimmten  Verhält- 
oms)  der  Ausgangspunkt    und    der   einfachste  Fall  einer 
Methode  der  Deformation   der  Figuren  ist,   welche    von 
De  La  Hire  und  Newton  erweitert  und  von  Poncelct  in 
«einem  Traité  des  figures  projeetives  auf  Figuren  von  drei 
Dimensionen  ausgedehnt  wurde  und  welche  wir  im  Zu- 
stand des  Wachsthums,  wie  wir  sie  in  unserm  Memoire 
ober  die  Geometrie  unter  dem  Titel   der  tomographischen 
üefonmation  darstellen,  als  eine  der  wirksamsten  Metho- 
den der  neuern  Geometrie  betrachten. 

£  33.     Die    Ausführlichkeit,    mit    welcher    wir   die 
Werke  von  Desargues    und  Pascal  analysât  haben,   hat 
uns  vtm  dem  andern  Theil  der   Geometrie,  der  sich  auf 
die  Messung  bezieht  und  der   direct  oder  mittelbar,    mit 
mehr  oder  weniger  Künstlichkeit   die  Betrachtungen  des 
Unendlichen  in  Anwendung  bringt,  entfernt.     Wir  kehren 
daher  zu  diesem  Theil  der  Wissenschaft  zurück,  als  deren 
Erfinder  wir  bereits:  Kepler,    Guldin,    Cavallcri,  Format, 
Roberval  und  Pascal  genannt  haben.    Als  Nachfolger  die- 
ser geistreichen  Männer  finden  wir  Grégoire  von  St.  Vin- 
caat,  der  ihnen  im  Hange  nicht  nachsteht. 

Dieser  in  der  alten  Geometrie  so  ausser- 
ordentlich bewanderte  Geometcr  wandte,  wie  ^7^i^r*«? 
Ctvalleri  und  Roberval ,  nur  auf  eine  ihm  ei-  15^4  _  i667] 
gnthümliche  Art,  die  Methoden  Archimed's  auf 
fc  Quadratur  von  Flächen  an,  die   von  krummen  Linien 
begrenzt  werden.    Seine  Methode,  die  er  Ductus  plani  in 
ptuum  betitelte,  ist  wie  die   des  Cavalleri  und  Roberval 
aae  Vervollkommnung  der  Exhaustionsmcthode  und  eben 
»  streng  als  diese,  nur  dass  sie  sich  viel  leichter  als  die 
indem   in  Anwendung  bringen  lässt.      Die   verschiedene 
Uge  der  in  und  um  Curvcn  beschriebenen  Polygone  ver- 
galtet einen   ausgedehnteren   Gebrauch,   woraus   Grégoire 
von  St.  Vincent  bedeutenden  Nutzen  zu  ziehen  wusste. 
Dieser  Unterschied  zwischen  der  Methode  des  Archimcdes 
und  der  des  Grcgoiro  von  St.  Vincent  hat  noch  einen  an- 
dern sehr  bedeutenden 'Vortheil  gebracht;   denn   man  kann 
mü  Recht  annehmen ,  dass  das  kleine  Differential  -  Dreieck, 
welches    in    den   Figuren    des   Grégoire    von   St.  Vincent 
«wischen  der  Curve  und  zwei  auf  einander  folgenden  Sei- 
ten eines   der  beiden  in-  oder  umbeschriebenen  Polygone 
erscheint,  Barrow,   Lcibnitz  und   Newton  zum  Infinitesi- 
malcalcul  geführt  habe.    Dieses  findet  man  aber  in  jeder 
Wissenschaft,  dass  alle  Wahrheiten  sich  an  einander  rei- 
ben  und   erweitern,    und    dass   die    grössten  Entdcckun- 


gen,  weit  davon  entfernt,  unmittelbare  Inspiration  su  se 
schon  durch  viele  Vorgänger  vorbereitet  sind. 

Grégoire  von  St.  Vincent,  dessen  Vordienste  ung 
achtet  der  gewichtigen  Urtheilo  von  Huygens  und  Leibni 
nicht  genug  anerkannt  werden47),  bereicherte  auch  < 
Geometrie  mit  unzähligen  Kotdeckungen  über  die  Kegc 
schnitte.  So  schreibt  sich  von  ihm  die  Kenntniss  d 
merkwürdigen  Eigenschaft  her,  dass  die  hyperbolisch 
Räume  zwischen  den  Asymptoten  den  Logarithmen  d 
Abscissen  gleich  sind. 

Von  seinen  zahlreichen  Methoden,  die  Kcgelschnit 
in  der  Ebene,  den  einen  durch  den  andern  zu  erzeug! 
wollen  wir  hier  zwei  Vcrfahrungsarten  anfuhren,  diç  seil 
dem  vielfältige  practischc  Anwendung  gefunden  haben  un 
die  der  Ausgangspunkt  für  eine  Reihe  von  Methoden  » 
Umformung  von  Figuren  geworden  sind,  welche  die  Haupt 


47)  Leibnitz  schreibt:  Majora  {nempe  Galileanis  et  Cavaü 
rianis)  suüsidiu  attulerunt  triumniri  célèbre*,  Càrtesius  osten 
ratione  lineas  Geometriae  communis  exprimendi  per  aequatiout 
Fertnatius  inventa  methodo  de  maximis  et  rninimis:  ac  Gregori 
a  saneto  Vincentio  muftis  praeclaris  inventis,  {.Acta  erud.%  161 
und  Oeuvres  de  Leibnitz,  tom.  111,  p.  192.)  Fünfzehn  Jahre  darf 
schrieb  Leibnitz  noch:  Etsi  Gregorius  a  Ä.  Vincentio  qtiadraturt 
circuli  et  hyperbolae  non  absolverit  ,  egregia  tarnen  multa  dei 
{Oeuvres  de  Leibnitz,  tom.  VI,  p.  189.) 

Montucla  sagt  in  seiner  Histoire  de*  mathématiques:  „E 
Werk  des  Grégoire  von  St.  Vincent  Ist  ein  wahrer  Schatz,  ei 
reiche  Fu  :d»rube  von  geometrischen  Wahrheiten  und  wichtigen  Kl 
deckungen.  " 

Wenn  die  Werke  des  Grégoire  von  St  Vincent  nicht  so  berfle 
sichtitU  werdeu,  wie  sie  es  verdienen,  so  liegt  der  Grund  da* 
ohne  Zweifel  nur  in  der  beinahe  gleichzeitigen  Entdeckung  der  Ge 
metrio  den  Descartes  und  der  Infinitesimalrechnung,  welche  alle  Ü 
tersuchnugeu  auf  diese  Rechnungsart  lenkten.  Wir  glauben  mit  Recl 
nach  dem  doppelten  Zcngniss,  welches  wir  so  eben  über  diesen  Ge 
meter  angeführt  haben,  die  jungen  Mathematiker,  die  in  die  Hüll 
quellen  und  in  die  Ausbildung  der  Geometrie  Vertrauen  setzeu,  I 
dessen  Werke  hinweisen  zu  können.  Mehre  seiner  schüuen  Et 
deckuiixeu  werden  ihnen  noch  neu  erscheinen. 

Eine  interessante  Notiz  von  Quetelet  über  Grégoire  von  St  Vi 
cent  benachrichtigt  uns,  dass  dieser  viele  Manuscripte  hiuterlau 
hat,  welche  sich  in  13  Folio  -  Bänden  im  Besitz  der  Bibliothek  * 
Brüssel  befinden.  „Es  wäre  zu  wünschen",  fügt  {Juctelet  hin; 
„dass  ein  Freund  der  Wissenschaften  sich  der  Mühe  unterziel 
möchte,  diese*  kostbare  Denkmal  ntther  zu  prüfen.  Er  dürfte  vi 
leicht  Sachen  finden,  welche  wir  selbst  gegenwärtig  noch  nicht  k< 
neu.  Denn  die  Kegelschnitte  bieten  eine  unversiegbare  Quelle  i 
Eigenschaften  dar ,  so  dass  mau  nicht  ohne  Vermessenheit  behau p 
a:iu ,  da**  diese  Materie  bereits  erschöpft  sei.**  {.Correspondu 
mathématique  et  physique ,  tom.  I,  p.  162.) 


Mra  der  neuern  Geometrie  ausmachen.  Die  erste,  wel- 
ch schon  von  Stevin  und  Mydorge  angewandt  wurde, 
fettend  darin,  die  Ordination  einer  Curve  in  einem  be- 
stirnten Verhähniss  wachsen  su  lassen,  wahrend  nach 
Ar  swetten  die  Ordinaten  sich  um  ihre  Fusspunkte  um 
on  constante  Winkelgrösse  drehen,  so  dass  sie  stets 
parallel  unter  einander  bleiben. 

Grégoire  von  St.  Vincent  transformirte  den  Kreis  in 
ose  Klipse  nach  jeder  von  diesen  Methoden,  oder  nach 
beiden,  indem  er  sie  auf  verschiedene  Weise  combinirte. 
Man  muss  gewiss  sagen,  dass  beide  Transforma- 
tinnrten  eigentlich  nur  eine  ausmachen  und  identisch 
dMben  Figuren  erzeugen,  aber  sie  stellen  sich  unter 
Tenchiedener  Form  dar,  weshalb  jede  ihre  besondern 
Vortheiie  gewährt.  Und  es  ist  jeder  Zeit  vorteilhaft, 
dieselbe  Wahrheit  unter  mehren  Gesichtspunkten  zu  be- 
trachten, um  alle  Anwendungen  von  ihr  zu  machen  und 
ifle  Polgerungen  aus  ihr  zu  ziehen ,  deren  sie  fähig  ist. 
Hiervon  liefert  uns  die  Theorie  der  Kegelschnitte  einen 
•ehr  schlagenden  Beweis.  Denn  wir  haben  gesehen ,  dass 
de  verschiedenen  Transformationen,  denen  man  das  Theo- 
rem des  Desargues  oder  das  des  Pascal  unterwerfen  kann, 
ktUere  in  den  Stand  setzen,,  in  ihren  unendlichen  Fol- 
gerungen den  grössten  Thcil  der  Eigenschaften  der  Ke- 
gelschnitte zu  umfassen.    (S.  Note  XV.) 

Grégoire  von  St.  Vincent  schrieb   über   die  gegensei- 
tige Beziehung   der  Spirale    und  Parabel,    mit  welchem 
Gegenstand    sich  seiner   Seits  auch  Cavalleri  beschäftigt 
hatte,   ein    tiefsinniges  Werk,    welches    die    wunderbare 
Eebereinstimmung  dieser  beiden  Curven,   deren  zahlreiche 
Eigenschaften  sich  gegenseitig  entsprechen,  darstellt.    Die 
Gleichheit  zweier  sich  entsprechenden  Bögen   beider  Cur- 
ven, welche  auch  von  Roberval,  aber  auf  eine  schwierige 
Manier  durch  seine   Lehre    von    der    zusammengesetzten 
Belegung  bewiesen  war,  wurde  späterhin  der  Gegenstand 
eines  herrlichen  Memoire  von  Pascal,  welches   das  erste 
Beispiel  von   der  Vcrgleichung  zweier   verschiedenartigen 
Carveu  durch  die  reine  Geometrie  der  Alten  ist,  durchaus 
frei  von  der  Betrachtung  des  Untheilbaren.  *•) 

J.  34.  Wenn  wir  eine  vollständige  Geschichte  der 
Geometrie  und  nicht  blos  einen  Abriss  von  der  allmäh- 
Hgen  Ausbildung  ihrer  Methoden  und  hauptsächlich  derer, 


48)    Egalité  tiet  lignes  spirale  et  parabolique  {Oeuvres  de  Pas- 
rat  .  tum.  V,  p.  426  —  452). 


weiche  sich  eaf  die  neue  Geometrie  beziehen,  ich 
wollten ^  m  muteten  wir,  um  in  Besag  auf  diese  I 
vollständig  bo  sein,  noch  die  Werke  mehrer  änderet 
meter  anfuhren,  welche  euch  die  reine  Geometrie  de 
les  und  die  neue  Lehre  von  dem  Untheilbaren  mil  1 
eukhrirten  und  su  den  bedeutenden  Fortschritten,  v 
die  Geometrie  damals  machte,  nicht  wenig  beitrugen 
ihrer  Spitae  würden  dann  die  beiden  berahmten  8 
Gaulât 's,  Torricelü  und  Viviani,  stehen,  deren  schön 
wichtige  Untersuchungen  wir  mit  besonderm  Vcrg 
schildern  würden;  sodann  Leotaud,  La  Louberu, 
gory,  Btieniie  de  Angehe,  Michel -Ange  Ried,  Met 
Schooten,  Ceva,  Huvgens,  Sluse,  Wren,  Nicolas 
rensini,  Guido -Grandi,  u.  A.  Mehre  dieser  Ue< 
beschäftigten  sich  auch  schon  mit  der  Geometrie  dei 
cartes,  welche  in  dieser  Epoche  entstand  und  in  de 
geadeo  unter  ihren  Ausbildnern  au  besonderm  A 
getagt*. 


Drittes    Kapitel. 


Dritte   Epoche« 

f.  1.  JLrer  ausgezeichnetste  Dienst,  wel-  _. 
ckr  der  Geometrie  überhaupt  geleistet  wurde,  1596  __  165q 
harnt  von  Descartes  her.  Dieser  Philosoph 
TcnehaAe  sich  durch  seine  unschätzbare  Erfindung  der 
Anrendung  der  Algebra  auf  die  Theorie  der  Curven  die 
Mittel ,  die  Hindernisse,  welche  bis  dahin  dem  grössten 
Geometcr  unübersteiglich  gewesen  waren,  aus  dem  Wege 
m  schaffen  und  dadurch  den  mathematischen  Wissen- 
schaften eine  wesentlich  neue  Gestalt  zu  geben.  *) 

Diese  Lehre  des  Descartes,  von  der  sich  in  den 
Schritten  der  alten  Geomcter  nicht  die  geringste  Spur  fin- 
det und  welche  vielleicht  die  einzige  ist,  welche  den  Na- 
sen Proies  sine  maire  creata,  den  Montesquieu  seinem 
Esprit  des  lois  gab,  verdient,  diese  Lehre,  sag'  ich,  hat 
nr  Folge  gehabt,  dass  die  Geometrie  einen  Character  von 
Allgemeinheit  erhielt,  der  sie  wesentlich  von  der  alten 
Geometrie  unterscheidet.  Die  Methoden  von  Cavalleri, 
Fermât,  Robcrval  und  Grégoire  von  St.  Vincent  trugen 
auch  in  ihren  metaphysischen  Priiicipicn  das  Gepräge  die- 
wr  Allgemeinheit,  jedoch  fehlte  sie  ihnen  in  den  An- 
wendungen. Nur  die  Erfindung  des  Descartcs  verschaffte 
Be  Mittel ,  diese  Methoden  auf  eine  gleichförmige  und  all- 


I)  Die  Anwendung;  der  Algebra  auf  die  Theorie  der  Curven  Ist 
er  Gecen>tatid  der  Géométrie  de«  Dcscartes,  welche  1637  zu  Ley- 
en  netot  seinem  Traité  den  Météores  und  feiner  Dioptritjue  erschien, 
t»  KrgtluiiKs  und  als  Probe  seiner  berühmten  Methode ,  auf  welcher 
t  neuere  Philosophie  beruht.  Und  gewiss  war  noch  nie  ein  System 
'zeugt,  welches  solche  Proben  wie  die  der  Methode  des  Descartcs 
»liefert  batte. 


gemeine  Weise  anzuwenden  und  bildete  die  nolhwandij 
Einleitung  zu  den  neuen  Rechnungsarten  des  Leibnitz  ui 
Newton,  welche  auch  nicht  gezögert  haben,  aus  dies* 
herrlichen  Methoden  hervor  zu  gehen. 

Die  Geometrie  des  Descartes  zeichnet  sich  mit  Aul 
nähme  dieses  hervorstechenden  Charactcrs  der  Allgemeii 
heit  noch  in  einer  besondern,  bemerkenswerten  Beiie 
hung  vor  der  alten  Geometrie  aus,  dass  sie  nämlich  dure 
eine  einzige  Formel  allgemeine  Eigenschaften  ganzer  Grup 
pen  von  Curven  ausdrückt,  so  dass  man  auf  diesem  Weg 
keine  Eigenschaft  einer  einzelnen  Curve  entdecken  kam 
S\  ohne  zugleich  ähnliche  oder  analoge  Eigenschaften  eiw 
unendlichen  Menge  von  andern  Linien  kennen  zu  lernet 
Bis  dahin  hatte  man  nur  specielle  Eigenschaften  einzeln« 
Curven  erforscht  und  immer  durch  verschiedene  MitU 
welche  durchaus  keine  Verbindung  zwischen  den  va 
schiedenen  Curven  erkennen  Hessen. 

Von  jetzt  an  nahm  die  Geometrie  einen  rapiden  Ftaj 
und  ihre  Fortschritte  erstreckten  sich  auf  alle  andere  Wh 
senschaften,  welche  mit  ihr  in  Verbindung  stehn.  Selb 
die  Algebra  erhielt  von  ihr  nützliche  Unterstützung,  ilu 
symbolischen  Operationen  wurden  leichter  zu  fassen,  ib 
Wichtigkeit  wuchs;  und  diese  beiden  Hauptzweige  un« 
rer  positiven  Kenntnisse  gingen  einen  gleichmässig  sich« 
Schritt 

Was  die  Algebra  betrifft,  begnügen  wir  uns  zu  si 
gen,  dass  einer  der  ersten  nnd  wichtigsten  Vortheilc,  d 
sie  der  Geometrie  verschaffte,  die  Angabo  der  Bedeuten 
und  der  Anwendung  der  negativen  Wurzeln  war,  wdet 
man  bis  dahin  als  Nichts  bezeichnend  betrachtet  hatt 
und  welche  den  alten  Analysten  so  sehr  hinderlich  war. 

Die  Methode  der  unbestimmten  Cocfflcicntcn,  weld 
Descartes  in  seiner  Geometrie  erschuf  und  wovon  er  b 
der  Construction  der  körperlichen  Ocrtcr  einen  so  glüd 
liehen  Gebrauch  machte,  ist  auch  eine  der  sinnreichsten  vi 
fruchtbarsten  Entdeckungen  in  der  Analysis. 

§.  *.  Der  Geist  und  das  Verfahren  in  der  Geometr 
des  Des  car  te  s  sind  Jedem,  der  sich  nur  mit  den  erst« 
Grundlehrcn  der  Mathematik  vertraut  gemacht  hat ,  zu  b 
kannt ,  als  dass  wir  in  irgend  eine  Entwickclung  derselbe 
eingehen  dürften.  Wir  wollen  im  Gegentheil  sogleich  eil 
Uebersicht  über  die  Werke  der  vorzüglichsten  Schril 
steller  geben,  welche  zur  Zeit  des  Descartcs  lebten  u 
zuerst  die  Geometrie  desselben  ausbildeten,  indem  sie  I 
deren  Hülfe  den  Kreis  der  mathematischen  Wahrheit 
besonders  in  der  Theorie  der  Curven  erweiterten. 


Vor  allem  sind  hier  Fermât  und  Roberval  _ 
so  Manen.  Ersterer  hatte  schon  vor  dem  Er-  ^rwwf« 
Mfafiien  der  Geometrie  des  Descartes  selbst  ähnliche  ana- 
vtische  Verfahrungsarten  angewandt.  Aber  die  Natur  und 
1er  besondere  Character  seiner  Schriften ,  die  meistenteils 
■f,  seiner  schönen  Methode  de  maximis  ei  minimin  ha- 
rten, näherten  sich  bedeutend  mehr  den  Vorschriften  der 
Itcn  Geometrie,  als  die  von  Descartes. 

Roberval  dehnte  die  eifersüchtige  Rivali-     nnb^rtugw 
it,  welche  zwischen  ihm  und  dem  grossen  "w** 

tülosophen  bestand,  so  weit  aus,  dass  er  dessen  neueste 
leometrie  bis  ins  Kleinlichste  gehend  critisirtc,  wodurch 
r  aber  gerade  zur  Verbreitung  derselben  wesentlich  hei- 
lig. Andrer  Seits  gab  er  aber  noch  dadurch  gewisser 
[lassen  eine  Ehrenerklärung,  dass  er  uns  eine  geschickte 
nwendung  dieser  Methode  auf  die  Construction  von  Oer- 
m  vermittelst  ihrer  Gleichungen  unter  dem  Titel  De 
uafaf  joue  aet/uaiionum  hinterlassen  hat. 

$.  3.  Nach  dem  Erscheinen  der  Oeome-  _  _ 
ie  von  Descartes  durchdrang  deren  Geist  und  16^  ^JJJjf. 
edeutung  besonders  De  Beaune  und  erleich- 
ifte  ihre  Lecture  durch  Anmerkungen,  die  von  Descartes 
Ast  sehr  geschätzt  wurden  und  welche  er  bei  solchen 
teilen  hinzufügte ,  die  wegen  ihrer  Kürze  und  wegen  der 
icuheit  des  Gegenstandes  selbst  den  vorzüglichsten  Geo- 
wtern  Schwierigkeit  machten. 

De  Beaune  war  der  erste,  welcher  die  Idee  hatte,  in 
ie  Theorie  der  Curven  die  Eigenschaften  ihrer  Tangenten 
1s  ein  Element,  das  sich  zu  ihrer  Construction  eignete, 
«zuführen,  und  welcher  auch  bei  Gelegenheit  einer  Auf- 
;ibe  dieser  Art,  die  von  Des  car  tes  gestellt  wurde,  die 
lagekehrte  Tangentenmethode  erfand.  Es  handelte  sich 
Unna,  eine  solche  Curvc  zu  construiren,  dass  der  Quo- 
ient  ihrer  Subtangcuto  (auf  der  Abscissenaxe  genommen) 
md  der  Ordinate  ein  constantes  Verhältnis»  zu  dem  Theil 
1er  Ordinate  habe,  welcher  zwischen  der  Curvc  und  einer 
»ten  Axe  liegt,  die  einen  Winkel  von  45°  mit  der  Ab- 
rissenaxe  macht  und  durch  den  Anfangspunkt  der  Curvc 
AL«) 

Dieses  Problem,  welches  selbst  noch  mit  Hülfe  der 
legralrechuuiig  schwierig  ist  und  nach  Erfindung  der 
tztern    Lcibnitz    und   die   Gebrüder  Bernoulli  beschäftigt 


2)  Li  Urea  <W  Desrttrtes,  tom.  VI,  p.  215. 
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hat,  wurde  von  Descarte«  aufgelöst,  welcher,  gewöhi 
die  grossten  Schwierigkeiten  in  der  Geometrie  su  über 
winden,  auch  diese  Aufgabe  auf  geometrische  Oerter  m 
rückzufuhren  wusstc,  indem  er  jeden  Punkt  der  Curve  al 
den  Durchschnitt  zweier  unendlich  nahen  Tangenten  be- 
trachtete. Auf  diesem  Wege  entdeckte  er,  dass  die  Cum 
eine  Asymptote  habe,  die  parallel  mit  der  festen  Axe  gehl 
und  dass  die  Subtangente  auf  dieser  Asymptote  genommn 
constant  sei.  Diese  Eigenschaften  führten  Descartes  su 
Construction  aller  Tangenten  der  Curve  und  zur  Construc- 
tion der  Curve  selbst  vermittelst  zweier  Lineale,  die  md 
mit  bestimmten  Geschwindigkeiten  fortbewegen.  Die  In« 
commonsurabililat .  dieser  beiden  Bewegungen  zeigton  ihn 
dass  die  Curve  eine  mechanische  sei  und  zu  denen  ge> 
höre,  auf  welche  sich  seine  Analyse  nicht  anwenden  liesse 
Auch  gab  er  nicht  ihre  Gleichung.  [Lettres  de  Uescarie* 
t.  VI,  p.  137.)  *) 

Descartes  hatte  in  seine  Geometrie  nur  die  Curvei 
aufgenommen,  deren  Gleichungen  nach  seinem  Coordina- 
tensystem  von  einem  bestimmten  endlichen  Grade  waren 
welche  er  geometrische  Curvcn  nannte,  während  er  d« 
übrigen  den  Namen  der  mechanischen  gab.  Lcibnitz  fuhrt 
dafür  die  Namen  algebraische  und  transcendente  Curve« 
ein.  Jetzt  gebraucht  man  ohne  Unterschied  beide  Aus- 
drucke, geometrische  und  algebraische,  zur  Bezeichnung 
derjenigen  Curvcn,  welche  Dcscartes  in. seiner  Geometrie 
behandelt  hat.  Wir  werden  stets  die  erste  Benennung 
anwenden,  weil  sich  die  Curvcn,  auf  welche  sie  sich  be- 
zieht, eben  so  durch  gewisse  geometrische  Eigenschaften, 
welche  ihnen  gemeinschaftlich  sind,  von  allen  andern  un- 
terscheiden, als  durch  die  Natur  ihrer  Gleichungen,  and 
weil  man  ausserdem  diese  Eigenschaften  mit  Hülfe  da 
Geometrie  allein  beweisen  kann,  ohne  dass  man  das  Coor- 
dinatensystem  und  die  algebraischen  Formeln  des  Descar- 
tes anwenden  darf. 

§.4.    Schootcn  schrieb  einen  ausführliche! 

16  C4—  1659.  Commentar  zur  Geometrie  des  Descartes  uu< 

wandte   dessen  Methode  in  mehren   Parthieet 

seiner  Excrcitationcs  geometricae  vielfältig  an,  hauptsäch- 


3)  Der  Brief,  in  welchem  De  s  caries  an  De  Beatme  seine  Idee 
über  dioc  Untersuchung  von  ganz  neuer  Art  schreibt,  indem  er  si 
als  da?*  Umgekehrte  seiner  Tangentcurcgcl  betrachtet,  scheint  uu*  al 
eines  der  wichtigsten  Documente  eine  bedeutende  Stelle  in  der  G< 
schichte  des  neuen  Calculs  einnehmen  zu  müssen. 
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lieb  im  dritten  Buch ,  welches  die  ebenen  Oerier  des  Apol- 
lonos  wieder  herstellen  soll,  und  im  fünften  Buch,  wcl- 
eta  den  Titel   De  lineis  curvis  superiorum  gener  um  y   ex 
SâUi  seciioHe  oriis  fuhrt.    Hier  ist  es ,  wo  man  das  erste 
Beispiel  von  der  Anwendung  der  Coordinatenmcthode  auf 
Cirven  im  Räume  betrachtet  findet,   obgleich   in  der  That 
■ar  von  ebenen  Curven  die  Rede  ist  und  Schooten  nur 
lurei  Coordinaten   anwenden  darf.     Aber   diese  Betrach- 
tungsweise war  damals  nichts  desto  weniger  neu  und  der 
erste  Schritt  in   der  analytischen  Geometrie  zu  der  Bc- 
Irachtmg  der  drei  Dimensionen ,  welche,  wie  wir  am  Ende 
dieser  dritten  Periode  sehen  werden,  erst  50  Jahre  später 
gebirig  angewandt  wurde. 

Schooten  schrieb  einen  Tractatus  de  organica  conica- 
rum  sediomtm  in  piano  descriptiöne ,  worin  er  verschie- 
dene Arten  dieser  Curven  durch  eine  conünuirliche  Bewe- 
gung su  beschreiben  angab.  Die  Beschreibung  einer  Ellipse 
durch  einen  Punct  einer  Geraden,  deren  Endpunkte  auf 
den  Schenkeln  eines  Winkels  hingleiten,  war  schon  früher 
bekannt;  Guido  Ubaldi  und  Sterin  hatten  sie  bereits  ge- 
geben und  sie  leitet  sich  sogar  von  den  alten  Geometern 
her,  wie  wir  bei  Gelegenheit  des  Proclus  erwähnt  haben. 
Schooten  verallgemeinerte  nur  diese  Methode,  indem  er 
den  beschreibenden  Punkt  ausserhalb  der  beweglichen 
Geraden  annahm.  Dieses  Werk  enthält  ausser  der  Be- 
schreibung der  Kegelschnitte  noch  deren  Quadratur  nach 
der  Methode  des  Untheilbarcii  von  Cavallcri. 

J.  5.    Das  zweite  Buch  der  Exerciiationes  geomeiri- 
ese  ist  eine  Sammlung  von  Aufgaben,  welche  durch  die 
gerade  Linie  allein  aufgelöst  werden  können.     Diese   sind 
die  ersten  Beispiele,  welche  wir  von  dieser  Gattung  der 
Geometrie  finden,  die  in  neuerer  Zeit  besonders  von  Ser- 
vob  und  Brianchon  unter .  dem  Titel  der  Géométrie  de  la 
rtjfc  behandelt  ist.    Am  Ende  dieses  Buchs  löst  Schooten 
wrter  dem  Titel  eines  Appendix  zwölf  Aufgaben,  in  wel- 
chen er  annimmt,    dass  Punkte  oder  Linien   in  gewissen 
Ligen  durch   hindernde  Gegenstände  unsichtbar  oder  un- 
zugänglich werden.    Er  sagt,   dass   er  auf  diese  Gattung 
von  Untersuchung  durch  die  Lecture  eines  Werkes,  Geo- 
*etria  peregrhian*,  gefuhrt  sei,  in  welchem  der  Verfasser 
«ich  vorgesetzt   hatte,  nur  mit  Hülfe   der  Messstange   die 
Aufgaben   der  practischen  Geometrie,  wie  sie  sich  haupt- 
ftirhlich   im    Kriege   darbieten,   aufzulösen.    Dieses  Werk 
ohne  Xamen  und  ohne  Jahrzahl  scheint  für  Schooten  nicht 
ab  gewesen   zu   sein   und  wurde  wahrscheinlich   in  Polen 
red  ruckt. 


§.  6.  Die  Hülfe ,  welche  die  Analyste  der  Qeomet» 
leistete,  war  so  wesentlich  und  so  wunderbar,  dass  Schoo- 
ten  sich  zu  den  Mathematikern  bekannte,  welche  diem 
Methode  die  Klarheit  und  Eleganz  beimessen  wollen,  dit 
sich  in  den  Beweisen  und  Constructionen  von  Lchrs&iM 
und  Aufgaben  bei  den  Alten  finden,  indem  er  sie  beschul- 
digt, den  wahren  Weg,  welchen  sie  verfolgten,  ver- 
schwiegen zu  haben,  um  ihre  Entdeckungen  von  der 
Nachwelt  desto  mehr  bewundern  zu  lassen.  Um  diese 
Meinung  zu  unterstützen,  behandelt  Schooten  viele  Sitae 
auf  beide  Arten  *)  und  zeigt  an  ihnen ,  dass  sich  wirklich 
die  synthetische  Methode  immer  aus  der  analytischen  ab- 
leiten lasse.  Schooten  band  sich  aber  nicht  genug  an  die 
wahre  Bedeutung,  welche  die  Alten  dem  Wort  Analysis 
unterlegten,  und  an  die  Beispiele  für  diese  Methode,  wel- 
che uns  vorzüglich  Pappus  hinterlassen  hat;  und  hierin 
allein  ist  der  Grund  seines  Irrthums  zu  suchen.  Dean 
weil  er  keine  andre  Analysis  als  die,  welche  auf  der  Aa- 
wendung  der  Algebra  beruht ,  anerkannte  und  weil  er  da« 
von  vor  Diophantus  keine  Spur  fand,  so  schloss  er,  daif 
die  Alten  ihre  Analysis  verheimlicht  hätten.  Diese  vos 
Schooten  erhobene  Anklage  wurde  zuerst  von  Nonins  k 
seine  Algebra  aufgenommen  und  im  zweiten  Kapitc]  ém 
Algebra  von  Wallis  wiederholt;  seit  dieser  Zeit  aber 
blieb  sie  ohne  Glauben  und  wurde  fur  thöricht  gehalten« 

,  m  §.  7.    SI  uze  und  Hudde  vervollkommneten 

1623  —  1685.  c'*°  Methoden  des  Dcscartes  und  Fermât,  tft 

die  Tangenten  zu  ziehen  und  die  maxima  und 

1640  — ^1704.  m*n*ma  zu  bestimmen.     Ersterer  beschäftigte 

sich  mit  der  schönen  Construction,  weicht 
Descartes  von  den  Gleichungen  des  dritten  und  viertel 
Grades  mittelst  des  Kreises  und  der  Parabel  gegeben  hatte, 
und  erwarb  sich  den  Ruhm,  dieselbe  zu  vervollständigen, 
indem  er  sich  eines  Kreises  und  irgend  eines  Kegelschuitts 
von  gegebener  Grösse  bediente;  eine  Verallgemeinerung, 
die  damals  den  Geomcteni  sehr  erwünscht  war. 

D  Witt  §•  ®'    "er  berühmte  Pcnsionair  von  Hol- 

1625*—  1672.  'ÄIM'>  Johann  De  Witt,  vereinfachte   die  ana- 
lytische Theorie  der  geometrischen  Oerter  de* 


4)  Tractatu*  de  coacinnantlis  demonstrationibus  geometricU 
ex  calcula  «titebraico.  Kin  luntcriassenes  Werk ,  in  dem  man  einet 
analytischen  Reweis  des  Ptoleinäfxcli(»n  Satzes  über  die  Segment« 
welche  durch  eine  Transversale  auf  den  drei  Seiten  eine»  Dreieck- 
gebildet  werden,  findet. 
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Dcacailes  and  erdachte  eine  neue  und  sinnreiche  Theorie 
dar  Kegelschnitte,    die    sich  auf  die  verschiedenen   Be- 
Nfcreibungsarten  dieser  Curven  in  der  Ebene  ohne  Hülfe 
des  Kegels  gründet,  und  woraus  er  mit  vieler  Geschick- 
Ertteit    anf    rein    geometrischem   Wege  ihre  hauptsäch- 
Ecksten  Eigenschaften  ableitete.     Die  Beschreibungen  des 
9t  Witt  werden  durch   die  Durchschnitte  gerader  Linien 
gebildet,  welche  im  Allgemeinen  Schenkel  von  beweg« 
iefcen  Winkeln  sind.     Bis  dahin  hatte  man  nur  die  Para- 
tel  anf  diese  Weise  beschrieben,  während  die  Ellipse  und 
Byperbel  ihre  Entstehung  aus  dem  Kreise  entweder  direct 
iMdteten  oder  doch  bei  den  verschiedenen  Beschreibuugs- 
Anwendung  desselben  nöthigten.      Inzwischen 
wir  erwähnen,    dass    auch  Cavalleri   schon    die 
lies  gehabt  hatte,  fur  die  Ellipse  und  Hyperbel  eine  Be- 
Mbeflmngsart    durch  die   gerade  Linie,    die  der  fur  die 
Vvsbel  analog  war,  aufzusuchen,  und  dass  seine  Unter« 
ndnmgen  einen  so  günstigen  Erfolg  gehabt  haben,   dass 
teer  Geometer   selbst    gesteht,    er   habe    eine   lebhafte 
Freude  darüber  gehabt.  6)     Das  Princip  seiner  Methode 
«•Den  wir    allgemeiner    aussprechen,    wodurch    es    sich 
kichter   auffassen   lässt.      »Für  irgend   einen   gegebenen 
Winkel  ziehe  man  Transversalen,   die  unter  einander  pa- 
nfel  sind,    durch   die  Durchschnittspunktc  jeder   Trans- 
versile  mit  den  beiden  Schenkeln  des  Winkels  ziehe  man 
nrei  Gerade,  welche  respective  von  zwei  festen  Punkten 
Mgeken,   so  werden  sich  diese  beiden  Geraden  in  einem 
hokte  schneiden,  welcher  zum  geometrischen  Ort  einen 
Kegelschnitt   hat,    der    durch    die    beiden    festen   Punkte 
gebt"    Cavalleri   bewies  nicht   dieses   allgemeine   Thco- 
Kn9  sondern   nur  einen  spccicllcn  Fall   davon,   indem  er 
fca  Winkel  als  einen  rechten  annahm,   die   beiden   festen 
hakte  auf  dessen  Scheukcln  und  die  Richtung  der  Trans- 
teiiilen  so,  dass   diese  beiden   Punkte   die   Scheitel   der 
Cwre  wurden.     So  war   also  die  Idee,  von  welcher  De 
Wilt  bei  seiner  Beschreibung  der  Kegelschnitte  durch  die 
ßrarie  Linie  geleitet  wurde,  nicht  durchaus  neu;   da  aber 
Civtlleri  bei   einem   einzigen  und  zwar  einem  der  einge- 
•rfiiiiiktcsten  Theoreme   stehen   blieb ,    ho   behauptet  das 
Werk  von  De  Witt  den  Charactcr  der  Neuheit,   welcher 
■  «1er  Geschichte  der  (Jcometric  beachtet  zu  werden  ver- 
tont   Ausser   diesem  Charactcr  der  Neuheit  aber  finden 


5)  E.rercitationcs  tjeometricae  sex,  Bononiae  1647,  in  4  — 
to  9todo  furili  dfsivibendi  sectioncs  conicu*,  et  in  omnibus  uni- 
farmL    {lÙTsrvitatîo  bCdla.) 

(•»»cb.  der   Gi-fin.  f 


wir  auch  noch  in  den  Constructionen  des  De  Witt  c 
Keim  su  der  berühmten  organischen  Beschreibung  c 
Kegelschnitte,  welche  Newton  in  dem  ersten  Buch  seil 
Principien  gegeben  und  in  seiner  Aufzählung  der  Lini 
dritter  Ordnung  und  in  der  allgemeinen  Arithmetik  wi 
derholt  hat  Denn  man  erhalt  in  der  That  mehre  The 
reme  des  De  Witt,  wenn  man  in  dem  von  Newton  ein 
Winkel  =  0  und  seinen  Scheitel  jn  der  Unendlichk 
annimmt 

In  der  Vorrede  zu  seinem  Werke  sagt  uns  De  Wi 
dass  er  dasselbe  als  eine  Einleitung  zu  einer  allgemein 
Theorie  und  zu  einer  Aufzählung  der  Curven  höherer  Or 
nung  betrachtet  wissen  will:  eine  fruchtbare  Idee,  welc 
fünfzig  Jahre  später  voon  Newton,  Maclaurin  undBraike 
ridge  realisirt  wurde. 

_  ...  §.  9.    Wallis  schrieb  zuerst  eine  anal 

1616  —  1708.  t**che  Behandlung  der  Kegelschnitte  nach  d 
'  Lehren  der  Geometrie  des  Descartes,  währe 
seine  Vorliebe  sich  besonders  jenem  andern  Theile  i 
Geometrie  zuwandte,  welcher  sich  auf  die  Entdeckung 
Archimed's  stutzt.  Indem  er  nun  in  seiner  Arithemei 
des  Unendlichen  die  kräftige  cartesische  Analysis  auf  < 
Methode  des  Untheilbarcn  von  Cavalleri  auwaudto,  brach 
er  die  Geometrie  in  allen  Untersuchungen,  welche  hei 
Gegenstand  der  Integralrechnung  sind,  unendlich  viel  weit« 

VanHeuraet  $•  10#    IIuygc,18>  Van  Heuraet  und  N 

NeiL     '  waren  ebenfalls  Beförderer  der  Geometrie  d 

Descartes.    Beide  letztere  theilen  sich  in  i 

Ruhm,  dass  sie  die  ersten  waren ,  die  das  Problem  über  i 

Rectification  der  Curven  lösten,  welches  einigen  Geomett 

seiner  Natur  nach  unlösbar  schien  und  welches   in  jeu 

Zeit  Schwierigkeiten  ganz  neuer  Art  darbot. 

Httyaen*  §*  **•     Huygens  hat  so  vielfältige  Ve 

1629  —  1695.  dienste  und  seine  Werke  haben  so  äussern 

dentlich  zur  Ehre  der  Geometrie  beigetragc 

dass  wir  bei  ihm  durchaus  mehr  ins  Einzelne   eingeh 

müssen. 

Dieser  grosse  Geometer  war  nicht  allein  mit  der  M 
thode  des  Descartcs  und  deren  Gebrauch  vollkommen  v« 
traut,  sondern  er  vervollkommnete  sie  sogar  in  mehr 
ihrer  Anwendungen.  Aber  seine  unüberwindliche  Vorlie 
fesselte  ihn  an  die  Methode  der  Alten ,  durch  welche  < 
Kraft  seines  Genies  die  grössten  Schwierigkeiten  zu  übe 
winden  wusste. 


Wetm  M  sieh  irar  darum  handelte,  die  Stelle  anza- 
pfen, welche  Huygens  in  der  Geschichte  der  Mathematik 
«annehmen  berechtigt  ist,  so  würde  es  hinreichend  sein, 
umfuhren,  dass  Newton  seiner  nie  ohne  den  Beinamen 
des  Grossen  (Summus  Hugenius)  erwähnt  und  von  dessen 
Entdeckung  immer  mit  grosser  Bewunderung  spricht.  „Er 
hielt  ihn  für  den  gewandtesten  Schriftsteller  unter  den 
damaligen  Mathematikern  und  für  den  ausgezeichnetsten 
Nachahmer  der  Alten,  die  nach  seiner  Meinung  wegen 
ihres  Geschmacks  und  wegen  der  Form  ihrer  Beweise 
Bewunderung  verdienen."6)  Wir  fügen  hier  einen  Abriss 
der  Entdeckungen  bei.  welche  Huygens  der  Geometrie 
der  Alten  verdankt  und  welche  zeigen,  wie  viele  Hülfs- 
■ktel  diese  Methode  demjenigen  darzubieten  hat,  der  in 
ihren  Geist  einzudringen  und  die  ihr  eigene  Anschauungs- 
weise aufzudecken  versteht. 

Indem  sich  Huygens  mit  der  n&herungsweisen  Qua- 
dratur des  Kreises  und  der  Hyperbel  beschäftigte,  fand  er 
neue  und   merkwürdige  Relationen  zwischen  diesen  Cur- 
ren.  —    Er  gab  die  Rectification  der  Cissoide,  während 
nun  bis  dahin  nur  zwei  Curven,  die  kubische  Parabel  und 
die  Cycloide  rectificirt  hatte.  —    Er  bestimmte  <'ie  Ober- 
fläche" der  parabolischen  und  hyperbolischen  Conoide  ;  das 
erste  Beispiel  von  solcher  Bestimmung  der  krummen  Ober- 
flächen. —    Ihm   verdankt  man  ausgezeichnete  Theoreme 
über  die  logarithmische  Linie  und  über  dieKörj:cr,  welche 
diese  erzeugt.    Alle  diese  Eigenschaften ,  welche  Ilnygens 
Hr  im  Verlauf  seiner  Abhandlung  über  die  Ursache  der 
Schwere  angeführt  hatte,    wurden  ven   Guido  -  Grandi  in 
der  Weise   der  Alten  bewiesen.  —    Huygens   loste  auch 
Mwokl    das  Problem    von   der  Kettcnlinie,   welches  von 
Galüai,    der   aber  daran  scheiterte,    ausgedacht    und   von 
Jarob  Bernoulli  wieder  angeregt  wurde,  als  auch  die  be- 
mhatc  Aufgabe  über  die  Curve  der  gleichen  Entfernun- 
gen, welche  Lcibnitz  bei  Gelegenheit  seines  Streits  wegen 
des  Maasscs  der  lebendigen  Kräfte  den  Schülern  des  Dcs- 
eartes  als  Aufforderung  gestellt  hatte.     Diese  beiden  Un- 
tersuchungen  schienen   den  beiden   berühmten  Geomctern, 
•reiche  sie   stellten,   unumgänglich   not  h  wendig   die   Inte- 
gralrechnung zu   erfordern.     Huygens   aber  löste   sie   nur 
Bit  Hülfe  der  alten  Geometrie. 


6*)  Priiherton  in  der  Vorrede  sa  den  Elementen  der  newton&clien 
Pkiln*n|»hit. 

Man  kann  zu  dem  Klauben  kommen.  Uns*  diese  verdiente  Bc- 
irmtdorang  (Ar  die  gcouietriMrhe  Schreibart  de  a  Huj'gens  den  gros  Ken 
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§.  12.  Das  berühmte  Werk  De  horologh  oscillait 
verdient  in  der  Geschichte  der  grossen  Erzeugnisse 
menschlichen  Geistes  an  die  Seite  der  Principia  gcs< 
zu  werden;  es  bildet  die  nothwendige  Einleitung  dl 
welche  Newton  hätte  erschaffen  müssen,  wenn  ihm  ni 
das  Genie  von  Huygens  zuvorgekommen  wäre.  Je 
einzelne  Kapitel  darin  genügt,  um  die  grösste  Bewuw 
rung  zu  erregen.  Das  erste  enthält  die  Beschreibung 
Pendeluhren,  welche  zum  ersten  Male  ein  genaues  Ma 
der  Zeit  gaben.  Das  zweite,  unter  der  Ucberschrift 
descensu  gravium,  vervollständigt  die  wichtige  Entdeck 
Galiläi's  von  der  beschleunigten  Bewegung,  wenn  Köi 
frei  fallen  oder  auf  geneigten  Ebenen  hingleiten.  Huyg 
betrachtete  ihre  Bewegung  auf  gegebenen  Curven ,  wc 
er  die  wichtige  Eigenschaft  der  Cycloide  nachwies,  d 
diese  Curve  im  leeren  Raum  eine  tautochrone  sei.  ] 
dritte  Kapitel  (De  evolutione  et  dlmensione  iinearum  c 
varuni)  ist  die  berühmte  Theorie  der  Evoluten,  ein  Hau 
gewinn  für  die  Theorie  der  Curven,  von  dem  die  1 
weudungen  in  allen  übrigen  Theilen  der  mathematisc 
Wissenschaften  eben  so  häuGg  als  ausgedehnt  sind.  Di 
wichtige  Entdeckung  war  in  den  Händen  von  Huyg 
nicht  eine  einfache  geometrische  Spéculation,  sondern 
wusste  daraus  die  glücklichsten  Folgerungen  zu  ziel 
Er  bewies  dadurch  eine  Menge  von  neuen  und  merkw 
digen  Sätzen,  z.  B.  verschiedene  Theoreme  über  die  R 
tification  der  Curven,  so  wie  auch  die  Eigenschaft 
Cycloide,  dass  sie  zur  Evolute  eine  zweite  gleiche  ( 
cloide  hat,  welche  man  als  die  nämliche  Cycloide  I 
trachten  kann,  die  nur  «aus  ihrer  Stelle  gerückt  ist,  \ 
zwar  im  Sinue  ihrer  Basis  um  die  ganze  Längo  der  h 
ben  Peripherie  des  erzeugenden  Kreises,  und  in  dem 
Basis  senkrechten  Sinne  um  die  Länge  des  Durchmese 
dieses  Kreises.  7)     Im  vierten  Kapitel  seines  Uorologi 


Newton  zu  einer  Art  von  Nacheifernng  veranlasst  hat,  welche 
dieselbe  Manier  in  der  Darstellung  und  in  der  Methode  bei  sei 
unsterblichen  Werke,  den  PrittcipiU ,  aunehmen  lie«,  obgleicl 
schon  alle  H ülf «mittel  der  ausgebildetsten  Aualysis  hesass. 

Wir  führen  diese  Meinung  nach  dem  Baron  Moritz  an,  wel 
sie  in  .«einer  vortrefflichen  Notiz  über  das  Leben  und  die  Werke 
Huygens  aussprach. 

7)  Bei  dieser  Anordnung   bilden   die  Cycloide  und  ihre  Kvc 
eine   Brücke  mit   doppelten   Bogen,   bei   welcher  die  Widerlaice 
obern  Jlogeus  auf  dem  SchluasMci»  des  unicrn  ruht.     Man  aagt 
wohnlich,  dass  die  Evolute  der  Cycloide  eine  «weite  gleiche  Cycl 
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**tïïlatoriiim  15st  Hnygens  ganz  allgemein  und  vollständig 
das  berüchtigte  Problem  über  die  Mittelpunkte  der  Schwin- 
gung auf,  welches  von  Mersenne  vorgelegt  war  und  su 
vielen  Verhandlungen   zwischen  Descartes    und  Roberval 
Veranlassung  gegeben  hatte.     In  dieser  Lösung  erblickt 
man  zum  ersten  Male   eines  der  schönsten  Principien  der 
Mechanik,  welches   seitdem  unter  dem  Namen  des  Prin- 
6p»  ton  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte  bekannt  ist. 
An  das  fünfte  Kapitel  endlich,  in  welchem  Huygens  eine 
zweite  Construction   seiner  Uhren  giebt,    schliessen  sich 
fie  dreizehn  berühmten  Sätze  über  die  Centrifugalkraft  bei 
der  Kreisbewegung.     In  dem  zweiten ,  dritten  und  fünften 
dieser  Sätze  war  dem  Wesen  nach  die  Anwendung  dieser 
Theorie  auf  die  Bewegung  der  Erde  um  ihre  Axe  und  des 
Mondes    um    die  Erde    enthalten,  und  hierdurch  geleitet 
entdeckte  Newton  das  Gravitationsgesetz  des  Mondes  ge- 
gen die  Erde.    Diese  nämliche  Theorie  zeigt  sich  auch  als 
Ergänzung  der  Theorie  der  Evoluten ,  um  auf  ganz  natür- 
lichem Wege   zur  Kenntuiss    der   Centralkräfte   bei   der 
krummlinigen  Bewegung    zu   gelangen,    welche  ebenfalls 
eise  der  grossen  Entdeckungen  Newton's  ist  und  welche 
ihm  für  £c  bekannten  Kcpler'schcn  Gesetze  den  Beweis 
•  priori  gab.     Diese  Zusammenstellung  jedoch  war  dem 
Gäste  Huygens's,  der  mit  zu  vielen  andern  grossen  Ge- 
dnken  beschäftigt  war,  entgangen. 

I  §.  13.    Das  Werk  über  das  Licht  ist  eines  der  herr- 

Echsten  Denkmäler  von  dem  Geiste  Huygens's ,  welcher 
ak  bewunderuugswerthera  Scharfsinn  die  Geometrie  auf 
■eme  sinnreiche  Wellentheorie  anzuwenden  wusste.  Auch 
ladet  man  darin  das  schone  mathematische  Gesetz,  wel- 
ches er  in  den  Erscheinungen  der  doppelten  Strahlenbre- 
tang  beim  Isländischen  Feldspath  entdeckte*  Dieses  ist 
ftrigens,  wie  ich  glaube,  das  erste  Mal,  dass  Ober- 
faben  des  zweiten  Grades  in  einem  Phänomen  der 
fttnr  erschienen.  Diese  bedeutende  Entdeckung  wurde 
*on  Fresncl  vervollständigt,  welcher,  um  die  Erschcinun- 
(tn  der  Polarisation  des  Lichts  zu  erklären,  statt  der 
cllipsoidischen  Wellen  des  Huygens  eine  Oberfläche  vom 


»1,  welche  nlch  \n  umgekehrter  Lage  befindet  oder  welche  iu  ent- 
$r§tuge*etztem  Sinne  liegt.  (S.  die  Analyse  des  infiniment  petits 
*«■  Marqtiij  von  LhopiUl  S.  92,  uud  IlUtoire  tien  Mathématique* 
fou  Moiitucla  Th.  II,  8.  72  n.  154.1  Wiese  Art  »ich  au»siidrfli'keii 
kl  aber  unrichtig ,  we.«lialt»  wir  die  gegenseitige  Lage  der  Cycluide 
fcad  ihrer  Evolute  so  geuau  bcachriebeu  uabeu. 


vierten  Oratio  annahm.*)  Fresncl,  welcher  i 
zu  frühen  Tod  den  physikalischen  und  maii 
Wissenschaften,  iu  die  er  schon  so  au  ssero  nient  lie 
ebgewohl  Wir,  entrissen  wurde,  gflb  durch  diese  b 
tende  Arbeit  der  Theorie  von  Huygctis  ein  neues  I 
Nachdem  sie  mehr  als  ein  Jahrhundert  hindurch  in 
klärhchcr  Vergessenheit  gelegen  halle,  erhob  er  su; 
der  zu  dem  Range,  welchen  sio  unter  den  Wabi 
der  Physik  einzunehmen  berechtigt  ist. 

Hier  dürfte  es  auch  noch  an  der  richtigen  Stelle 
eine  schöne  mathematische  Déduction  anzuführen, 
lluygeus   aus  seiner  Theorie  des  Lichts  ableitete, 
aber  in  neuerer  Zeit  von  Neuem  erschauen  weiden 


8)  Frcsuel  gab  für  diene  Oberfläche  dea  vierten  Grotte«  fi 
g*ometrl»cbo  C'onstnirtion,  welche  aussernrdeiillich  luirkwlli 
und  dabei  in  dieser  gtnxen  Theorie  den  Oliertliirlicn  zweiten  i 
die  11  an gi trolle  bovafirt.  Mau  'lenke  tick  ein  EHtpëdM  i 
H»iij>!a»tu  proportional  sind  don  Quadratwurzeln  aus  den  drei  ~ 
BUurtloIuUen  dt-  Mlltcla  oder  aiicli  den  Geschwindigkeiten  de« 
nach  den  Alf  h  dieser  KU*  tief  taten) ,  riche  durch  den  Mitte 
ttirter  UberflitrSe  irgend  eint  Transversale ,  trage  von  dies, 
roden  vom  Mittelpunkt  «IM  •"  ei  Segmente  auf',' welche  den 
BalUaxen  jener  Ellipse  gleich  sind,  die  durch  d,-„  tithnl 
Oberfläche  mit  einer  Diametral- Ebene,  die  senkrecht  <n 
Transrersale  steht,  erhalten  nird;  rftfJM  ••entrn  die  Eml, 
dieser  Segmente  auf  dir  in  llede  stehenden  Uherfl.uhe  eierten 
des  liegen.  (_s.  das  Memoire  von  Kreancl  über  die  doppelt« 
Jpiilirctiiinii    im   VII.   Uande  der  Mein,   de  l'Acid.-,    das  M  cm  ni 

Ampere  über  di«  Beetiinaiang  der  krummen  OberflAch»,  der 
wellen  In  einem  .Mitlei,  dessen  BUatlcttll  Wtol  den  drrt  Hanpl 
tiunen  verschieden  tot,  In  den  Annal,  de  chimie  et  de  j'fcy». 
nud   die   Abhandlung  über   das  Licht   von  Her*chal.) 

-Such    dieser  Tbcorio    liefern   die  schonen  Gesotae  der  Pal 
(Ion,  die  iu  der  MMfUn  '/.eil  »oo  den  berUhnteatei 
»entlieh    von  Blot    uud  BrcwMer   entdeckt  sind,    BRI 
Irische   Kifien-c haften   dea   fcllipsoid*   und   allgemein   der  Obei 
«weiten   tirades.      So   können    also    dies«    optischen    F.r*i  Jicii 
welclto  schon  an  viel  Liebt  auf  Alles,  was  «ich  am 
lue  krUtallisirter  Korper  besieht,  geworfen,  haben,  selb-t  Uiilfe 
Müdiutn  der  raCfOBcUefl  Geometrie  leisten. 

Mihi   kann    kein   schöneres   Beispiel   ffir   die   Verkcttune 
lieber   Wixsenschal'ten ,   n»th  einen   evidenteren  Bewein  finden, 
die  gegenseitige  tFuttralBUimg  il' neu  anr  sichern  und  schnell«! 
fulgiitiK  ihr»  Wrt«  nothwendifj  int. 

Man  kann  übrigen«  an*  dieser  7u*ammen>trlluiii:  »dien, 
die  t)hcrflflc:!icn  des  »weiten  Grades  bestimmt  Find  ,  bei  der  Abi 
der  allgemein  Men  Hatorgtmt«  eine  wichtige  Halle  kii  -i>ic'ru 
dass  min  sii'h  nii  lit  j-.n  viel  beeilen  kann  ,  die  n, 
•rliui  Kigciixchafteii,  ivelr.be  diese  Uberjlilirhen  entweder  eiim 
1  m  Ihren  Be/.iehungen  unter  einander  darbieten.  ; 
(riutden. 
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«a  die  Aufmerksamkeit  der  Geometer  zu  fesseln  und  die 
Flüchte  su  tragen,  deren  sie  fähig  war.    Huygens  fand 
doch  die  Anwendung  seines  Undulationssystems  Folgen- 
des: »Wenn  einfallende  Strahlen,   welche  entweder  von 
rinem  festen  Punkte  ausgehen  oder  unter  einander  parallel 
«ad,  sich  auf  einer  Curve  brechen,  und  man  denkt  sich 
&e  Peripherie    eines   Kreises,   der    um   den    leuchtenden 
Ptnkt  als  Mittelpunkt  beschrieben  ist,  oder  auch  eine  Ge- 
rade, die  auf  der  Richtung  der  Parallelstrahlen  senkrecht 
Hebt,  und  man  denkt  sich  ferner  um  jeden  Punkt  der 
stmaden    Curve    als   Mittelpunkt   einen  Kreis    beschrie- 
ben, dessen  Radius  in  einem  constanten  Verhältniss  zur 
btfernung  dieses  Punkts  von  der  ersten  Peripherie  oder 
von  der  Geraden  steht,  so  werden  alle  diese  neuen  Kreise 
eue  einhüllende  Curve  haben ,  fur  welche  die  gebrochenen 
Strahlen  Normalen  sind."     Diese  Curve  ist  die  Form  der 
gebrochenen  Welle.    Und  hieraus  schloss  Huygens  auf  das 
Gesetz  des  constanten  Verhältnisses  der  Sinusse  des  Ein- 
falls- und  Refractions  winkeis. 

Ebenso  nun  wie  Tschirnhausen  später9)  die  Curve 
betrachtete,  welche  die  gebrochenen  Strahlen  einhüllt, 
dienso  betrachtete  Huygens  die  Curve,  welche  auf  diesen 
8trahlen  senkrecht  steht.  Die  erste  allein  hat  die  Auf- 
merksamkeit der  Geometer  auf  sich  gezogen  und  nur  die 
Betrachtung  dieser  Curve  haben  sie  bei  ihren  Arbeiten  in 
der  Optik  zu  Grundo  gelegt.  Die  zweite  ist  spurlos  an 
inen  vorübergegangen ,  als  wenn  sie  nicht  ebenso  wie  die 
ente  auf  einer  rein  geometrischen  Construction  beruht 
kille,  unabhängig  von  einem  damals  noch  zweifelhaften 
System,  welches  die  Veranlassung  dazu  gegeben  hatte. 
Gleichwohl  ist  die  Curve  von  Huygens  im  Allgemeinen 
viel  einfacher  als  die  von  Tschirnhausen  und  schüesst  sich 
kaeer  den  optischen  Eigenschaften  der  Curvcn  an.  Es 
*U  hinreichen  als  Beispiel  anzuführen ,  dass  die  Brenn- 
te des  Tschirnhauscn ,  die  durch  die  Strahlenbrechung 
tu  einem  Kreise  entsteht,  sich  bis  jetzt  allen  Mitteln  der 


9)  T*cliimhan*en  thcilte  seine  ersten  Ansichten  und  Resultate 
•»•  der  Theorie  der  Brennlinieu  der  Académie  der  Wissenschaften 
x>  Paris  im  Jahre  1682  mit;  Hu  y  gens  hatte  derselben  Académie  *»ei- 
*ft  Trnetatu*  de  lumine  schun  drei  Jahre  vorher  überreicht.  Schon 
■vit  langer  Zeit  war  er  im  Beaitz  »einer  Theorie  der  Kvoltiten  und 
litt«  aKo  nur  einen  einfachen  Schritt  jsii  thun  gehabt,  um  seinen 
Kiaen  den  berühmten  Urcnnlimm  xuxutheilcn,  deren  Erfindung  und 
der^n  Aii\veudiiii£  in  der  OnliL  sowohl  als  in  der  Geometrie  bei  der 
He  tifiration  gewisser  Curvcn  den  ltiihm  von  Tfchinihausen  begrün- 
det U  i>eu. 
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Analyste  widersetzt  hat,  so  das»  man  noch  nicht  ihre  Gl 
chung  hat  geben  können,  während  die  analoge  Curve  i 
Huygens  ganz  einfach  (eine  Ovale  des  Descartes  (eine  Ca 
vom  vierten  Grade)  ist,  deren  Natur  oder  Gleichung  dn 
einige  geometrische  Betrachtungen  oder  durch  eine  Ira 
Analysis  erkannt  werden  kann.  *•)  Nichts  desto  weni 
sind  die  Curven  von  Hnvgens  unbeachtet  geblieben , 
vor  10  Jahren  Quetelet  cÜie  analytischen  Schwierigkeil 
weldhe  die  Untersuchung  der  Strahlenbrechung  darbiel 
zu  beseitigen  suchte  und  dabei  auf  die  Idee  kam,  in  d 
ser  Theorie  statt  der  Brennlinien  des  Tschirnhausen  G 
ven  zu  Substituten,  welche  die  Evolventen  dersell 
waren.  In  Folge  dieser  glücklichen  Idee  kam  er  du 
rein  geometrische  Betrachtungen  zur  Construction  die 
Evolventen  vermittelst  der  Euveloppe  eines  beweglicl 
Kreises ,  und  nannte  diese  Curven ,  welche  augenscheinl 
den  gebrochenen  Wellen  von  Huygens  entsprechen, 
seeundären  Brennlinien.  Auch  dehnte  dieser'  gewan 
Geometer  dieselbe  Doctrin  auf  den  Fall  aus,  wenn 
einfallenden  Strahlen  senkrecht  auf  einerlei  Curve  o 
im  Räume  normal  gegen  einerlei  Oberfläche  siud.  u) 

Diese  Ausdehnung  war  gleichfalls  schon  in  der  Theo 
von  Huygens  mitbegriffen.  Es  folgt  nämlich  unmittel 
aus  derselben  jenes  schöne  Gesetz  fur  die  Brechung 
Lichtstrahlen,  dass  »  einfallende  Strahlen,  welche  ser 
recht  gegen  ein  und  dieselbe  Oberfläche  sind ,  dieselbe  1 
genschaft  behalten,  nachdem  sie  durcir  irgend  eine  Ob 
fläche  gebrochen  sind  und  sich  folglich  nach  der  Brechung 
zwei  Gruppen  theilen ,  die  zwei  Reihen  von  Developpab 
bilden,  die  sich  rechtwinklig  durchkreuzen":  ein  Thcon 
welches  zuerst  Malus  an  einem  Strahlcnbüschcl  bomerl 
bei  dem  die  Strahlen  entweder  von  einem  Punkte  at 
gehen  oder  unter  einander  parallel  sind,  von  dem  er  a 
nach    dem  Resultate   einer   sehr   verwickelten    Rechm 


10)  Bei  der  Brechung  an  einer  geraden  Linie  tritt  der  Un 
schied  zwischen  den  Curven  von  Tschirnhauscu  und  Huygens  n 
weniger  merklich  hervor:  erstere  ist  eine  Curve  vom  sechsten  G 
deren  Berechnung  bedeutend  lang  ist,  währeud  die  andere  ganx 
fach  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  wie  en  zuerst  Gergonne  fi 
LAnnates  </<'  Math.  toin.  XI,  p.  229.)  Dieser  gelehrte  Geometer 
auch  schon  die  Verniuthuug  ausgesprochen,  dass  es  möglich 
konnte,  dass  die  Brennlinien  zu  ihren  Evolventen  einfachere  ( 
ven,  als  sie  selbst  sind,  haben  dürften.  (Annal,  de  Math,  tom, 
p.  289.) 

il)  Nouveaux  Mémoires  de  V  Académie  de  BruxelU*.  ton. 
et  V. 
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riete  glaubte ,  da»  es  auf  ein  System  von  Strahlen,  die 
senkrecht  gegen  eine  Oberfläche  sind,  ausgedehnt  werden 
klane. M)  Dupin  gab  zuerst  dem  Theorem  des  Malus 
ud  zwar  durch  rein  geometrische  Betrachtungen  die  ganze 
Allgemeinheit,  welche  es  gestattet. Ia) 

Ana  dem  hier  Beigebrachten  ersieht  man,  welche 
■tsjfche  und  fruchtbare  Entdeckungen  das  Werk  von 
Hoygens  über  das  Licht  den  Geomctern  dargeboten  hätte, 
wein  sie  den  Ansichten  dieses  grossen  Geistes  früher 
Vertrauen  geschenkt  hätten.  Ein  merkwürdiges  Beispiel 
tot  der  Langsamkeit,  mit  welcher  unsre  positiven  Kennt- 
nue  fortschreiten  und  sich  vervollständigen,  und  eine 
ernte  Zarechtweisung  für  den  Hochmuth  des  mensch- 
liehen Geistes. 
.  Diese  Abschweifung  war  vielleicht  den  eigentlichen 
Fortschritten  der  geometrischen  Methoden  fremd ,  aber  ge- 
wiss behandelte  sie  eine  der  schönsten  Anwendungen  der 
Geometrie  auf  die  Physik  und  könnte  vielleicht  dazu  bei- 
fügen, einige  unsrer  Jüngern  Leser  fur  diese  Gattung 
geometrischer  Untersuchungen,  welche  noch  neu  ist  und 
reichliche  Ausbeute  verspricht,  zu  gewinnen.  **) 

$.  14.  Der  bewunderungswürdige  Scharfsinn,  wel- 
.  eben  Huygens  in  '  allen  den  grossen  Fragen ,  die  er  der 
Geometrie  unterwarf,  gezeigt  hat,  fehlt  auch  keineswegs 
,  ia  leinen  Untersuchungen  über  Mechanik,  wie  z.  B.  die 
berühmte  Aufgabe  über  den  Stoss  der  Körper  beweist, 
welche  er  zu  gleicher  Zeit  mit  Wallis  und  Wrcn  löste; 
nad  ebenso  untrennbar  ist  in  den  astronomischen  Entdek- 
kjmgen  sein  Name  von  denen  eines  Kepler,  Galiläi  uud 
Karton. 


J         12)  Mémoire  de  V  optique  %   Art.  22  and  27,  im  I4ten  Heft  des 
f    h*rml  de  V Ecole  Polytechnique. 

!         13)  Application»  de  Geometrie  et  de  Mécanique;  Memoire  sur 
I  Ut  routes  de  la  lumière ,  p.  192. 

14)  Hamilton,  Directe* r  des  Observatoriums  zu  Dublin',  setzte 
die  ncbôuen  Arbeiten  von  Kresuel  fort,  und  gelangte  dahiu,  alle  noch 
M  zusammengesetzten  und  dellcatcn  Phänomene  des  Lichts  einem 
amen  analytischen  Calcul  su  unterwerfen,  welcher  su  mathemati- 
schen Gesetzen  führen  zn  müssen  scheint,  die  diese  gauze  weit- 
lAaSee  und  wichtige  Theorie  beherrschen. 

Wir  haben  von  Qoctelet  zu  unserer  hesoudern  Freude  erfahren, 
ein  andrer  eelehrter  Gcometcr,  Mac  Cullagh,  dieselben  Uuter- 
:honcen  als  Hamilton  verfolgt,  aber  mit  Hälfe  ganz  rein  geome- 
trischer Betrachtungen.  Möchten  doch  die  Arbeiten  von  Mac  Cullagh 
wieder  Männer  von  gerechtem  und  unparteiischem  Geiste  der  Geo- 
ssetne  zufahren  uud  den  Methoden  von  Huvgene  uud  Newton  das 
Anse  ho  wiedergeben,  welches  sie  verdicueu! 


■ 


Ohplrirh  dir  Methode  d. 
emsige  Nnrtn  für  »cifip  lli-trnrhtun<r*-n  and 
Wir,    »o    kannte    er  dort. 

meine  ili*»  De«e*rt»,  ■— dem  aari 
Calcul*    von     Leib  ml/. .     - 
knnj;    Mndirt    balle    und    dessen    Yor/.iige 
WM«    '"'I 

§.   15 
HiWHWT    I!*  un<!  NwjrgMM,  w- ■■■ 

■   benrort 
nnrti  ßarrn«-    nennen,    den   Lehr* 
Ventilat  iu  Cinb) 

Leetione*  ycomeiriette  heran*,  ein  Werk 
haften  der 
■ 
in  der  zehnten  Vorlesung  »eine  Tangenten 
der  Ttial  wenig  vm  der  des  1 
ehe.  »Ixt  ilnrcli  iIip  HeiraHitang  de*  klein 
DrciiH-k.-    : 

i   (JuAiiliuit'ii    «lall    einer. 

)  «Dil   zum  Algorithmus,  des   l.eibnrtz  war. 
DSJÜjjM    in    der    grirrhi*rh'-B  und 

Stand ,   diM  er  der 
liafl  dadurch  rinen  wCrnilHlim  DfeM   tei«ien 
er  ■ohr  jtejw'liituio   DabertnopPBjc 
von    dun    Klemmten     nn-l 
von  den   vier   ersten    Hûrbera   des    Apoll« 
Werken  de«  Areiibnede»   und  von  der  Sp 
oosius.     In  allen  diese»  Werken    finden   »trh 

Eosson  TucUs   umgearbeitet   uud  «fiuentrdeniMdi 
cot. 

Man  W  in  Jahr  16*4  unter  dem  Titel  Leeftsm 
DieiHottra*  die  Vorlesungen  gesammelt ,  <N 
in  der  l'niveraiUl  su  Cambridge  über  Philosophie 
Mathematik  m  den  Jahren  l«M,  ID63  und  ISA»  , 
hat,  w»«u  nneit  vier  andre  Vorlesungen  von  udJm 
lein  Datum  kommen,  die  m  Zweck  hallen,  diel 
ii,  du/ cli  wulcho  AicJiunednn  surf 


i  aar  AittauKiuA  i'MiU  msNci 
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ronûgltchen  Theoreme  gekommen  sei,  und  naebzu- 
wie  wenig  diese  von  der  modernen  Analyste  ab- 
*•)  Man  kann  diesen  Gegenstand  nickt  mit  mehr 
eit  und  Klarheit  behandeln,  als  esBarrow  gethan 
hat;  aber  bei  seineu  andern  mathematischen  Vorlesungen 
■ms  man  es  bedauern,  dass  sie  von  griechischen  Citateu 
tfrotzen,  wodurch  ihre  Lecture  sehr  erschwert  wird. 

Endlich  hat  Barrow  in  seinen  Lectiones  opiieae  mit 
fltwaadtheit  verstanden,  die  Geometrie  auf  eine  prasse 
AaxaU  von  Fragen  anzuwenden,  die  sich  auf  die  Reflo- 
ssn  und  Refraction  bei  krummen  Oberflächen  beziehen. 
Kr  eaastruirt  die  Punkte,  in  welchen  sich  unendlich  nahe 
Strahlen  treffen,  aber  trotz  seinem  richtigen  Tact  und 
trttz  seiner  Fertigkeit  in  geometrischen  Speculationen  hat 
et  doch  noch  nicht  daran  gedacht,  die  Curve,  welche  aus 
der  Aufeinanderfolge  dieser  Punkte  entsteht,  oder  dieEn- 
nlsppe  dieser  Strahlen  zu  betrachten;  gleich  Iluygens, 
der  auch  so  nahe  an  der  Entdeckung  dieser  Curve  war, 
"*   "*       er  Tschirnhausen  diese  Ehre. 


$.  16.     Hier  wird  es  auch  an   der   richtigen  Stelle 
■ein,  über  den  eben  genannten  Geometer  Etwas  beizu- 

■BgSO. 

Tschirnhansen  erwarb  sich  eine  grosse  Be- 
rikartheit  durch  seine  bekannten  Bremdinien,  Tschirnhau^ 
fcren  Erfindung  sogleich  die  Basis  mehrcr  issi^itos. 
vhrdkalisch-  mathematischen  Theorien  wurde. 
Wann  man  sie  als  rein  geometrische  Spéculation  betrachtet, 
ü  batte  sie  den  doppelten  Vorthcil,  nach  den  Evoluten 
toi  Hnygens  das  nächste  Beispiel  für  die  Erzeugung  von 
Cwven  als  Enveloppen  einer  beweglichen  Geraden  dar- 
ttKeten   und  einer  grossen  Zahl  von  rectificirbareu  Cur« 

die  Entstehung  zu  geben. 

Diese  Brennlinien  so  wie  die  Evoluten  waren  gewisser 
eine  practischo  Anwendung  der  Idee  De  Beaunc's, 
vrelcher  die  Xatur  der  Curvcn  durch  eine  ihren  Tangenten 
gemeinschaftliche  Eigenschaft  bestimmen  wollte.  Aber 
Huygens  und  Tschirnhaiiscii  sind  nicht  durch  diese  ab- 
stracto Betrachtung  zu  der  Auffindung  ihrer  Curven  ge- 
kommen ,  sondern  Lcibnitz  war  es ,  der  die  Idee  De  Beau- 
se's  verfolgte  und  sie  sogar  verallgemeinerte ,  indem  er  die 
einhüllende  Curve  fur  unendlich  viele  gerade  Linien  oder 


16 j  Quo  planius  apparent  qualem  Hie  MubtUiMtitnus  vir  (Ar- 
ckimed*A)  ana'ysin  usurpa  rit  et  quam  kodier  nae  nostme  par  um 
di>»imiieui. 
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für  bestimmte  und  unter  einander  durch  eine  gewisse  Ei 
genschaft  verbundene  Curven  aufsuchte. lT) 

§.  17.  Tschirnhausen,  ein  Mann  von  Gerne  und  iß 
ganz  besonders  für  die  Wissenschaft,  welche  er  eultr  "' 
eingenommen  war,  hat,  abgesehen  von  der  Erfindung 
Her  Brennlinien,  auch  noch  anderweitiges  Recht  auf 
ausgezeichnete  Stelle  in  der  Geschichte  der  Geonu 
In  einem  Werke ,  betitelt  Medidna  mentis  w) , 
Hauptzweck  in  der  Angabe  der  Regeln,  die  uns  bei 
Aufsuchung  der  Wahrheit  leiten  müssen,  bestand, 
Tschirnhausen  eine  neue  und  allgemeine  Erzeugung 
Curven.  Er  dachte  sich  dieselben  durch  einen  Griffel 
schrieben,  der  einen  Faden  spannt,  welcher  an 
zwei  Endpunkten  befestigt  ist  und  über  mehre  andre 
Punkte  hingleitet  oder  sich  über  eine  oder  mehre  Curvflj 
von  bekannter  Natur  umwickelt.  Es  war  dieses ,  wie  ni 
siebt,  eine  Verallgemeinerung  der  Art,  wie  man  die  Km 
gelschnitte  vermittelst  ihrer  Brennpunkte  beschreibt,  cid 
Verallgemeinerung,  welche  schon  Descartes  auf  die  B4n 
Schreibung  seiner  Ovalen  zu  übertragen  im  Sinne  gehiM 
hatte. 19}  Tschirnhausen  theilte  seine  Curven  in  mahn 
Geschlechter  nach  der  grössern  oder  geringern  Ansah] 
ihrer  Brennpunkte  und  nach  der  Natur  der  festen  Curve^ 
Er  lehrte,  Tangenten  an  die  auf  solche  Weise  beschriebe^; 
nen  Curven  ziehen,  worin  man  den  Ursprung  des  Pra* 
blems  erkennt,  Tangenten  an  eine  Curve  zu  ziehen,  weldM 
durch  eine  Gleichung,  deren  Variabein  die  Entfernung« 
irgend  eines  Punkts  der  Curve  vou  mehren  festen  Punkte; 
sind,  ausgedrückt  ist. 

§.  18.  Dieses  Problem  erlangte  einige  Berühmtheit 
und  wurde  von  den  ersten  Mathematikern  jener  Epocht 
auf  verschiedene  originelle  Arten  aufgelöst;  zuerst  vw 
Fatio  de  Duiller,  welcher  einen  von  Tschirnhausen  be- 
gangenen Fehler  rügte  und  dessen  Lösung,  da  sie  skfc 


17)  Acta  Erud.  Ups.  ann.  1692  u.  1694,  und  LelbnltxU  opem 
to».  HI.  ' 

18)  Medtciua  mentis",  sive  t  en  tarnen  genuinae  logicae%  to  fM 
diiseritur  de  vietkodo  detegendi  incognitas  veritatisy  in  4.,  Amt* 
lG8<i.  —  Im  dritteil  Baude  der  Bibliothèque  universelle  et  hisse- 
ritjue  (J.  1686)  findet  man  eine  sehr  genaue  Analyse  dieses  sserfc* 
würdigen  Werkes  vom  T sc liîrn hausen. 

19)  Géométrie  de  Descartes ,  Buch  2.  Diese  vou  Descartes  er 
dachten  Curven  haben  in  der  Dio,»trik  eine  bedeutende  Rolle  gespielt 
Wir  werden  von  ihneu  in  uiixrer  vierten  Epoche  sprechen,  wo  wi 
sie  im  ersten  Ruche  der  Protei  uien  von  Newton  wieder  her  vordem 
fcii  tiudcu  werdeu. 
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ir  auf  einfache  Betrachtungen  aus  der  Geometrie  gründet, 
is  ein  heute  so  sehr  seltenes  Beispiel  von  der  Methode 
»r  Alten  bei  der  Tangenten  -  Construction  darbietet30}; 
dann  gab  der  Marquis  von  Lhopital  durch  die  Bctrach- 
ag  des  unendlich  Kleinen  eine  elegante  und  sehr  allgem- 
eine Losung91);  und  zu  derselben  Zeit  Leibnitz,  desseu 
ming,  r welche  den  Vorthcil  hat,  dass  der  Geist  dabei 
Des  ohne  Rechnung  und  Zeichnung  macht",  auf  einem 
tercssanten  Satz  der  Mechanik  beruht,  den  er  bei  dieser 
elegenheit  ausdachte.  s-)  Einige  Jahre  darauf  vervoü- 
üadigle  Herman  gewisser  Maascn  diese  Theorie,  indem 
r  eine  sehr  einfache  Construction  des  Krüminuugslialb- 
icssers  fur  die  Cnrven  des  Tschiruhauscu  gab,  den  er 
inet  nnd  nach  rein  geometrischer  Betrachtung  berech- 
ete,  ohne  sich  der  HQlfscoordinaton  des  Dcscartcs  zu 
ebenen.  n) 

Poinsot  dehnte  diese  Erzeugungsart  der  Curven  und 
Be  Construction  ihrer  Normalen  auf  die  Oberflächen  aus 
ad  wandte  dieses  mit  Nutzen  in  einem  ausgezeichneten 
Icnoire  über  Mechanik  au.  *') 


20)  Reflexions  de  M.  Fatio  de  Duitter  sur  une  méthode  de 
tnmrer  tes  tangente*  de  certaines  lignes  courbes,  in  der  BiMio- 
■ffae  universelle  et  historique,  tow.  V,  ami.  1088.  Tschiraliaiiseii 
■I  auf  die  Betrachtungen  de*  Fatio  geantwortet  und  seinen  Irrt  h  um 
ii  Hkea  Baude  derselben  Sammlung   von  demselben  Jahr  auerkanut* 

XI)  Analyse  des  inßnemens  petits,  neck  2,  propos.  10. 

22)  Leibiiitjs  spricht  die  Aufgabe  so  aus:  Man  soll  die  Tangente 
Ir  eise  durch  gezäunte  Fäden  beschriebene  C'urve  xiehen.  «eine 
Wtruction  erfindet  sich  auf  eine  allgemeine  Reget  über  die  Zu- 
»■■■ensetgnng  der  Bewegungen ,  welche  man  in  folgender  Weise 
■sprechen  kann,  wenn  man  statt  der  Idee  der  Bewegung  die  der 
Kraft  setsc.  wie  es  Lagrange  that,  als  er  in  seiner  analytischen 
•ecaaaik  da.*  Gesetx  des  Gleichgewichts ,  welches  aus  dem  Priucip 
lesUihaiu  folgt,  reuroducirtc:  „Wenn  beliebig  viele  Kräfte,  welche 
lof  eaen  Punkt  wirken,  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  durch  ge- 
ade  Linien  dargestellt  werden,  so  geht  ihre  Resultante  durch  den 
tchwerpunkt  der  Endpunkte  dieser  Geraden  nnd  wird  der  Grösse 
ach  deich  der  Entfernung  dieses  Punkts  von  dem  sollicitirten  Punkt 
nttfpticirt  mit  der  Anzahl  der  Kräfte"  (Journal  des  Sa  raus,  Sept. 
»3.  und  Leihnitzii  Opera,  tom.  lit.)  —  Dieses  Theorem  kann 
■ce  aar  den  Kall,  wenn  die  Kräfte  au  verschiedenen  Punkten  eine« 
i  Kaume  freien  Körpers  angebracht  ttiiid,  ausgedehnt  werden. 
Z*re»pondance  mathématique  de  Bruxelles,  tom.  V,  p.  106«) 

23)  âtetkodtt*  inreniendi  radias  oxcull  in  cur  ris  ex  focis  dê- 
rifti*.     Att.  Er;  il. ,  nun.  1702,  p.  lüü.) 

24)  Theorie  tjènrrate  de  Cèquilihre  et  du  mouvement  des  *.v- 
rmr*\  13tr.N  Hell  des  Jour  tu  de  iWole  po'yt.  Diese*  Memoire 
■rde   in   der  Otcn  Ausgabe  der  Statik   vou  Poinsot  wieder  au  ige- 
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§.  19.  Wir  kehren  zu  Tschirnhausen  zurück. 
Jahr  1701  kündigte  dieser  Geometer  der  Akademie 
Wissenschaften  eine  neue  allgemeine  Methode  an,  w 
geeignet  wäre,  die  Infinitesimalrechnung  bei  mehren 
gen  der  höhern  Geometrie,  wie  die  Construction  der 
genten  und  der  Krümmungshalbmesser,  zu  ergänze 
Aber  seine  Lösung,  welche  auf  der  Analysis  des  Deal 
beruhte,  war  nur  eine  Nachahmung  der  beiden  Meth 
welche  dieser  grosse  Geometer  in  Bezug  auf  das  Prc 
der  Tangenten  gegeben  hatte  und  welche  darin  besta 
anzunehmen,  dass  zwei  Punkte  einer  Curve,  welche 
erst  um  eine  endliche  Quantität  von  einander  entfernt 
dahin  kommen,  zusammen  zu  fallen. 

Folgender  Titel:  Versuch  einer  Methode,  die  Be 
renden  der  mechanischen  Gurven  zu  finden,  ohne  h 
eine  Grösse  unendlich  klein  anzunehmen ,  unter  wel< 
Tschirnhausen  eine  seiner  Entdeckungen  bekannt  ma 
erregte  damals  grosses  Aufsehn;  und  es  musste  ii 
That  dieses  Werk  die  Neugierde  der  Geometer  le 
reizen  und  seinem  sonst  schon  berühmten  Verfasser 
unsterblichen  Ruhm  sichern,  wenn  er  sein  Verspn 
vollständig  erfüllte.  Aber  diese  Methode ,  weit  davon 
fernt,  für  jede  mechanische  Curve  zu  passen,  liess 
nur  auf  die  Gattung  von  Curven  anwenden,  welche I 
einer  geometrischen  Curve,  an  welche  man  die  Tang 
zu  ziehen  wussto,  zu  Abscissen  und  Parallele  mit 
festen  Geraden  zu  Ordinaten  hatte;  ausserdem  wai 
von  Tscliirnhausen  angewandte  Calcul  derselbe,  ah 
für  den  gewöhnlichen  Fall,  wenn  die  Abscissen  auf 
Geraden  statt  auf  einem  Curvcnbogcii  gezählt  wc 
Inzwischen  hatte  diese  Methode  immer  das  Vcrd 
eine  Erweiterung  der  des  Dcscartcs  zu  sein ,  welcher 
man  weiss,  um  die  Allgemeinheit  und  die  Zulänglic 
seiner  Geometrie  aufrecht  zu  erhalten,  die  mechani 
Curven  ausgeschlossen  hatte,  indem  er  mit  diesem  \ 
diejenigen  bezeichnete,  welche  sich  nicht  nach  einen 
nauen  und  bekannten  Maass  bestimmen  Hessen.  Sehe 
Jahr  1682  hatte  Tscliirnhausen  seine  Tangcntenmei 
für  geometrische  Curven  in  den  Leipziger  Actis  E\ 
unter  dem  Titel  Nova  methodus  tangentes  curvarum 
pedite  determinandi  aus  einander  gesetzt,  und  verspro 
dass  er  sie  später  auf  mechanische  Curven  anw< 
würde. 


25)  Histoire  et  Mémoires  fie  V Académie  des  Sciences ,  ann 

26)  Mémoires  de  iWcadimic  den  Science* ,  ami.  170'i. 


111 

C.  SQ.  Das  Ziel,  welchem  Tschirnhansen  Bdrachtun- 
aJkn  seinen  geometrischen  Speculationen  gen  über  die 
ichstrebte,  war,  die  Geometrie  leichter  dar-  Methoden  in 
■teilen,  indem  er  davon  überzeugt  war,  dass  J^T  Geome- 
t  wahren  Methoden  auch  leicht  seien,  dass 
bat  die  geistreichsten  nicht  die  richtigsten  seien,  sobald 
e  zu  sehr  complicirt  sind,  und  dass  die  Natur  fur  jede 
iche  Etwas  Einfachstes  darbiete. 

Wir  fuhren  diese  Meinung  von  Tschirnhausen  hier 
bafchüich  au,  weil  wir  bestimmt  glauben,  dass  alle  geo- 
utrischen  Wahrheiten  dieselbe  Eigenschaft  haben  und 
■as  sie  alle  gleich  empfänglich  für  leichte  und  anschau- 
icke  Beweise  sind.  Denn  in  der  That,  wie  viele  Bei- 
fiée  hat  man  nicht,  dass  gerade  die,  welche  anfanglich 
ie  grossten  Schwierigkeiten  darboten  und  sich  allen  Mit- 
ob  der  bekannten  Methoden  widersetzten ,  später  die  ein- 
lebten und  klarsten  geworden  sind?  Dieses  liegt  nur 
In,  dass  sie  von  Theorien  abhingen ,  welche  noch  nicht 
«fanden  oder  nicht  genugsam  ausgebildet  waren,  oder 
reiche  noch  nicht  auf  ihren  richtigen  Grundlagen  ruhten. 
Bens  scheint  uns,  beiläufig  gesagt,  der  Ilauptvorzug  der 
mleraen  Analysis  vor  der  Geometrie  zu  liegen.  Erstero 
tat  das  wunderbare  Vorrecht,  die  Zwischensätze  ganz 
itroichlässigen  zu  dürfen,  welche  die  Geometrie  bestän- 
tg  oöthig  hat  und  welche  sie  neu  erschaffen  muss,  wenn 
le  Untersuchung  eine  neue  ist.  Aber  dieser  Vorzug  der 
balysis,  so  schon  und  kostbar  er  auch  ist,  hat  doch 
tone  schwache  Seite ,  wie  alle  menschlichen  Erfindungen  ; 
leon  dieser  penetrante  und  schnelle  Schritt  erklärt  nicht 
uer  hinreichend  den  Sinn  desselben,   man  bleibt  dabei 

■  Unklaren  über  die  vermittelnden  Wahrheiten,  welche 
lift  gefundene  Wahrheit  mit  dem  Ausgangspunkt  ver- 
bïpfen  und  welche  erst  mit  einander  vereinigt  werden 
niiitu,  um  ein  vollständiges  Ganzes  und  eine  wirkliche 
Tketne  zu  bilden.  Ist  es  deun  bei  dem  philosophischen 
**i  gründlichen   Studium  einer  Wissenschaft  hinreichend, 

■  wissen,  dass  eine  Sache  wahr  sei,  wenn  mau  nicht 
weiss y  weshalb  sie  es  ist  und  welchen  Platz  sie  in  der 
leibe  der  Wahrheiten,  zu  denen  sie  gehört,  einnehmen 

■US? 

Wenn  man  der  bis  ins  Unbestimmte  fortschreitenden 
Vervollkommnung  der  Geometrie,  wie  es  Tschirnhausen 
gesetzt  hatte,  nachstreben  will,  so  scheint  es  mir  bei 
fem  gegenwärtigen  Standpunkt  dieser  Wissenschaft  noth- 
ttendig,  dass  man  hei  allen  darauf  bezüglichen  Spécula- 
tion beständig  folgende  beide  Kegeln  beobachte: 


Hg 

1)  Man  verallgemeinere  immer  mehr  and  mehr  di 
besondern  Sätze,  um  allmähtig  eu  einem  allgemeinsten  s 
kommen,  welcher  zu  gleicher  Zeit  immer  der  einfachste 
natürlichste  und  leichteste  sein  wird. 

2)  Man  begnüge  sich  bei  dem  Beweis  eines  Satzes  odn 
bei  der  Lösung  einer  Aufgabe  nicht  gleich  mit  dem  erstei 
Resultat,  welches  hinreichend  ist,  wenn  es  sich  um  mm 
specielle  Untersuchung  unabhängig  von  einem  allgemeines 
System  einer  Parthie  der  Wissenschaft  handelt;  sondern 
man  sei  nicht  früher  mit  einem  Beweis  oder  einer  Lösuf 
zufrieden,  als  bis  ihre  Einfachheit  oder  ihre  offenhält 
Herleitung  aus  irgend  einer  bekannten  Theorie  zeigt,  dafl 
mau  die  Untersuchung  auf  die  wichtige  Doctrin,  von  wd» 
eher  sie  auf  natürliche  Weise  abhängig  ist,  zurfickge» 
führt  hat. 

Um  ein  Erkennungsmittel  anzugeben,  ob  die  Anwen- 
dung dieser  beiden  Regeln  zu  dem  erwünschten  Ziel  ge» 
fuhrt  habe ,  d.  h.  ob  man  den  richtigen  Weg  zur  Erlangung 
der  Wahrheit  getroffen  habe  und  bis  zu  ihrem  Ursprung 
durchgedrungen  sei,  glauben  wir  sagen  zu  können,  da* 
es  immer  eine  Hauptwahrheit  geben  und  als  solche  anerr 
kannt  sein  muss,  aus  der  sich  die  übrigen  als  einfache 
Transformationen  oder  als  natürliche  Folgerungen  leUsU 
ableiten  lassen,  und  dass  diese  einzige  Bedingung,  wenn 
sie  erfüllt  ist,  das  Merkmal  der  wahrhaften  Vollkommenheit 
der  Wissenschaft  sein  wird.  Wir  wollen  noch  mit  eine* 
der  neuem  Gcometer,  die  ganz  vorzüglich  über  die  Phi- 
losophie der  Mathematik  Betrachtungen  angestellt  haben 
hinzufügen,  „dass  man  sich  nicht  schmeicheln  darf,  ndJ 
einer  Theorie  vollständig  fertig  zu  sein,  so  lange  mal 
nicht  im  Stande  ist,  dieselbe  Einem  auf  der  Strasse  hl 
wenigen  Worten  zu  explicircn."  a7)  In  der  That  haben 
die  grossen  Grundwahrheiten,  aus  denen  sich  alle  andern 
ableiten  und  welche  die  wahren  Grundpfeiler  der  Wissen- 
schaft bilden,  stets  das  characteristische  Attribut  der  Ein- 
fachheit und  Anschaulichkeit.  **) 


27)  Kine  Meinung  von  Oergonne,  der  davon  die  Anwendung  an* 
die  neue  Theorie  der  Brenn  1  in ien  machte.  Nouveaux  Mémoire*  éê 
VAcailêmie  de  Bruxelles ,  tom.  IV,  p.  88. 

28)  Diene  für  die  positiven  Wissenschaften  angenommene  Mei- 
nung ist  ein  Resultat  der  Erfahrung,  auf  welches  die  AutibUdug 
jeder  derselben  führt  Aber  mau  kann  sie  auch  a  priori  rechtfer- 
tigen. Denn  die  allgemeinsten  Prinripicn ,  d.  h.  die,  welche  pich  toi 
den  gröbsten  Theil  der  hc*onderu  Fälle  erstrecken,  müssen  frei  wii 
von  den  besoudern  Umstanden,  welche  jedem  dieser  besondern  Fülle 
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f.  tl.  In  der  bisherigen  gedrängten  Ue- 
Tflrht  der  wunderbaren  Fortschritte,  welche  Pf?*)?*1*** 
?  Geometrie  in  einem  Zeitraum  von  30  Jah-  ^  iiTärci 
b  gemacht  hat,  bemerkt  man,  dass  es  vor-  TheUe. 
ig&ch  swei  grosse  Ideen  waren,  aus  denen 
ese  Fortschritte  hervorgingen,  nämlich  das  Untheilbaro 
%  Cavalleri  und  die  auf  krumme  Linien  angewandte 
aahrsis  des  Descartes»  Erstere  schloss  sich  an  die  ge- 
ahnten Formen  und  Verfahrungsarten  der  alten  Geometrie 
■  und  man  betrachtete  die  Entdeckungen,  au  welchen 
ist*  Methode  des  Cavalleri  führte,  als  zur  alten  Geo- 
Ktrie  gehörig.  Die  zweite,  eih  wirklich  analytisches 
Kttnaittel,  machte  aus  der  Geometrie  eine  ganz  neue 
Wissenschaft,  welche  bei  einem  Archimedes  und  Apollo- 
ns  Staunen  und  Bewunderung  erregen  würde,  da  man 
à  ihren  Schriften  auch  nicht  den  geringsten  Keim  dazu 
Met;  man  nannte  sie  gemischte  Geometrie  oder  anoly- 
ÜMiff  Geometrie  oder  Geometrie  des  De$carte$. 

Während  sich  aber  auf  diese  Weise  eine  Art  von 
Erteilung  in  den  Methoden  der  Geometrie  bildete,  ent- 
tfiad  noch  eine  dritte  Vcrfahrungsart,  so  zu  sagen  eine 
Ute  Art  der  Geometrie.  Es  ist  die,  welche,  wie  wir 
angeführt  haben,  von  Pascal  und  Dcsargues  angewandt 
wvde  und  wovon  sich  dio  ersten  Anfange  in  den  Puris- 
ten Eoclid's  finden  und  die  uns  in  den  mathematischen 
Btaunlungen  des  Pappus  aufbewahrt  sind. 

Auf  diese  Weise  sehen  wir,  dass  die  Geometrie  in 
fai  Theile  zerfallt.  Der  erste  umfasst  die  Geometrie  der 
Allen,  unterstützt  durch  die  Lehren  von  dem  Untheilbareu 
u4  der  zusammengesetzten  Bewegung.  Der  zweite  ist 
die  Analysis  des  Dcscartes,  eine  Erweiterung  der  Vor- 
•ckriften*  welche  Fermât  in  seiner  Methode  de  maximie 
H  minhnU  zur  Berechnung  des  Unendlichen  gegeben  hatte. 
Der  dritte  ist  die  reine  Geometrie,  welche  sich  wesent- 
lich durch  ihre  Abstraction  und  ihre  Allgemeinheit  aus- 
«tfhnct,  wovon  Pascal  und  Desargues  in  ihren  Werken 
über  die  Kegelschnitte  die  ersten  Beispiele  gegeben  haben 


Ar tich  betrachtet,  einen  unterscheidenden  und  verschiedenartigen 
Ckaracter  jsa  geben  scheinen,  bevor  man  ihr  gemeinsame.«  Band 
Mi  ihren  gemeinsamen  Ursprung  erkannt  hat.  Denn  wenn  sie  aus 
tUn  diesen  besondern  Umständen  und  Eigenschaften  zusammenge- 
ht« wären,  so  würden  sie  alles  das  aus  den  Folgesfttxen  Entlehnt« 
Malten  nnd  im  Allgemeinen  nur  Äusserst  beschrankte  und  dabei 
"aplicirte  Wahrhciteu  ausdrucken.  Die  allgemeinsten  Princiuieu 
*i*a  also  nolb wendig  ihrer  Natur  nach  die  einfachsten. 

Ums,  der  Geoa.  8 


Und  worauf  Monge  und  Carnot  im  Anfange  dieses 
hunderts  weitläufige  und  fruchtbare  Prineipicn  go| 
haben. 

Diese    dritte  Branche    der   Oeometrio,    welche 
das,  wus   man    die  neue  Geometrie   nennt,     ausmacht 
frei  von  jeder  algebraischen  Rechnung,    obgleich  sie 
ebenso  glücklichen  Gebrauch  von  den  metrischen  Vi 
nissen  der  Figuren  als  von  ihren  Relationen  in  Bezui 
die  Loge  macht;    aber   sie  betrachtet  nur  Verhältnis! 
geradlinigen    Entfernungen    einer    gewissen    Art 
weder  die  Symbole  noch  die  Operationen  der  Algel 
fordern.     Sie  ist  eine  Fortsetzung  der  geometrischen 
lyso  der  Alten,  von  der  sie  sich  «citer  durch  den  Zw 
noch   durch    die  Natur  ihrer  Spekulationen    uitenofaaJ| 
vor   der  sie   aber  unendliche  Vorzüge  errungen  hui,    the 
durch  die  Allgemeinheit .    Qteich formt gkelt  und    Abstrait 
ihrer  Auffassung  und  iiirer  Metheden,  wodurch  die 
leinen,    unvullslündigen    und  ohne  Verbindung  nn  ein 
gereihten  Sätze,  welche  die  ganze  Wissenschaft  der 
bildclen,   verdrängt  sind,    llieils  aber  und  vorzüglich 
die  so  nützliche  Anwendung  der  Betrachtung  Über  Fi 
dreier  Dimensionen    hei  den  einfachen   l .'utersud Hingen 
ebenen  Geometrie.     Hier   in    diese  Geometrie 
Theorien  mit  ihren  Anwendungen,    denen    man    In    nSMV 
Zeit  din  Namen  der  Gcnractrie  des  Lineals  und   QeOBHft 
der  Lage    {Geometrie  de   regle  et  Géométrie  de  situati 
gegeben  hat,  je  nachdem  man  nur  von   den  Durch*  RS 
gerader   Linien    oder    von    den    Durchschnitten    der  l'i 
und  Oberflächen  im  Raute  Gebrauch  macht,  um  dfe 
schreiheudeu  Fi  gen  schuften  der  Curven   zu  entdecken' 
Von    den    drei    hier    unterschiedenen    Arten    der   € 
meine  ist  die  zweite,  die  Analysés  des  De»  ■ 
Eichend    und    bietet    so    viele  Vortlicde    dur.    riuss 
den  graset  an  in  dieser  dritten  Bpoehe  erwähntes 
lern    mit   besondrer  Vorliebe    cnllivirt  wurde.     Und    c 
wahr,  dass  diese  Geometrie  des  Dcsearles  ein  alignas 
llühsrnitlel    war,   welches    sich    allen    geonu 
Stellungen,  den  alten  wie  den  neuen,  anpussen  licss. 
,  §.  2Ï.     Einige  Mathematiker  blieben 

H40—  iris.'  dennoch    der    Methode    der    Allen    (reu,    i 

ik-iic\i  besonders  De  La  Iure  hervorzuhe 
ist.  Obgleich  dieser  Geonieter  mit  der  Analyste  des  I 
caries  rertraut  war,  so  bereicherte  er  des; 
die  reine  Geometrie  mit  mehren  Werken ,  die  im  Siylc 
Alten  geschrieben  waren  und  dabei  viel  Glück  ma  ' 
Er  bildete  die  Lehren  des  Dcsargucs  und  Pascal   tu 
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fijer  If  ose  weiter  ans  und  führte  hauptsächlich  durch  eine 
Art,  fie  Kegelschnitte  in  der  Ebene  zu  erzeugen,  in  die 
Gemeine  mehre  Neuerungen  ein,  welche  mit  den  neueren 
Vetboden  in  Verbindung  standen.  Wir  müssen  also  in 
doppelter  Hinsicht  diesen  berühmten  Mathematiker  hier 
nl&hren. 

Seine  hauptsachlichsten  nach  Art  der  alten  Geometrie 
geschriebenen  Werke  sind:  das  grosse  Werk  über  Ke- 
gelschnitte unter  dem  Titel  Sectiones  conicae  in  novem 
lUroi  distributae  (fol.,  Paris  J685);  sein  Memoire  sur  le» 
iptcydotdes,  worin#ihre  Ausmessungen,  ihre  Evoluten  und 
ihre  Anwendung  in  der  Mechanik  auf  die  Construction  der 
mahnten  Räder  enthalten  ist39);  ein  zweites  Memoire 
iber  denselben  Gegenstand,  der  nur  verallgemeinert  und 
ttf  alle  Arten  von  Curven  angewandt  ist,  unter  dem  Titel 
Traiié  des  roulettes  où  Von  démontre  la  manière  umver- 
teile, de  trouver  leurs  touchantes,  leurs  points  d'inflexion 
rf  de  rebroussement ,  leurs  superficies  et  leurs  longeurs9 
fer  la  Géométrie  ordinaire*0)',  und  ein  Memoire  über  die 
Cmtkoiden  im  Allgemeinen,  welches  die  Bestimmung  ihrer 
\  Tangenten,  ihrer  Ausmessung,  ihrer  Länge  und  ihrer 
i  kogungspunktc  enthält  (in  den  Memoiren  der  Académie 
1er  Wissenschaftun  vom  Jahr  1708).  Hierzu  müssen  wir 
Mch  den  Traité  de  Gnomonique  fügen,  welcher  1682  er- 
schien und  welches  ein  wahrhaft  neues  Werk  war,  in 
welchem  De  La  llire  alle  Aufgaben  graphisch  auflöste, 
leihst  ohne  Hülfe  der  ebenen  Trigonometrie  nur  mit  Hülfe 
des  Zirkels ,  Lineals  und  Lotlies, 

$•  £}.  Das  Werk  über  die  Kegelschnitte  hat  ein  sehr 
bedeutendes  Aiischu  bei  dem  ganzen  gelehrten  Europa  er- 
bogt and  lässt  De  La  Htre  als  einen  Originalschriftstcller 
iber  diesen  Gegenstand  betrachten.  Denn  obgleich  seine 
Methode  rein  synthetisch  wie  die  der  Alten  ist,  so  unter- 
scheidet sie  sich  doch  wesentlich  von  dieser.    Die  Alten 


29)  Dieses  Memoire  erschien  1604  unter  andern  mathematischen 
mi  physikalischen  Memoiren  von  De  La  llire  und  wurde  im  9ten 
Bälde  der  alten  Memoiren  der  Acad.  der  Wiss.  wieder  abgedruckt. 
ttt  La  llire  sagt  darin,  dass  er  schon  vor  20  Jahren  die  Kuicy- 
deiden  und  ihren  Gebrauch  in  der  Mechanik  entdeckt  habe.  Später 
hat  Leibnitz  die  Khre  dieser  doppelten  Erfindung  für  den  berühmten 
Astronomen  Boemer  in  Anspruch  genommen,  welcher  es  1674  wäu- 
n»4  seines  Aufenthalts  iu  Paris  ausgedacht  h  ah  eu  soll.  Aber  une 
sekeint  e*  nach  De  La  llire  selbst,  dass  wenigstens  der  mechanische 
neu  dieser  Erfindung  bis  auf  Desargues  zurückgeht 

SO)  Gedruckt  im  Jahr  1704  In  den  Mein.  d.  Acad.  d.  Wls* 
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hätten  di«  Kegelschnitte  am  Kegel  selbst  betrachtet,  ; 
nur  um  deren  Entstehung  aufzufassen  und  einige  liai 
eigeuschaften  derselben  nachznwcisen  (worunter  die 
xüglich  benicrkcnswcrthe  das  constante  Vciliültniss 
Quadrats  der  Ordinale  zum  Product  aus  den  Segment« 
der  Axe  war) ai)  und  sodann  diese  ersten  Eigenscha 
zur  Aufsuchung  und  zum  Beweis  aller  übrigen  an/.tm 
den,  so  dass  aie  ihre  Theorie  der  Kegelschnitte  bilde 
ohne  die  Natur  oder  irgend  eine  Eigenschaft  des  K«j 
KU  kennen,  und  unabhängig  von  dem  Krei.se,  welcher 
zur  Basis  dient  ;  selbst  Apollonius  beweist  oft  die  I 
Schäften  des  Kreises  auf  dieselbe  Art  und  zu  gleicher 
als  die  der  Ellipse.  De  La  Hire  wählte  einen  mehr 
lionellen  und  mehr  methodischen  und  folglich  hi'nzi 
und  lichtvolleren  Weg.  Er  fangt  damit  an,  ilie  EU 
Schäften  dos  Kreises,  welche  sich  beim  Kegel  heraus» 
len  müssen,  aufzuführen,  vorzüglich  die,  welch*  su-h 
die  harmonische  Theilung  beziehen,  darauf  erst  macht 
die  Anwendung  davon  auf  die  Entdeckung  und  den  1 
der  analogen  Eigenschaften  in  den  verschiedenen  Schritt 
des  Kegels.  Ausserdem  war  diese  Methode  damals  i 
deshalb  merkwürdig,  dass  sie  keinen  Gebrauch  vom  As 
dreieck  machte  und  sich  ohne  Unterschied  auf  alle  Sehn 
des   Kegels  anwenden  Hess.     Diese  Verfahrungsari  \ 


Sl)  Wenn  man  nach  dem  Grunde  fragt,  weshalb  die'»  Fi 
schlft  der  Kegelschnitte  so  fruchtbar  ist,  so  mus«  man,  um  in 
Weise  der  analytisch  en  Geometrie  zu  sprechen,  sauen,  diu 
nichts  Anderes  Ist,  als  die  Gleichung  der  Coro,  weshalb  man 
ftuch  nicht  «'Mildern  darf,  du««  »ich  diese  K  tuen  sc  h  alt  atleu 
Transformationen  nnt-Twiril,  walcbM  diese  Gleichtun;  unierw» 
i*t.  Aher  in  der  reinen  Geometrie  11111»  inuu  üii  einen  direct! 
aus  der  Natur  der  Siehe  selbst  gewonnenen  Verhältnis«  «un 
gehen,  welches  nicht  ans  einem  künstlich  car  lllitre  eeuommi 
Cnordinatcn  -  $v«lem  entlehnt  ist,  woraus  mau  al-d.inu  erkennt,  1 
diese 1  Verhältnis*  dasselbe  ist,  was  die  in  Bede  atewMWl  Hell 
aii>driicU,  rniinticii  eine  Eigenschaft  von  6  Punkten,  welche 
einem  Kegelschnitt  liefen.  Diese  G  Punkte  besitzen  die  vollkomn 
A  lier  m  elnheit  In  Cernn  auf  ihre  mögliche  Luge,  nur  liefen  »11 
Punkten  je  2  tnf  zweien  Parallelen.  Aher  unbeachtet  dieser 
■chrAnkoudcn  Bedingung  reicht  die  geamnle  BHaüon  hin,  um  dl 
wilH.,ii,,iicli  Kej;ebene  Punkte,  deren  Ann)  bekannt  afnd,  einen  h> 
whnitt  eu  construiren.  Jedoch  mus*  man  oft  einen  Wen  Iget  dire' 
Weç  verfolgen,  welcher  einige  Umwege  mehr  erfordert,  als 
man  eine  allgemeine  Helation  zwischen  (1  Punkten  eines  Kegels 
kennt.  Diese  Deiner  kung  erklärt  es,  weshalb  die  schönen  Th< 
on  DesBfpau  und  p«.--«i,    e/ebiKfl  die««  caaa  augeaieia*:  n 

Wischen    den    6    Punkten    eines    Kegelschnitts    auedrOokes ,     fi 
Theorie  eilte  den  Alten  unbekannte  Leichtigkeit  hiu  eilige  bracht 
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m  ma  sieht,  ganz  in  dem  Sinne  der  von  Desargues 
aWAseal,  welche  vermittelst  der  Perspective  die  Eigen« 
icbftea  des  Kreises  auf  die  Kegelschnitte  übertrugen. 
Aifi  hat  De  La  Hire  aus  dem  Broîttllon  projet  des  Co- 
MfKf  von  Desargues  den  glücklichen  Gebranch ,  welchen 
ieser  Schriftsteller  darin  von  der  harmonischen  Proportion 
ttd  von  einigen  Relationen  der  Involution  macht,  entleh* 
m  können.  Aus  dieser  doppelten  Rücksicht  haben  wir 
pngty  dass  dieser  Geometer  die  Lehren  des  Desargues 
ttd  Pascal  weiter  ausgebildet  habe. 

$.  t4.  Wir  müssen  noch  erwähnen  ,  dass  diese  neue 
Methode ,  die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  aus  denen 
im  Kreises  und  aus  der  Betrachtung  des  Körpers,  auf 
wtfehem  diese  Curven  entstehen,  abzuleiten,  schon  von 
Brei  Geometern  des  vorhergehenden  Jahrhunderts  ange- 
wndt  worden  war,  zuerst  von  Verner  aus  Nürnberg, 
welcher  auf  diese  Weise  mehre  elementare  Eigenschafken 
4er  Kegelschnitte  bewiesen  hat  **) ,  und  sodann  in  gros- 
Mnr  Ausdehnung  und  in  wissenschaftlicherer  Form  von 
HnroKcus  von  Messina,  welcher  zuerst  mehre  Schriften 
in  Alten  übersetzt  hatte  und  dann  unter  vielen  andern 
eigenen  Werken  ein  Werk  über  die  Kegelschnitte  her« 
wgab,  worin  er  diesen  neuen  Weg  verfolgte,  indem  er 
im,  welchen  die  Alten  verfolgten,  die  Weitschweifigkeit 
k  den  Beweisen  vorwarf.  *>) 

Auch  ist  es  noch  billig ,  bei  vorliegendem  Gegenstande 
fei  Zeitgenossen  DeLaHire's,  Guarini,  anzuführen,  wei- 
der 1671  ein  Werk  über  die  Kegelschnitte  herausgab, 
worin  er  zum  Beweise  der  Eigenschaften  derselben  viel- 
fältig Gebrauch  von  der  Betrachtung  des  Kegels  macht. 
Uta  findet  darin  einen  sehr  einfachen,  auf  alle  drei  Ke- 
gelschnitte zugleich  anwendbaren  Beweis  fur  die  Eigen- 
schaft, dass  die  Producte  aus  den  Segmenten  paralleler 
Sekten  ein  constantes  Verhältniss  haben,  wozu  man  sonst 
uer  mehre  Präliminar -Sätze  kennen  musste.  Diese 
Methode  war  ein  Fortschritt  in  der  Theorie  der  Kegcl- 


92)  J.  Vernsri  IAbdlus  super  viginti  duobus  eUmentis  conlcis, 
dt;  in  4.,  1522. 

33)  Quoniam  Apollonius  omnia  fere  conicorum  dsmonstrata 
tsmatu*  est  in  planum  redigere ,  antUfuioribus  insignior,  nsglecta 
cnontm  descriptions,  et  aliunde  quaerens  argumenta ,  cogitur 
pertmepe  obteurius  et  indirects  demonstrare  ]id,  quod  content- 
pimrnlo  ëolidae  figurae  sectionem,  apertiue  et  brevius  demonstratur. 
{D,  FranciMci  Mauroiici  Opustula  mathematica,  in  4.,  Venetü«, 
1*75,  p.  2000 
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schnitte,  aber  Gnarini,  der  übrigens  in  allen  Theflen  de 
Geometrie  ausserordentlich  bewandert  war,  verfolgte  die* 
sen  nicht  so  systematisch  und  nicht  mit  dem  Talente  da 
De  La  Hire.  (lieber  Maurolicos  und  Guarini  siehe  dk 
XVIIte  Note.) 

§.  25.  Wir  wollen  noch  beiläufig  sagen,  dass  wi 
ausser  der  Methode  der  Alten  und  der  von  De  La  Hin 
angenommenen  noch  eine  dritte  kennen ,  welche  noch  nick 
angewandt  worden  ist  und  welche,  wenn  wir  nicht  irroij 
dazu  geeignet  ist,  die  Beweise  ausserordentlich  sa  ver- 
einfachen und  die  Principien  und  den  wahren  Ursprung 
der  verschiedenen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  in  ibl 
richtiges  Licht  su  stellen;  denn  in  dieser  Hinsicht  dar! 
man  sich  nicht  verhehlen,  dass  die  Methode  der  Ahei 
sehr  im  Dunkeln  bleibt  Diese  Methode  besteht  darin,  dû 
Eigenschaften  des  Kegels  selbst  zu  erforschen,  unabhän- 
gig von  denen  der  Kegelschnitte,  welche  sich  aus  Jen« 
mit  der  grössten  Leichtigkeit  und  in  ihrer  vollkommnei 
Allgemeinheit  ableiten  lassen.  Ueberall ,  wo  die  Alten  dre 
verschiedene  Beweise  fur  dieselbe  Eigenschaft  an  den  dre 
Kegelschnitten,  der  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel,  bran* 
chen ,  weil  sie  sich  auf  den  besondern  Character  jeder  ein- 
zelnen dieser  Curven  stützen,  reicht  ein  einziger  Beweii 
für  die  analoge  Eigenschaft  am  Kegel  selbst  hin,  woran 
sich  dann  als  aus  ihrem  wahren  und  gemeinsamen  Ur- 
sprung die  der  drei  Kegelschnitte  ableiten  lassen.  Au 
diese  Weise  hat  man  im  Kegel  mehre  Eigenschaften  ent- 
stehen sehn,  wie  die  der  Brennpunkte,  welche  seh« 
Apollonius  geahnt  zu  haben  scheint,  welche  aber  diese 
Geometer  eben  so  wenig  als  seine  Nachfolger  weder  ai 
die  Eigenschaften  des  Kreises  noch  an  die  des  Kegali 
angeknüpft  haben,  so  dass  der  erste  Ursprung  dieser  aus- 
gezeichneten Punkte,  der  in  der  Natur  des  Kegels,  an! 
welchem  die  Curve  gebildet  wird,  begründet  ist,  gänalid 
unbekannt  blieb. 

Ein  andrer  Vortheil  der  erwähnten  Methode  lieg 
darin,  dass  sie  zu  gleicher  Zeit  mit  der  Theorie  der  Ke- 
gelschnitte auch  die  der  Kegel  mit  kreisförmiger  Basil 
bildet ,  von  welchen  nur  wenige  Eigenschaften  bis  auf  dtf 
neueste  Zeit  bekannt  waren.  Dieses  bietet  durchaus  keim 
Schwierigkeit  dar  und  wir  glauben  als  Beweis  dafür  det 
Versuch  anführen  zu  können,  welchen  wir  von  diesei 
Methode  in  einem  Memoire  gemacht  haben,  in  welchen 
wir  nur  die  meistens  evidenten  Eigenschaften  des  Kreisel 
als  gültig  zulicssen  und  doch  dadurch  zu  einer  grossei 
Zahl  von  neuen  Eigenschaften  der  Kegel  zweiten  Grude 
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,  die  einem  grossen  Theil  nach  analog  sind  denen 
er  Brennpunkte  bei  den  Kegelschnitten  und  auf  diese 
ihres,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Existenz  dieser 
WUe  und  ihre  Eigenschaften  sich  an  die  des  Kegeln 
■scUiessen.  **)  —  Man  könnte  beim  Lesen  der  ersten 
Forte  in  dem  Werke  über  Kegelschnitte  von  Wallis  auf 
ie  Vermmhung  kommen ,  dass  die  angeführte  Methode 
«selbe  sei,  als  die,  welche  dieser  grosse  Geouteter  be- 
ilgte.  Denn  er  sagt:  dass,  weil  er  die  Theorie  der  Ke- 
pUchoJUe  als  schwer  erkannt,  er  sich  vorgesetzt  habe, 
ieseibe  su  vereinfachen  und  deshalb  die  Natur  des  Ke- 
pb  genauer,  als  die  Alten  es  gethan,  untersuchen  wolle, 
■i  Heraus,  als  aus  ihrer  wahren  Quelle,  die  Eigenschaften 
hier  Curven  abzuleiten.  Aber  Wallis  fugt  hinzu,  dann 
s  lieh  auf  die  hauptsachlichsten  dieser  Eigenschaften  be- 
rhrinken  werde,  auf  die,  welche  zur  Entdeckung  aller 
feigen  fuhren  können.  Und  in  der  That,  nachdem  er  die, 
vckbe  dazu  dient,  die  Kegelschnitte  durch  eine  Gleichung 
nrnehen  zwei  Coordinaten  nach  der  Weise  des-  Descartes 
andrücken ,  bewiesen  hat,  verfolgt  er  einen  andern  Weg 
ma  pebt  eine  analytische  Behandlung  dieser  Curven. 

f.  fl6.  Wir  wollen  zu  dem  Werk  des  De  La  Hire 
arôckkchren,  welches  in  9  Bûcher  getheilt  ist  Das 
«He,  welches  die  Grundlage  fur  alle  übrige  ist,  behan- 
âek  nach  einander:  die  Eigenschaften  der  harmonischen 
tbahing  einer  geraden  Linie ,  die  eines  harmonischen  Bün- 
dels und  endlich  die  Linien ,  welche  beim  Kreise  harmo- 
■Kh  getheilt  werden.  Auch  finden  sich  einige  besondere 
ftfle  für  die  Beziehung  der  Involution  von  6  Punkten, 
Afdeich  diese  Beziehung  nicht  in  ihrer  ganzen  Allgemein- 
bek  ausgesprochen  ist.  Dieses  Buch  ist  eine  Enleituug, 
Viraus  sich  später  leichto  und  allgemeine  Beweise  für 
Itaeme  ergeben,  welche  den  Alten  lange  und  mühsame 
Irtirickelungcn  kosteten.  Hierin  ist  das  enthalten,  was 
&  Neuheit  und  das  Vordienst  der  Methode  De  La  Hire's 
«macht. 

Mit  Ausnahme  des  Problems  ad  très  et  quatuor  lineas 
*i  der  schönen  allgemeinen  Theoreme ,  welche  die  Grund* 
fcp  der  Werke  von  Desargucs  und  Pascal  bilden ,  finden 
Ä  alle  bekannten  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  zum 
**ea  Mal  in  dem  Werke  von  De  La  Hire  vereinigt  und 
•f  gMchmässige  und  elegante  Weise  synthetisch  bewie- 


34)  Mémoire  de  Geometrie  pure  sur  les  propriété*  générales 
*  ctuci  i%  tteond  degré,  in  4.,  1830. 


«•s.     Unter    diesen    führen   wir    stierst    die  ' 
Polo  an,  welche  in  folgenden  drei  Salzen  besteht: 

1)  Wenn  man  um  einen  festen   Pankt   eino   1 
vcrsale  sich    drehen    läsat,    welche    einen    Kegelschnd 
zwei  Punkten  trifft,  so  kreuzen  sich  alle  Tangenten, 
che  man   an    diese  Punkte   zieht  auf  einer   geraden 
(Satz  «7  n.  88  im  lsten  B.  und  24  u.  27  im  2tcn  B.)    E 
umgekehrt:   Wenn  man   von  jedem   Punkt  einer  Gera 
Ewei  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt  zieht,    so    geht 
Verbindungslinie  der  beiden  Berührungspunkte  durch 
festen    Punkt.      (Satz  26  und  28  des  lsten  Buchs  i 
und  26  des  2ten  Buchs.) 

Dieser  Punkt  ist  in  neuerer  Zeit  der  Pul  der  < 
den  und  diese  Gerade  die  Polare  des  Punkts  ge 
worden. 

2)  Wenn  man  durch  einen  festen  Punkt 
Transversalen  zieht,  welche  einen  Kegelschnitt  1 
so  werden  sich  die  Geraden,  welche  je  zwei  I 
echnittapuukle  irgend  zweier  Transversalen  und  der  t 
verbindet,  auf  der  Polare  des  festen  Punkt*  bvpjl 
(Salz  22  und  23  des  lsten  Buchs  und  30  dos  2lcn.] 

3)  Der  Punkt,  in  welchem  jede  Transversal 
Polare  eines  festen  Punkts  trifft,  ist  für  letztem  dea 
geordnete  harmonische  Punkt  in  Bezug  auf  jene  * 
Punkte,  in  welchen  die  Curve  von  der  Transversal 
schnitten  wird.  (Satz  21  des  lsten  Buchs  und  23  i 
im  2ten.) 

Dieser  letzte  Satz  war  schon  dem  Apollonius 
kann  t.  Im  Werke  Do  La  Iltre's  bildet  er  den 
mentalsatz,  aus  dem  fast  alle  übrigen  sich  ableiten. 
eicht  z.  B.  im  dritten  Satz  des  dritten  Buchs,  wie  < 
ganz  natürliche  Weise  zu  der  Eigenschaft  des  Qui 
der  Ordinale  verglichen  mit  dem  Hechteck  auf  der 
führt.  Kr  spielt  in  diesem  Werke  dieselbe  Kollo,  .( 
Satz  vom  lut  as  rectum  im  Apitlhinius,  oder  das  Th 
der  Involution  von  6  Punkten  im  Brouillon  projet  a 
viijnes  von  Desargues,  oder  das  mystische  Seclise 
Werke  von  Pascal. 

Man  sieht  leicht,  dass  von  den  angeführten  drei  S 
die  beiden  ersten  in  dem  Theorem  über  dus  Viereck, 
dies  Mtem  Kegelschnitt  eingeschrieben  ist,  enthalten 
welches  Theorem,  wie  wir  angeführt  haben,  wuhrsr 
lieh  Pascal  aus  seinem  Sechseck  abgeleitet  bat, 
der  dritte  Sulz  ebenfalls  eine  Felge  desselben  Thci 
ist  vermittelst  des  lälsten  Satzes  im  7ien  Buch  t" 
tliematischcu  Sammlungcu  von  Papjma.     Da  aber  das  ' 
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Pasrsl  niemals  erschienen  ist,  so  hat  De  La  Hire  das 
fcfdmst,  diese  ausgezeichneten  Sätze  erfanden  zu  ha- 
ies. 8pftterhin  sind  sie  reproducirt  von  Maclaurin  in  seinem 
Werk  über  die  Fluxionen  und  in  seinem  Werk  über  die 
isometrischen  Curven,  von  H.  Simson  in  seinen  Kegel- 
schnitten, von  Carnot  in  seiner  Theorie  der  Transversalen 
ma  von  vielen  andern  Geometern. 

Der  erste  Satz  mit  seinem  reciproken  finden  sich  in 
1er  beschreibenden  Geometrie  von  Monge  auf  anschauliche 
Weise  sehr  elegant  bewiesen  und  noch  ausgedehnt  auf 
fie  Oberflächen  zweiter  Ordnung.  Aus  dieser  Epoche  her 
datirt  sich  der  Einfluss  und  die  Anwendung  der  Theorie 
der  Pole 9  welche  früher  in  den  tiefsinnigen  Werken,  die 
wir  genannt  haben,  verborgen  ruhte  und  den  jungen  Geo- 
netern,  welche  die  Kegelschnitte  nur  aus  analytischen 
Werken  kennen  lernten,  unbekannt  blieb. 

Von   den   übrigen   merkwürdigen   Eigenschaften    der 
Kegelschnitte,   welche  von  De  La  Hfre  abzuleiten,  sind, 
wstten  wir  noch  diese  anfuhren,  dass  der  geometrische 
Ort  des  Scheitels  eines  rechten  Winkels,  welcher  einem 
Kegelschnitt  umgeschrieben  ist,  für  die  Ellipse  und  Hy- 
perbel ein  Kreis  und  für  die  Parabel  eine  gerade  Linie  ist 
(tes  Buch,  Satz  86,  87,  28).**)    Auch  diesen  Satz  ver- 
allgemeinerte Monge,  indem  er  zeigte,  dass  der  (Durch- 
tduiiUspunkt  von  drei  unter  einander  rechtwinkligen  Ebe- 
lea,  welche  eine  Oberfläche  des  zweiten  Grades  berühren, 
inmer  auf  einer  Kugel  liegt,  welche  in  die  Ebene  über-« 
gtht,  wenn  die  Oberfläche  ein  Paraboloid  ist. 

De  La  Hire  bereicherte  auch  beträchtlich  die  Theorie 
der  Brennpunkte   und  gab  vermittelst  der  geraden  Linie 


Ä)  De  La  Hire  gab  auch  (In  den  Mémoires  de  V Académie  des 
Hutes  tob  Jabr  1704)  den  Ort  der  gleichen  Winkel  Opitz  oder 
totpQ ,  die  einem  Kegelschnitt  ungeschrieben  werden ,  welches  eine 
tare  ▼ont  Tieften  Grade  wird ,  die  sich  auf  den  «weiten  reducirt, 
^  eine  Hyperbel  wird,  wenn  der  vorgelegte  Kegelschnitt  eine  Pa- 
nfci  ist  In  demselben  Memoire  hat  De  La  llire  dieselbe  Unter- 
tttftBng  in  Bezug  auf  die  Cycloide  augestellt  und  ist  dabei  zu  dem 
■«rkwördigen  Resultate  gekommen,  dass  aUe  gleichen  Winkel,  mö- 
m  *ie  rechte,  spitze  oder  stumpfe  sein,  wenn  sie  dieser  Curve 
Metehrieben  werden,  ihre  Scheitel  auf  einer  zweiten  verkürzten 
•**  verlängerten  Cycloide  haben. 

Wir  haben  gefunden,  dass  die  Epicycloiden  des  Kreises  sich 
fcfteJben  Eigenschaft  erfreuen,  d.  h.  wenu  man  um  eine  Kpicycloide, 
*dcte  durch  einen  Punkt  in  der  Peripherie  eines  Kreises,  der  »ich 
■■einen  andern  festen  Kreis  herumbewogt ,  beschrieben  ist,  Winkel, 
*•  uster  einander  gleich  sind,  beschreibt ,  so  werden  ihre  Scheitel 
*«f  einer  verlängerten  oder  verkürzten  Epicycloide  liegen. 
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und  des  Kreises   eine   elegante  und  leichte  Ccmetroc 
für  einen  Kegelschnitt,   der  durch  drei  gegebene  Poi 
geht  und  dessen  Brennpunkt  ebenfalls   gegeben   ist- 
in  der  Astronomie  nützliches  Problem,    fur  welches 
berühmte  Astronom  und   Geometer  Halley,  der  es 
auflöste ,  eine  Hyperbel  anwandte.  8Ö) 

§.  27.    Bis  auf  Descartcs   kannte  man  nur  eine 
sich    die  Entstehung   der  Kegelschnitte  zu  denken, 
dieses  war    die   auf  dem  Körper  d.  h.  auf  einem  K< 
mit  kreisförmiger  Basis.    Aber  die  Geometrie  dieses 
rühmten  Neuerers  brachte  wie  in  den  übrigen  Theilen 
Geometrie ,  so  auch  in  der  Theorie  dieser  Curvcn  eine  v 
ständige  Revolution  hervor,  man  lernte  daraus,  sie  in 
Ebene    entstehen  zu  lassen,    ohne    die  Betrachtung 
Kegels  nöthig  zu  haben.    Descartcs  begnügte  sich  zu 
merken,  dass  bei  seinem  Coordinatcnsystcm  alle  Kef 
schnitte  durch  die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Gra 
dargestellt  würden.      Diese    analytische  Ausdruckswe 
welche  zur  Aufsuchung  und  Eutwickclung  ihrer  zahl 
chen  Eigenschaften  besonders  geeignet  war,  wurde  zw 
von  Wallis  angenommen,  der  eine  analytische  Bchandli 
der  Kegelschnitte  herausgab ,  und  sodann  von  den  meil 
Geomctcrn ,  die  über  diese  Curven  schriebet.    Indess  bl 
man  doch  noch  ein  Jahrhundert  hindurch  bei  der  Betrat 
tung  der  Kegelschnitte  auf  dem  Kegel,  so  dass  die  Wer 
welche  in  diesem  Zeitraum  erschienen  sind,  beide  Med 
den,  die  der  Alten  und  die  des  Descartes,  mit  einan 
vereinigen. 

Die  Art  des  Desargues  und  Pascal,  die  Kegelschni 
zu  betrachten,  grenzt  zwar  mehr  an  die  der  Alten,  ind 
sie  diese  Curvcn  durch  die  Perspective  des  Kegels  bild< 
aber  ihre  Methode  zieht  einen  ihrer  hauptsächlichsten  V< 
theile  aus  der  Anwendung  der  Theorie  der  Transversal 
welche  die  Alten  nur  bei  Systemen  von  geraden  Lin 
gebrauchten  und  durchaus  nie  in  der  Theorie  des  Kreb 
oder  der  Kegelschnitte.  Grégoire  von  St.  Viucent  1 
wie  wir  gesagt  haben,  mannigfache  Arten  erdacht,  die  S 
gelschnitte,  den  einen  durch  den  andern  zu  bilden  ;  Sehe 
ten  gab  verschiedene  organische  Beschreibungen  dcrselbf 
De  Witt  ging  einen  Schritt  weiter,  indem  er  diese  Cun 
auf  verschiedene  sehr  allgemeine  Weisen  bildete,  deren 


36)  Methodus  direeta  et  géométrie  a  cujus  ope  invesligtn 
Apheiia  etc.  frunetarum.  Pliilosophisical- Transaction* ,  Jatir  H 
Nr.  12& 
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h  miâaan  mit  Gewandtheit  bediente,  um  ihre  Haupt- 
pNehaften  zu  beweisen.  Aber  alle  diese  Beschrei- 
■gsarten  waren  nicht  dieselben  für  alle  drei  Curven. 

De  La  Hire  nun,  der  die  allgemeine  aber  analytische 
sthode  des  Descartes  und  die  Versuche  des  De  Witt 
r  Augen  hatte,  suchte  auch  eine  allgemeine  Beschrci- 
der  Kegelschnitte  in  der  Ebene,  welche  zum 
derselbeu  Eigenschaften  dienen  konnte,  wie  sie 
■  Körper  stattfinden. 

V8.  Er  führte  seinen  Vorsatz  auf  doppelte  Art  in 
erken  ans,  welche  seinem  grossem  lYaité  von 
•85  vorausgingen  :und  seinen  Ruf  als  Geometer  begrün- 
lefca,  in  den  Jahren  1673  und  1679. 

In  dem  Werk  von  1679  definirt  De  La  Hire  die  Ke- 
nbchnitte  als  Curven  von  der  Beschaffenheit,  dass  die 
Same  oder  die  Differenz  der  Entfernungen  jedes  ihrer 
Pakte  von  zwei  festen  Punkten  constant  ist,  oder  auch. 
Ins  jeder  Punkt  gleich  weit  von  einem  festen  Punkt  und 
lia  einer  festen  Geraden  entfernt  ist.  Von  diesem  ein- 
igen Ausgangspunkt  schlicsst  er  auf  eine  grosse  Anzahl 
na  Eigenschaften  dieser  Curven.  Dieser  Art,  die  Theorie 
1er  Kegelschnitte  darzustellen,  schlössen  sich  mehre  Geo- 
■eter  an  und  machten  sie  zur  Grundlage  ihrer  Werke, 
wohin  der  Marquis  von  Lhopital,  K.  Simson,  Guisnce, 
Mandait  u.  A.  zu  rechnen  sind. 

De  La  Hire  vereinigte  mit  diesem  Werke  noch  zwei 
adre  hiervon  verschiedene  Thcile  :  über  die  geometrischen 
Oerter,  nach  der  Methode  des  Descartes  behandelt ,  und 
ihr  deren  Gebrauch  bei  der  Construction  der  Gleichungen. 
Diesen  letztern  Theil  schlicsst  er  damit,  dass  er  nur  mit 
Hilfe  der  geraden  Linie  und  des  Kreises  eines  der  be- 
rihatesten  Probleme  über  Kegelschnitte  löst,  nämlich  durch 
taen  Punkt  ausserhalb  der  Curve  chic  Normale  für  diese 
a  sehen.  Anderson88),  Sluze  und  Huygcns  hatten  es 
fir  £e  Parabel  allein  gelöst ,  was  keine  besondere  Schwie- 
rigkeit darbot,  weil  die  Aufgabe  für  diesen  Fall  nur  drei 
Usongen  zulüsst  und  dieses  durch  einen  einzigen  Kreis 
geleistet  werden  konnte.  Aber  der  Fall  der  Ellipse  und 
Hyperbel,  welcher  vier  Lösungen  zulässt,  war  eine  be- 
tauend schwierigere  Frage,  welche  genugsam  den  Scharf- 


37)  Soureaux  élément  des  sections  coniques.     Les  lieux  géo- 
iu.  La  construction  ou  élection  des  équations  (in  12.,  167). 

31)  A.  Ander  toni  Kx  er  citât  ionum  mathematicarum  Decas  pri- 
■«♦etc.  paris  1619,  in  4. 
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stnn  De   La  Hirc's    in    der  Analysis   des   '. 
weist. 

§.  29.  Die  Schrift  von  1673,  betitelt:  JVotieell* 
Ifitxli-  en  Géométrie,  pour  les  sections  îles  superficie 
nii/iie.t  et  cgfimtritpiei f  ist  die,  in  welcher  De  I 
wahrhaft  original  und  neu  erscheint  und  welche  i 
reclitigt,  diesen  Gcometer  in  die  Klasse  der  He» 
der  modernen  Geometrie  zu  setzen.  Dieses  Werk  z 
in  zwei  Theilc,  von  denen  jeder  eine  neue  Methode 
h&lt  und  sein  besonderes  Verdienst  hat.  Der  ang< 
Titel  bezieht  sieh  besonders  auf  den  ersten  Theil, 
der  Verfasser  die  Kegelschnitte  auf  dein  Kegel  betra 
der  zweite,  wo  er  sie  in  der  Ebene  erzeugt ,  ist  1 
Pfanîconiqm*. 

Der  erste  Theil  kann  als  eine  Probe  der  Met 
betrachtet  werden,  welche  De  La  Iure  12  Jahre  : 
in  .seinem  grossen  Tratte  befolgt  bat;  denn  er  fingt 
selben  mit  20  lliilfcsälzcu  an,  welche  von  derselben 
tsrie  handeln,  als  das  erste  Buch  seines  Traité,  und« 
er  sieh  bedient,  um  mil  einer  neuen  Ali-. 
ohne  das  Axendreicck  zu  Hülfe  zu  nehmen,  die 
eigensebaften  der  Kegelschnitte  zu  beweisen.  Aber 
Beweise  sind  weil  von  demselben  Grude  der  Eleganz 
Einfachheit  entfernt,  welchen  wir  iu  dem  Tu 
und  en. 

Iu  seinen  Planiconiaues  hat  De  La  Iure  eine  allgemei 
Beschreibung  der  Kegelschnitte  vermittelst  des  Kr 
wie  im  Räume,  ausgedacht,  ohne  irgend  eine  Eigen; 
dieser  Curven  als  bekannt  anzunehmen  ;  darauf  weî 
noch,  dass  die  so  erzeugten  Curven  in  der  That  dieu 
sind,  als  die,  welche  mau  im  Baume  auf  dem  Kegel 
hen  kann.  Diese  Methode  bat  ausserdem  noch  das 
zugüche,  dass  dieselben  llullssäize,  welche  zur  Ue 
tragutig  der  Eigenschaften  des  Kreises  auf  die  Si  " 
des  Kegels  gedient  hatten,  sich  ebenfalls  auf  die  t 
Kegelschnitte  anwenden  lassen  uud  dass  die  Beweise 
selben  bleiben,  wie  im  ersten  Theil. 

§.  30.  Da  dieses  erste  Werk  von  De  La  Hire 
seilen  ist  und  die  Schriftsteller  damaliger  Zeit  den 
desselben  nicht  gehörig  erkennen  lassen38),  so  wird 


30)  Hie  Vhitotopfiical-Trant/ictions   vom   Jiihr  1676  in  X 

luen   liiiiiMigru    Bericht    Aber   das  Werk   von   De   La 

*l>rrul>cn   alwr   sur   ni<  hl   VM    dem   Tiicil    der    t'lunici/utqui .. 

Journal   de«  Savons   vom   Julir   1764  (17.  Vre.)    sagt,    uaUim 
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,  wenn  wir  hier  in  einige  Entwickelangen 
,  um  das  anzugeben,  worin  eigentlich  diese  vor- 
Theorie der  Flaniconiques  bestand,  welche  so 
mgo  Zeit  hindurch  ganz  todt  und  nngekanut  liegen  ge- 
Uei  ist  und  welche  die  erste  hinreichend  allgemeine 
lethode  for  die  Transformation  der  Figuren  in  andre 
mette»  Gattung  darbietet. 

Man  denke  sich  in  einer  Ebene  zwei  parallele  Gerade, 
•i  denen  der  Verfasser  die  eine  Formatrix 9  die  andre 
Ureehix  nennt,  und  einen  Punkt,  Pul  genannt;  durch 
lien  Ponkt  M  einer  in  der  Ebene  gegebenen  Curve  ziehe 
im  in  einer  beliebigen  Richtung  eine  Transversale,  so 
vM  (fiese  die  Directrix  in  einem  Punkte  treffen,  welchen 
na  mit  dem  Pol  durch  eine  gerade  Linie  verbinde,  und 
n  Fermatriz  in  einem  zweiten  Punkt,  durch  welchen 
un  eine  Parallele  mit  dieser  Geraden  ziehe.  Diese  Pa- 
illele  trifft  die  Gerade,  welche  von  dem  Punkt  M  nach 
am  Pol  gesogen  ist,  in  einem  Punkt  -M1,  von  welchem 
■i  gesagt  wird,  dass  er  durch  den  Punkt  M  gebildet 
ferme)  sei.  Jeder  Punkt  der  vorgegebenen  Curve  wird 
bo  einen  entsprechenden  Punkt  einer  zweiten  Curve  bil- 
an. Die  Punkte  einer  geraden  Linie  werden  Punkte  bil- 
an, welche  einer  zweiten  Geraden  angehören  ?  welche 
«de  Linien  sich  auf  der  Formatrix  schneiden.  Die  Punkte 
mes  Kreises  bilden  Punkte  eines  Kegelschnitts. 

Um  den  letztern  Satz  ohne  Voraussetzung  irgend  einer 
Bgsaschaft  der  Kegelschnitte  zu  beweisen,  denkt  sich 
De  La  Hire  einen  Kegel  mit  kreisförmiger  Basis ,  welcher 
farch  eine  Ebene  geschnitten  ist,  und  legt  die  Ebene  des 
Kloses  auf  die  des  Schnittes,  indem  er  ersteren  um  die 
Duehschnittslinie  dieser  beiden  Ebenen  dreht;  sodann 
Dornt  er  diese  gerade  Linie  zur  Formatrix;  eine  zweite 
Gerade  (welche  in  der  primitiven  Lage  des  Kreises  die 
DnckschniUslinie   seiner  Ebene   mit  einer  andern  Ebene 


ebt  AaaJrse  Aber  den  ernten  Theil  dieses  Werkes  gegeben  hat,  nur 
Ugeade  Warte,  die  gerade  hinreichten,  es  vor  der  Vergessenheit 
H  KhÛLsen:  „Der  Verfasser  hat  meiner  neuen  Methode  eine  Bc- 
Hadlmig  der  ebenen  Kegeluchuitte  hinzugefügt,  welche  Hehr  voraüg- 
hft  md  sehr  bequem  int,  weil  man  sich  dabei  keinen  Körper  und 
•h*  Bbens),  mit  Ausnahme  der,  in  welcher  die  Figur  liegt,  denken 
irf." 

Wolf  fahrt  in  seinem  Commentar  über  die  vorzüglichsten  Schrif- 
■  der  Geometer  die  übrigen  Werke  von  De  La  Hire  au ,  lässt  aber 
mes  in  Rede  stehende  aus.  Montticla  sagt  kein  Wort  darüber, 
melius  von  Beuguem  erwähnt  es  in  seiuer  Bibliographia  mat  he- 
mir»,  and  Nurbard  hat  es  auch  in  seine  Bibliothcca  mathematica 


126 

ist,  die  durch  den  Scheitel  des  Kegels  parallel  mit  dtr 
Ebene  des  Schnitts  gelegt  wird)  sur  Direetrüc  und  mm 
Pol  einen  gewissen  Punkt,  welchen  er  passend  bestimnt; 
und  beweist  dann  endlich  durch  Vergleichung  ähnlich« 
Dreiecke,  dass  der  Schnitt  durch  den  Kreis  gemißt  wer* 
den  könne.  *•) 

Auf  diese  Weise  erzeugt  De  La  Hire  die  Kegel- 
schnitte in  einer  Ebene,  ohne  Hülfe  eines  Körpers  ote 
einer  zweiten  Ebene,  und  dieses  ist  das,  was  er  die  Jk» 
duetion  des  Kegels  und  seiner  Schnitte  auf  die  Eiern 
nennt.  Ich  wende  bei  diesen  ebenen  Schnitten,  sagt  er  ia 
der  Vorrede  zu  seinem  Werk  von  1679,  dieselben  Beweise 
an  9  welche  ich  für  die  Körper  gebraucht  habe9  und  isk 
kann  sagen ,  dass  dieses  Werk  das  Glück  gehabt  tat,  rieh 
den  Beifall  der  ausgezeichnetsten  Geometer  zu  erwerben* 

Das  Aufsehn  aber,  welches  diese  erste  Arbeit 
De  La  Hire  machte,  war  nur  von  kurzer  Dauer,  so 
dieses  Werk  ungeachtet  seines  unbestreitbaren  Verdienst« 
seit  mehr  als  einem  Jahrhundert  in  Vergessenheit  geraÜMfc 
ist  Hierüber  würden  wir  uns  wundern  müssen,  vnm 
wir  nicht  wüssten,  dass  jede  Epoche  ihre  momentanes 
Fragen  hat  und  dass  die  herrlichsten  und  fruchtbarst« 
Ideen,  um  richtig  aufgofasst  und  verarbeitet  zu  werde* 
auf  die  Zeit  warteu  müssen,  in  welcher  der  Geist  sm 
dem  Gegenstand,  auf  welchen  sie  sich  gerade  beziehet) 
zugewandt  hat.  Das  Studium  der  Wissenschaften  liefalt 
bei  jedem  Schritt  einen  Beleg  für  diesen  Ausspruch.  **) 

§.  81.  Die  Methode  De  La  Hire's  wurfc 
Foivre'  wieder  hervorgerufen  oder  vielmehr  von  Neue« 
erfunden,  im  Jahr  1704  durch  Le  Poivre  (von  Mons), 
einen  heut  zu  Tage  unbekannten  Geometer,  der  aber  ia 
der  Geschichte  des  Ursprungs  und  der  Ausbildung  der 
neuern  Geometrie  nur  mit  Unrecht  nicht  neben  Desargue% 
Pascal  und  De  La  Hire  genannt  wird.  Sein  Werk  führt 
den  Titel:  Traité  des  sections  du  cylindre  et  du  cton* 
considérées  dans  le  solide  et  dans  le  plan ,  avec  des  es* 
monsirations  simples  et  nouvelles  (iu  8.,   60  S.).      Du* 


40)  Dieser  Beweis  Ist  ziemlich  schwierig;  das  Princlp  der  Per- 
spective, welches  wir  aus  dem  Theorem  des  Desargues  abgelstM 
kabeu,  bietet  einen  ganz  natürlichen  und  äusserst  einfachen  dar» 

41)  Wir  fügen  hier  noch  mit  Montncla  hinzu:  „das«  es  selH* 
in  der  Geometrie  Vorurteile  giebt  und  dass  es  selten  ist,  dass  dit* 
jetiigen,  welche  sich  lange  Zeit  an  eine  gewisse  Art  zu  raisonaim 
gewöhnt  haben,  die  alte  Gewohnheit  aufgeben  und  sich  an  eine  ~~ 
auscliliesseu."    iHUtoire  des  Math, ,  tom.  11 ,  p.  144.) 
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■seh  hierin  tuf  die  Beschreibung  der  Kegelschnitte  in 
der  Ebene  bezieht,  ist  im  Grunde  nichts  Andres,  als  die 
Methede  De  La  Hiro's,  nur  auf  eine  so  gänzlich  abwei- 
chende Art  dargestellt,  dass  deren  Geist  und  das  Ver- 
fahren hier  näher  aus  einander  gesetzt  zu  werden  ver* 
tint.") 

Zuerst  seheint  der  Verfasser  die  Idee  gehabt  zu  ha- 
ben, auf  einem  Kegel  einen  ebenen  Schnitt  zu  zeichnen, 
ibne  die  Ebene,  welche  ihn  enthält,  wirklich  durch  zu 
legen,  was  er  auf  zwei  Arten  that,   entweder  durch  den 
8ehmtt  einer  jeden  Seitenlinie  des  Kegels  mit  einer  pas- 
send gewählten  geraden  Linie,  oder  vermittelst  einer  Pro- 
portion, deren  letztes  Glied  auf  jeder  Seitenlinie  den  Punkt 
,  ws  Schnittes  bestimmt     Sodann  bemerkt  er,  dass  diese 
:  leiden  Verfahren  in  der  Ebene  des  Kreises,  welcher  die 
des  Kegels  bildet,  sich  eben  so  gut  anwenden  las- 
als  im  Räume  und  gleichfalls  dieselben  Curven  er- 
Denkt  man  sich   einen  Kegel  mit  kreisförmiger 
,  so  wird  eine  willkührlich  gelegte  schneidende  Ebeue 
dem  Kegel  einen  Schnitt  bestimmen,  welcher  die  Curve 
tat,  bei  der  es  sich  darum  handelt,  dass  sie  ohne  Rück- 
rieht  auf  die  Ebene,   in  welcher  sie  sich  befindet,  con- 
stant werde.    Zu  diesem  Ende  muss   man  zunächst  die 
nr  Bestimmung  der  Lage  dieser  Ebene  im  Räume  noth- 
weudigen  Elemente  annehmen,  was  auf  verschiedene  Arten 
geschehen  kann.    Le  Poivre    wählt  die  Durchschnittslinie 
der  sehneidenden  Ebene  und  der   Basis  des  Kegels  und 
zweite  Gerade,  welche  parallel  mit  der  Durchschnitts- 
geht  und  welche    der  Durchschnitt   der  Ebene  der 
I 

i  ' 

L         41)  Ueber  dieses  Werk  ist  Bericht  erstattet  in  dem  Journal  äe$ 
vom  Jahr  1704  und  in  den  Artig  eruditorum  vom  Jahr  1707. 
Dtr  sehr  weitläufige  Artikel  im  Journal  de*  Savant  scheint  an- 
,  dans  die  Methode  des  Le  Poivre  ans  der  des  De  La  Uire 
icn  sei;  aber  ihr  beiderseitiger  Gang  ist  xu  sehr  verschieden, 
«h  dass  man  dieses  annehmen  dürfte.    Wir  frigeu  noch  hinzu,  dass 
hi  Werk  des   Le  Poivre    ein  Verdienst  besitzt,  welches    man   in 
•si  des  De  La  Iure  nicht  findet,  und  welches  vou  dem  Verfasser 
hi  Artikels   in   dem  genaunten  Journal   nicht  angemerkt  ist  ;  dieses 
Wärst  darin,  dass  es  eine  zweite  Ileffchreibuiig*art  seiner  Figuren 
•JChUt,  die  sich  auf  ihre  metrischen  Verhältnisse  gründet,  woraus 
4tr  Verfasser    viel  Beträchtliches    hätte  ableiten  könueu,   wenn  er 
m  glfick  liebe  Idee  weiter  verfolgt  hütte. 

Das  Leipsiger  Blatt  spricht  sehr  vorteilhaft  von  dem  Werk  des 

t*  Poivre  in  folgenden  Worten  :  „  Son  solum  intra  paucoê  paaet  la* 

Jsalmsffria«   gectionum    conicarum   proprietate*  mira  facHitate  ac 

ÏÊnpicmitaie  expliemt}  sed  inter  eas  quoque  aliquot  proponit  ante* 

ras  cognitm*." 


Bâtil  und  einer  zweiten  Ebene  ist,  die  durch  den  Sd 
des    Kegels    parallel    mit   der    schneidenden    Eben«    geleg 
wird.      Uiesc  hciileri  ü'eraden  und  der  Scheitel  des  Kcgcte 
bestimmen  die  Lage  der  schneidenden  Ebene,   es    n 
also    auch   diese   drei   Stücke    zur  Construction    der  Cui 
hinreichen,  welche  durch  den  Schnitt  des  Kegels  um 
Ebene,    wenn    er    reell    ist,    entsteht.       Ks    ist   aber  i 
leicht  zu  sehen,   d&M  man ,  um  iiie.se  Construction  i 
führen,    nur   durch    einen    Punkt    M  den  Kreises,   dci 
Bâtît    des    Kegels    bildet   und    erzeugender   Kreis   j. 
wird,    irgend   eine  Transversale    zielten    darf,    welche 
Diirdist'liiiittslinje   der  schneidenden   Ebene  und  ihre)  I 
ralleli-  in  zwei  Punkten  schneiden  wird;  darauf  den  j 
ten   dieser  Punkte    mit   dem  Scheitel  S   des  Kegels 

ndt  verbinden   und  durch   den    andern  Punkt 
Parallele  mit  dieser  Geraden  zielten.     Diese  Parallele  1 
olieiibar    in    der    schneidenden  Ebene   hegen    und   die  ( 
teritiiiie   SM    des  Kegels    in    einem   Punkte   Ml 
welcher    der   gesuchten    Curve   angehört.      Für   ci 
dem  Puuki  des  erzeugenden  Kreises  wird   man    ei 
dem  Punkt  des  Schnitts  erhalten.  —     Diese  Constru 
ist  allgemein,  welches   auch   die  Lage  des  Punktes  i 
Kannte  sein  mag;  und  sie  besteht  selbst  dann  noch,  1 
dieser  Punkt    in  der  Ebene    des  Kreises    liegt.     In    da 
letzlern  Fall  hat  man  zwar  keinen  Kegel,  aber  die  i 
den    Punkt    gebildete   Curve    ist    doch    noch    ein    Ki 
schnitt.  **)     Man  siebt  hieraus,   dass    die  Conslructioi 
Kegelschnitte  dieses  Verfassers  sich   eben  so   gut  in 
Ebene  als  im  Kaumc  anwenden  tässt,    und    für  die  F" 
ist  sie  ganz  dieselbe,  als  die  des  De  Lullirc.    Der  ] 


43)  Dm  »ich  hiervon  wi  nherucngcn,  Int  es  hinreichend, 
Curve,  wie  sie  im  Rann«  COnitraIrt  iat  .  mit  allen  Linien,  d 
Construction  erfordert  ich  wnren,  auf  die  Kbene  des  Kreise«  f 
xn  denken.     Mau  hat  a  I  «dann  in   der  Projection  eine  Curve  i 
»chledcue    Gcrnile,    welche    ttu    ihrer   Construction   dienen, 
Geraden    im  Raunte    sur    fointrnrtion    des    Kegel* 
Conctmotlon    der  projwlrten    Corvo  ht  vollkooinni  gleich  t 
Curve  im  ltaumr,  und  wenn  man  die  Brojecirendeil   Lhllen  »i 
auf  der  Dursclttiittsliuie  der  Et>ene  den  Schnitt*   mil   -Irr  Gm 
de«  Kegels  und  gleich  geneigt  gegen  beide  Ebenen  annimmt, 
die  |>rojeiirte  Curve  dem  Schnitt   des  Kegels  vollkommen  gle 
wird  atto  ein  KegalaehnitL 

Hieraus  kann    man  auch  Kchlterseii,  dann   mir  L'ehrrtra 
Eigenschaften   des  Kreises  auf  die  Kegels tli ulttc   ein   einziger  I 

g  den  Kegelschnitt  in  der  Ebene  de*  Krtt 
Im  flu  unie  li  einteilten. 
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wi  der  fto/,  dio  Durchschnittslinie  der  schneidenden 
taue  ist  die  Formatrix ,  und  ihre  Parallele  die  Direcirix. 
$.  3t.  Bei  den  Fragen  der  Geometrie  giebt  es  im 
Qgemeinen  zwei  Arten,  die  Lösungen,  auf  welche  die 
tarne  geführt  hat,  anzuwenden.  Nach  der  ersten  be- 
kamt man  die  gesuchton  Punkte  durch  die  Construction 
m  Linien,  nach  der  zweiten  durch  Formeln,  welche  sich 
t  Zahlenrechnungen  zurückführen.  Es  ist  aber  immer 
itzlich,  beide  Lösungsarten  zu  suchen,  weil  jede  von 
nen  auf  Eigenschaften  der  Figur  fuhrt,  welche  die  andre 
cht  erkennen  lässt,  und  weil  eine  Aufgabe  nur  dann 
unständig  gelöst  ist,  wenn  sie  von  allen  Gesichtspunkten 
is  betrachtet  worden  und  ihre  verschiedenen  graphischen 
id  metrischen  Eigenschaften,  die  sich  auf  die  beiden 
irihnten  Lösungeu  bezichen ,  vollständig  beleuchtet  sind. 
Die  Construction,  welche  wir  vorhin  zur  Beschreibung 
y  Kegelschnitte,  sei  es  im  Raum  oder  in  der  Ebene, 
»geben  haben,  gehört  der  ersten  Lösungsart  an.  Um  sie 
i  eine  numerische  Formel  umzuwandeln,  vergleicht  man 
im  ähnliche  Dreiecke,  welche  einen  gemeinschaftlichen 
cfceüel  in  dem  Punkte  M  des  erzeugenden  Kreises  ha- 
rn, woraus  man  eine  Proportion  zwischen  ihren  an  die- 
nt Scheitel  liegenden  Seiten  ableitet.  Diese  Proportion 
isbt  die  Entfernung  des  Punktes  M l  im  Kegelschnitt  von 
an  entsprechenden  Punkt  im  Kreise,  und  dieses  ist  die 
Mochte  Formel.  «•) 

§.  33.  Die  Methode  von  De  La  Hirc  und  Le  Poivre 
rar  die  glücklichste  und  fruchtbarste,  welche  man  zur 
Entdeckung  der  zahlreichen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 

""  "  '    der    des  Kreises    erdenken  konnte;    aber  die 


44)  Fji  war©  zweckmässiger  gewesen,  die  Entfernung  des  Punk- 
a  ■'  vom  Punkte  S  als  unbekannt  anzunehmen,  die  Formel  hätte 
Im  ganz  einfach  auf  die  verschiedenen  Eigenschaften  der  Kegel- 
efcattte  geführt,  namentlich  auf  die  ihrer  Brennpunkte,  von  denen 
1er  Verfasser  nichts  sagt.  Zu  diesem  Ende  hätte  es  hingereicht, 
im  Punkt  S  in  den  Mittelpunkt  des  erzeugenden  Kreises  zu  legen. 

Diese  letzte  Bemerkung  in  Bezug  auf  die  Lage  des  Punktes  5 
biet  such  auf  die  Abhandlung  des  De  La  Hire  ihre  Anwendung, 
rtkber  zwar  die  Eigenschaft  der  Brcnupunkte  beweist,  aber  so, 
Im  er  diese  Punkte  als  a  priori  bekannt  annimmt,  wie  es  in  den 
tgeUchoitten  des  Apollonius  geschieht,  und  ohne  dass  er  auf  deren 
atdecfcung  geführt  wird.  Indem  man  den  Pol  in  den  Mittelpunkt 
m  Kreises  verlegt,  wahrend  die  Formatrix  und  die  Directrix  be- 
■**;,  aar  parallel  unter  einander  sind,  bildet  man  einen  Kegel- 
Était,  welcher  den  Pol  zum  Brennpunkt  hat:  verschiedene  Eigen- 
sttJtcn  des  Kreises  wenden  sich  dann  unmittelbar  auf  den  Kegel- 
ftnitt,  in  Bezug  auf  seinen  Brennpunkt,  an. 

Ge»cb.  der  Gcosi.  " 
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Vorthcile,  welche  sie  darbot,  durften  sich  nicht  auf 
besondere  Anwendung  beschränken;  sie  hatte  eine 
gedehntere  Bestimmung,  indem  sie  ein  allgemeines  1 
darbot,  in  der  Ebene  die  Figuren  in  andre  derselben 
tung  zu  transformiren  y  wie  es  die  Perspective  that. 

Die  Wichtigkeit  dieser  Methoden,  welche  eine 
Hauptichren  der  neuen  Geometrie  bilden,  veranlasst 
noch  auf  einige  Betrachtungen  über  die  des  De  La 
und  Le  Poivre  einzugehen,  welche  deren  Beziehunge 
den  Anwendungen  der  Perspective,  zu  einer  gleicht 
von  Newton  ausgedachten  analogen  Methode  und  su  i 
ren  andern  Methoden,  die  neuere  finfindungen  sind 
von  denen  wir  in  der  Folge  sprechen  wollen,  z< 
werden. 

Die  Art  der  Transformation  eines  Kreises  in  < 
Kegelschnitt  in  der  Ebene,  wie  sie  von  De  La  Hire 
Le  Poivre  angewandt  wurde,  hat  zur  charaetcristis 
Eigenschaft  diese,  dass  jedem  Punkt  und  jeder  G 
den,  die  als  zum  erzeugenden  Kreise  gehörig  betra 
werden,  ein  Punkt  und  eine  Gerade  entsprechen,  die 
Kegelschnitt  gehören,  und  dass  die  Beziehung  der  1 
beider  Figuren  eine  solche  ist,  dass  zwei  correspondit 
Punkte  mit  einem  festen  Punkte  S  in  gerader  Linie  li 
und  dass  zwei  correspondirendo  Gerade  auf  einer  fi 
Axe  zusammenkommen ,  welche  die  gerade  Linie  ist. 
che  wir  in  der  Methode  des  De  La  Hire  Formatrix 
nannt  haben  und  welche  in  der  des  Le  Poivre  die  Du 
schnittslinie  der  schneidenden  Ebene  darstellt. 

Dieser  Punkt  S  und  die  feste  Axe,  als  zum  K 
gehörig  betrachtet,  sind  wieder  selbst  ihre  corrcspi 
rende  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  so  dass  sie  in 
zug  auf  jede  dieser  Curvcn  dicsclbo  Rolle  spielen.  V 
man  von  dem  festen  Punkt  zwei  Tangenten  an  den  I 
ziehen  kann,  so  werden  diese  auch  Tangenten  für 
Kegelschnitt  sein,  und  wenn  die  feste  Axe  den  Krc 
zwei  Punkten  trifft,  so  wird  auch  der  Kegelschnitt  c 
diese  beiden  Punkte  gehen. 

Man  beweist  auch  noch,  dass  die  correspondire 
zweier  parallelen  Linien  in  einem  Punkte  zusammen! 
men,  welcher  auf  der  von  uns  Directrix  genannten 
raden  Linie  liegt,  so  dass  irgend  ein  Punkt,  der  ii 
einen  Figur  in  der  Unendlichkeit  liegt,  zu  seinem  c< 
8pondirenden  in  der  andern  Figur  einen  Punkt  auf 
Directrix  hat,  woraus  zugleich  hervorgeht,  weil  es 
eine  gerade  Linie  geben  kann,  welche  einer  geraden  I 
correspondit,  dass  alle  in  der  Unendlichkeit  einer  E 
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Punkte  als   auf  einer  geraden  Linie  liegend  be- 
tratet werden  müssen. 

C.  SI.  Man  erkennt  an  diesen  verschiedenen  Eigen- 
läuten  die  homologischen  Figuren,  deren  Theorie  zuerst 
PoDcelct  in  seinem  Traité  des  propriétés  projectiles  ge- 
pben  hat.  Der  Pol  S  ist  der  Mittelpunkt  der  Homologie 
ad  die  Formatrix  ist  die  Axe  der  Homologie. 

Diejenigen,  welche  sich  an  die  Anwendung  der  Per- 
peethre  gewöhnt  haben,  werden  auch  bei  dieser  Art  der 
kformation  erkennen,  dass  diese  Figuren,  welche  man 
i  derselben  Ebene  zeichnet,  von  einander  die  perspectiv 
Ischen  und.  Wenn  man  nämlich  die  Formatrix  (oder 
Lxe  der  Homologie)  als  die  Grundlinie  (Ja  ligne  de  terre), 
ie  Directrix  als  die  Horizontallinie  (Ja  ligne  horizontale*), 
m  Fasspunkt  des  Perpendikels,  welcher  vom  Pol  (oder 
m  Mittelpunkt  der  Homologie)  auf  diese  Directrix  ge- 
iHt  ist,  als  Augenpunkt  (Je  point  de  vue")  annimmt  und 
ren  man  endlich,  um  den  Grundpunkt  (Je  point  de  rfi- 
taer)  su  bestimmen,  vom  Augenpunkt  ausgehend  auf 
or  Directrix  ein  Segment  gleich  diesem  Perpendikel  auf- 
igt, so  findet  man,  wenn  man  mit  diesen  Datis  die 
fcrspective  des  von  De  La  Hire  beschriebenen  Kegel- 
ehnius  construirt,  genau  den  erzeugenden  Kreis.  (S.  Note 
Mil.) 

Die  sehr  gewünschte  allgemeine  Beschreibung  der 
Legelschnitte  in  der  Ebene  existirte  schon  längere  Zeit, 
hrohl  ohne  gehörig  bekannt  zu  sein,  aber  sie  diente 
uptsâchlich  als  einfache  Anwendung  der  Perspective  zum 
Wraf  der  Künstler.  De  La  Hire  hat  das  sehr  bedeutende 
fanfienst,  zuerst  die  Idee  aufgefasst  zu  haben,  eine  sol- 
le Deformation  der  Figur  als  eine  Methode  der  rationel- 
et  Geometrie  anzuwenden  und  die  verschiedenen  Eigen- 
lefcaften  einer  Curve  direct  auf  eine  andre  in  derselben 
Acne  zu  übertragen. 

Diese  Methode  war  eine  Verallgemeinerung  der  bei- 
ka  andern  Arten,  wie  man  eine  Figur  in  eine  andre  der- 
riben  Gattung  transformirt  Die  erste  davon  besteht  darin, 
bis  man  von  einem  festen  Punkt  Radien  nach  allen  Punk- 
fe  einer  Curve  zieht  und  sie  in  einem  constanten  Ver- 
lüde* verlängert  :  die  Endpunkte  derselben  bilden  alsdann 
he  neue  Curve,  welche  der  ersten  ähnlich  und  in  Bezug 
rf  den  festen  Punkt  ähnlich  gelegen  ist.  Nach  der  zwei* 
m  Art  der  Transformation  fallt  man  von  allen  Punkten 
■er  Curve  Ordinaten  auf  eine  feste  Axe  und  verlängert 
«selben  über  diese  feste  Axe  hinaus  in  einem  gegebenen 
erhiltniss;   die  Endpunkte  gehören   einer  zweiten  Curve 
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an,  welche  von  demselben  Grade  and  derselben  Gattirç 
ist,  als  die  vorgegebene,  und  die  Tangenten  zweier  ert* 
sprechenden  Punkte  beider  Curven  treffen  sieh  auf  am 
festen  Axc.  Dieses  ist  die  Art,  auf  welche  Stevin,  Ort* 
goire  von  St  Vincent  und  vor  ihnen  der  berühmte  Hallt 
Albrecht  Durer  die  Ellipse  vermittelst  eines  Kreises  hü» 
deten.  Man  kommt  auf  diese  beide  Arten  der  Deformation 
wenn  man  bei  der  des  De  La  Hire  annimmt,  daas  dfet 
Durchschnittslinie  (la  trace)  und  die  Directrix  im  entaQ 
Fall,  und  der  Punkt  S  im  zweiten,  in  der  UnendficUuK 
liegen.  f 

Wir  finden  in  der  Geometrie  der  Curven  von  Johl 
Lesli45)  vermittelst  des  Durchschnitts  zweier  Geraden,  dfe 
sich  um  zwei  feste  Pole  bewegen,  eine  Construction  te 
Kegelschnitte,  welche  auf  die  des  De  La  Hire  zurück* 
kommt.  Dieser  berühmte  Geomcter  leitete  seine  Consta* 
ction  aus  der  Anwendung  der  Perspective  ab ,  wandte  dhMM 
aber  nicht  wie  De  La  Hire  und  Le  Poivre  dazu  an,  uaj 
dadurch  die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  zu  beweise*; 

§.35.    In  derselben  Zeit,  als  De  La  H* 
1642^ 1727,  damit   umging,   die    Kegelschnitte   vermktfltt 

eines  Kreises  zu  beschreiben,  erdachte  uA 
Newton  eine  Methode  von  derselben  Art,  deren  Hurt** 
zweck  der  war,  in  der  Ebene  Transformationen  von  Fl* 

S iren  auszuführen,  wobei  den  Punkten  Punkte  und  im\ 
eraden  Gerade  entsprachen,  und  wo  gewisse  convergfej 
rende  Gerade  parallel  würden.  Er  gab  diese  Methode  Ü; 
dem  ersten  Buch  seiner  Principia  und  zeigte  darin, 
sie  zur  Transformation  irgend  eines  Kegelschnitts  in 
Kreis  und  zur  Vereinfachung  schwieriger  Probleme 
könne. 

Dieser  ausgezeichnete  Geometer  gab  eine  sehr 
fache  geometrische  Construction  und  einen  eben  so  einfach** 
analytischen  Ausdruck  für  die  transformirten  Figuren ,  oha* 
jedoch  den  Weg  erkennen  zu  lassen,  auf  welchem  er 
dieser  Transformationsart  der  Figuren  gekommen  war, 
in  diesem  Umstand  liegt  vielleicht  auch  der  Grund, 
halb  sie  seit  jener  Zeit  wenig  bearbeitet  ist;  denn  te 
Geist  hat  immer  einige  Bedenklichkeit  und  einigen  Widar-- 
willen  gegen  das,  was  zwar  die  augenscheinliche  Ge* 
wissheit  für  sich  hat,  wobei  man  aber  Nichts  findet,  Wo- 
durch das  eigentliche  Verhältniss  der  Sache  erklärt  ui 


45)  Geometrical  anatysis  and  Geometry  of  curve  Hue*,  ffc 
Edinburgh  1821,  in  8. 
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darfttkan  wird.  Wir  haben  uns  sorgfältig  bemüht,  diese 
Mittids  mit  der  des  De  La  Hire  zu  vergleichen ,  um  die 
Ufatondüede  aufzusuchen,  welche  sie  characterisiren  und 
TitËtkht  der  einen  vor  der  andern  einen  Vorzug  geben 
Unten  7  indem  wir  dadurch  den  Faden  aufzufinden  hoff- 
,  an  welchen  Newton  geleitet  wurde;  und  wir  haben 
erkannt,  dass  seine  Figuren  keine  andern,  als  die 
De  La  Hire  waren,  nur  in  einer  andern  gegenseitigen 
Lêqb,  und  dass  man  sie  auch  durch  die  Perspective  er- 
vagen  kann,  wenn  man  sie  hernach  in  eine  und  dieselbe 
Ebene  legt,  nur  in  andrer  Weise ,  als  es  De  La  Hire  ge- 
ikan  hat  Diese  Art  ist  es  wahrscheinlich,  auf  welche 
seine  Methode  erdacht  hat.  Denn  dasselbe  Vcr- 
ist  auch  in  der  That  eine  von  den  Anwendungen 
im  Perspective,  wie  sie  von  einigen  Autoren,  von  denen 
wir  Vignole,  Sirigati  und  Pozzo  nennen,  gelehrt  werden. 
(8.  Note  XIX.) 

f.  36.  Es  wäre  uns  leicht,  die  vielfachen  Hülfsmittel 
■■weisen,  welche  diese  Methoden  der  Transformation 
im  Curven  in  einer  Ebene  den  Geometern  seit  anderthalb 
Urinmderten  bitten  darbieten  können,  wenn  nicht  ein 
MgKttküches  und  ungerechtes  Vorurtheil  sie  aus  der  rei- 
■m  Geometrie  verbannt  hätte.  Aber  es  genügt  uns,  ge- 
xu  haben ,  dass  vorzüglich  die  Methode  De  La  Hire's 
denselben  Transformationen  und  zu  demselben  Ende 
geführt  hätten,  als  die  schöne  Theorie  der  homologischen 
fknren,  woraus  Poncclet  eben  so  zahlreiche  als  merk- 
würdige Resultate  abgeleitet  hat.  Diese  Methode  ist  übli- 
chen so  wie  die  Ncwton's  nur  eine  Folgerung  aus 
allgemeinen  Priucip  der  homographischen  Defor- 
mation, und  wir  würden  einen  doppelten  Gebrauch  davon 
«eben,  wenn  wir  uns  hier  näher  auf  ihre  Anwendungen 
aWaasen  wollten. 

f.  37.  Indem  wir  das  Historische  über  die  ersten 
Methoden  der  Transformation  der  Curven  hiermit  schlies- 
•et,  bemerken  wir  nur  noch,  dass  die  geistreiche  Art, 
■f  welche  Le  Poivre  zu  der  seinigen  gekommen  ist,  ge- 
vks  nicht  weniger  die  Beachtung  der  Geometcr  verdienen 
ferfte,  weil  sie  auf  einer  Idee  beruht,  welche  ein  ganzes 
%stem  der  beschreibenden  Geometrie  oder  der  graphi- 
rtben  Darstellung  von  Körpern  in  einer  Ebene  in  sich 
tthäh.  Diese  Idee  besteht  darin ,  bei  der  Perspective  eine 
kl  Räume  liegende  Ebene  durch  zwei  parallele  Gerade  auf 
der  Tafel  zu  repräsentiren,  von  denen  die  eine  die  Schnitt- 
faie  (Ja  tracé)  der  Ebene  selbst  und  die  andre  die  Schnitt- 
fcie  einer  durch  den  Gesichtspunkt  parallel  gelegten  Ebene 
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ist.  Nach  dieser  Art  ist  eine  Gerade  durch  zwei  Punk 
bestimmt,  nämlich  durch  die,  in  welchen  diese  Gerade  m 
eine  durch  den  Gesichtspunkt  gezogene  Parallele  die  Tal 
treffen.  Auf  diese  Weise  erhält  man  ein  Mittel,  alle  Kfii 
per  im  Räume  in  einer  Ebene  darzustellen,  wenn  nun  ■ 
ausserhalb  dieser  Ebene  einen  übrigens  willkührlich  « 
wählten  Punkt  fest  annimmt.  Diese  neue  Art  der  M 
schreibenden  Geometrie  wurde  vor  einigen  Jahren  vi 
Cousinery  (Ingenieur  der  Brücken  und  Chausseen)  aufgi 
fasst  und  ausgeführt.  Wir  kommen  auf  das  Werk  dki« 
Geometers  zurück,  wenn  wir  von  der  beschreibenden  Gel 
metrie  des  Monge  sprechen  werden. 

§.  38.  Die  Arbeiten  derjenigen  Geometer,  welche  m 
im  Anfange  dieser  dritten  Periode  als  Erweiterer  der  Gel 
metrie  von  Descartes  angeführt  haben,  bezogen  sich  i 
Allgemeinen  nur  auf  die  ebene  Geometrie.  Indem  ah 
dieser  berühmte  Philosoph  die  ganze  Wichtigkeit  und  AM 
dehnung  seiner  Coordinaten  -  Methode  begriff,  hatte  er  I 
nicht  auf  ebene  Curven  allein  eingeschränkt ,  sondern  M 
ihre  Anwendung  in  der  Theorie  der  Curven  doppeln 
Krümmung  gezeigt.  Zu  diesem  Ende  fällte  er  von  k 
Punkten  einer  Curve  im  Räume  Perpendikel  auf  zwei  gf 
gen  einander  senkrechte  Ebenen;  ihre  Fusspunkte  bildete 
dann  zwei  ebene  Curven,  von  denen  er  jede  auf  zweii 
ihrer  Ebene  liegende  Coordinatenaxen,  wovon  die  eine  de 
Durchschnitt  beider  Ebenen  war,  bezog. 

Diese  Lehre  von  den  Curven  im  Räume  führte,  vi 
man  sieht ,  zu  dem  Coordinatensystem  für  drei  Dimensiooc 
und  zu  dem  Ausdruck  einer  Oberfläche  durch  eine  einsif 
Gleichung  zwischen  diesen  drei  Coordinaten.  Aber  $ 
Untersuchungen  der  Geometer  beschränkten  sich  lange  Ze 
hindurch  nur  auf  ebene  Curven,  und  die  analytische  Geo 
metrie  der  drei  Dimensionen  entwickelte  sich  erst  mel 
als  ein  halbes  Jahrhundert  später. 

Parent  ®8  ***'  xyi°  "*  S'auDC>  Parcnt  der  eilt 

1666  — 1716.  wofcher    eine  krumme  Oberfläche  durch  tk 

Gleichung  zwischeu  drei  Variabein  darstellt 
und  zwar  in  einem  Memoire,  welches  er  im  Jahre  191 
in  der  Académie  der  Wissenschaften  las. 

Dieses  Memoire,  welches  mit  geringer  Sorgfalt,  * 
die  übrigen  Werke  dieses  sonst  gewandten  und  mit  mai 
uigfachen  Kenntnissen  ausgerüsteten  Geometers,  gesehnt 
ben  ist,  verdient  dennoch  beachtet  zu  werden,  da  es  i 
erste  Anwendung  unsres  Coordinatensystems  im  Ram 
zeigt  und  diese  Anwendung  auf  ziemlich  schwierigen  Vi 
tersuchungen  beruht.    Mau  findet  darin  die  Gleichung  d 
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agel  so  wie  die  ihrer  tangirendcn  Ebene ,  die  Bestiin- 
nng  der  grossten  und  kleinsten  Ordinalen  in  gewissen 
cfcnitten  der  Kugel,  die  Gleichungen  verschiedener  Ober- 
ichen  des  dritten  Grades,  und  Curven  doppelter  Krüm- 
mg,  welche  durch  Punkte  gehen,  denen  die  grossien 
idftfeftfufo»  Ordinaten  entsprechen,  endlich  die  Constru- 
ira der  Beugungspunkte  gewisser  Curven,  die  auf  den 
berflichen  gezogen  sind.46) 

Spater  hat  auch  Johann  Bernoulli  die  Oberflachen 
■refc  âne  Gleichung  zwischen  drei  Coordinaten  ausge- 
rückt, bei  Gelegenheit  eines  Problems  über  die  kürzeste 
osât y  welche  man  auf  einer  Oberfläche  zwischen  zwei 
pgeieoen  Punkten  zieheu  kann. 

Aber  erst  1731  hat  Clairaut  in  seinem  be-  _ 
ahmten  Traité  des  courbes  à  double  cour-  1713 —"iro;. 
Mir,  welches  er  in  einem  Alter  von  16  Jahren 
chrieb  *7) ,  die  Lehre  von  den  räumlichen  Coordinaten, 
Dgewandt  auf  krumme  Oberflächen  und  auf  Curven  dop- 
wker  Krümmung,  die  bei  deren  Durchschnitt  entstehen, 
Mthodisch  aus  einander  gesetzt. 

Die  Aufgaben,  welche  sich  auf  die  Tangenten  dieser 
Kurven,  auf  ihre  Rectification,  auf  die  Quadratur  der 
linme,  welche    durch   ihre  Ordinaten   bogränzt  werden, 


4s)  Voo  den  Eigenschaften  der  Oberflächen:  1)  von  ihren  tan- 
en  Ebenen  ;  2)  von  den  maxi  mis  und  minimis  der  Oberflächen 

▼on  ihren  absoluten  maximis  und  minimis;  3)  von  den  Curven, 
welche  die  maxima  und  minima  der  Oberflächen  zu  enthalten  fähig 
Rat  oder  wirklich  enthalten;  4)  von  den  Cuven,  welche  Beugungs- 
fmkto  zu  enthalten  läh ig  sind  oder  wirklich  enthalten.  Siehe  den 
■weiten  Tbeil  der  Essais  et  Recherches  de  mathématique  et  de 
fhtUfue  de  Parent;  3  Vol.  in  12.,  2te  Ausg.  1713. 

47)  Mchon  seit  dem  12ten  Jahre  war  Clairaut  in  der  gelehrten 
WfU  bekanut  geworden ,    und  zwar  durch   ein  Memoire  über  vier 
{metrische  Curven ,  welches  für  werth  erachtet  worden  war,  einem 
Venire    veines  Vaters    in  den  Schriften   der  Académie   zu  Berlin 
(Miteeitanea  Berolinensia ,  tom.  IV,  ann.  1734)  beigefügt  zu  wer- 
te,   tfein  jüngerer  Bruder ,  der  in  einem  Alter  von  16  Jahren  starb, 
hatte  ein  eben  so  frühzeitig  gereiftes  Talent,  er  schrieb  in  seinem 
Uten  Jahre   über  Diverses  quadratures  circulaires,  elliptiques  et 
hyperboliques ,  wozu  er  eine  durch  continuirliche  Bewegung  erzeugte 
Cfastructiou  der  cuhitcheu  Parabeln  und  verschiedener  anderer  Cur- 
rea  fügte.    Diesen  kleine  Werk,   welches  den  Beifall  der  Académie 
ter  Wissenschaften  von  Paris  im  Jahr  1730  erhielt  und   1731  ge- 
treckt wurde ,   verdient  eine  «teile  neben  dem  Essai  jfour  les  coni- 
jues  von  Pascal  und  den  Recherches  sur  les  courbes  à  double  cour- 
mre  von  dem  altern  Bruder  de*  Verfassers.    Die  Seltenheit  dieses 
lach«  erhöbt  noch  den  Werth    dieser   von  einem  vierzehnjährigen 
tometer  gelieferten  literarischen  Arbeit. 
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beziehen,  sind  in  diesem  Traité  mit  einer  Eleganz  tu 
Leichtigkeit  gelöst,  welche  den  gegenwärtigen  Methode 
nur  in  Hinsicht  der  Symmetrie  der  Formeln,  wie  sie  v< 
Monge  in  seinem  grossen  Traité  de  Inapplication  de  F  A 
gèbre  à  la  Géométrie  eingeführt  ist ,  nachstehen.  Die  Bc 
nennung  Curve  doppelter  Krümmung,  welche  von  Clairai 
deshalb  angenommen  wurde,  weil  eine  solche  Curve  an  de 
Krümmag  zweier  ebenen  Curven,  welche  ihre  Projection* 
PUot  ******  Theil  hat y  ist  von  Pitot**)  herzuleita 
1695  —  1771.  der  sie  in  einem  Memoire  anwandte,  welche 

von  der  auf  einen  geraden  Kreiscylinder  et 
zogenen  Schraubenlinie  handelte  und  1784  in  der  Acaoe 
mie  der  Wissenschaften  gelesen  wurde. 

§.  39.  Wir  haben  bei  Architas ,  Geminus  und  Pappn 
zu  zeigen  Gelegenheit  gehabt,  dass  die  Curven  doppelte 
Krümmung  den  Alten  nicht  fremd  waren.  Auch  in  de 
Zeit  nach  diesen  bis  zu  Clairaut  hin,  von  welchem  siel 
ihre  Theorie  und  die  Wichtigkeit  datirt,  welche  sie  ■ 
dem  weiten  Gebiet  der  Eigenschaften  der  Ausdehnung  ei» 
nehmen,  findet  man  sie  noch  in  den  Werken  mehrer  Geo 
meter;  und  wir  wollen  zur  Vollständigkeit  der  Geschieht 
dieser  Curven  noch  kurz  in  chronologischer  Ordnung  di 
verschiedenen  Umstände,  bei  welchen  sich  diese  Curve 
zeigen,  anfuhren. 

Nonius  ïm  Jahr  13^  untersuchte  der  Portugies 

1492  —  1577.  Nonius  und  später  Wrigt,  Stevin  und  Snellin 

die  Loxodromc,  welche  eine  Curve  doppelti 


48)  Indem  Pitot  sich  vorsetzte,  die  Curve  zu  quadriren,  wdcl 
zuerst  Gefiihrtin  der  Cycloide  {cycloidis  socio)  und  hernach  vo 
Leihnitz  die  Linie  der  Sinus  genannt  wurde,  weil  ihre  Ausrissen  de 
Sinus  der  auf  den  Umfang  eines  Kreises  aufgelegten  Ordinalen  gleic 
sind ,  fand  er  1)  dass  diese  Curve  das  ist ,  was  bei  der  Abwiche 
luug  eines  geraden  Kreiscylinders  in  seiner  Tangenten  -  Ebene  ein 
Ellipse  wird,  welche  durch  eine  schneidende  Ebene,  die  unter  ein« 
halben  rechten  Winkel  gegen  die  Axe  geneigt  ist,  auf  diesem  Cj 
linder  gebildet  wird,  und  2)  dass  diese  Curve  auch  aus  einer  SchrW 
benlinie  entsteht,  welche  auf  demselben  Cylinder  gezeichnet  ist  » 
auf  eine  mit  der  Axe  des  Cylinders  parallele  Ebene  projeetirt  wird 
—  Diese  beiden  Sätze  siud  seitdem  in  mehren  Werken  bewiesen. 

Diese  Curve,  um  die  es  sich  hier  handelt,  und  zwar  als  aus  de 
Ellipse  bei  der  Abwickelung  des  Cylinders  entstanden  betrachtet,  •> 
auch  die  Aufmerksamkeit  Schubert' s  auf  sich  gezogen,  welcher  t 
in  den  Novis  Actis  von  Petersburg  (tum.  XIII,  Jahr  1795  —  lW 
ihre  Rectification  und  Quadratur  gab. 

Dürja  hat  in  einem  Memoire  über  die  mathematischen  Ken*t 
nisse  des  Aristoteles  bemerkt,  dass  dieser  Fürst  der  Philosoph« 
des  Altcrthums  in  der  sechsten  Aufgabe  des  zweiten  Abschnitts  s« 
uer  Probleme  von  derselben  Curve  gesprochen  habe. 
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nimi  h  ist.  die  auf  dem  Erd-Sphäroid  von  einem 
8eMf  beschrieben  wird,  welches  beständig  nach  demsel- 
ki  Windstrich  gesteuert  wird.  Halley  entdeckte  die 
mderbare  Eigenschaft  der  Loxodrome,  dass  sie  die  ste- 
tegraphische  Projection  der  logarithmischen  Spirale  ist. 

Um  1630  betrachtete  Hoberval  in  seinem  Traité  des 
lüriwWrf  die  Curve  doppelter  Krümmung,  welche  durch 
In  einfachen  Zug  eines  Zirkels  auf  der  Oberfläche  eines 
bris-Cylinders  beschrieben  wird,  und  bewies  verschle- 
ime Eigenschaften  theils  dieser  Curve ,  theils  derjenigen, 
friche  aus  ihr  durch  die  Abwickelung  des  Cylinders  in 
»er  Ebene  entsteht.  Bald  darauf  beschäftigte  La  ^„^  r 
ich  anch  La  Loubere  mit  dieser  Curve  und  iG0Q  _  i66^ 
■■le  sie  die  cylindrische. 

Descartes  sagt  auch  am  Ende  des  zweiten  Buchs  sei- 
m  Geometrie  (1637)  einige  Worte  über  die  Curven  dop- 
iritor  Krümmung,  ohne  auf  eine  insbesondere  einzuge- 
in: aber  in  diesen  wenigen  Worten  umfasst  er  die  ganse 

.   Pascal  loste  ein  Problem  über  die  conischo  Spirale, 
niche  eine  Curve  doppelter  Krümmung  auf  einem  gera- 
in Kegel  ist.    {Oeuvres  de  Pascal,  tom.  V,  p.  422.) 
Courcier  hat  in  seinem  Opusculurn  de  *e-     c       . 
ime   superficiel    sphaericae   per    superficiem 
fkäericam,  cylindricam  atque  conicam,  etc.,  in  4.,  1633, 
fcf  eine  besondre  Art   die  Curven  doppelter   Krümmung 
tauchtet.      Es  waren   dieses  diejenigen,    welche  durch 
fat  Schnitt  einer  Kugel  mit  einem  Kegel  oder  Cylinder  von 
btisformger  Basis  oder  durch  den  gegenseitigen  Schnitt 
hier  beiden  letzten  Oberflächen,  in  beliebiger  Lage ,  ont- 
toben.      Wenn    auch    der  Gegenstand  keine  ernstlichen 


tt)  Descarte«  giebt  auch  die  Construction  der  Normalen  an  Li- 
ma ttfpelter  Krümmung,  aber  er  begeht  hierbei  eiuen  Fehler;  denn 
•x  ejaml  an ,  dass  die  Normalen  der  ebenen  Curven ,  welche  die 
htJKtionen  der  Curve  doppelter  Krümmung  sind,  auch  die  Proje- 
•mm  einer  Normale  dieser  Curve  sind*  Das  gilt  zwar  von  den 
tmgeaten,  aber  nicht  von  den  Normalen* 

la  wenig  Einfluss  auch  dieser  Fehler  hat  und  so  fremd  er  auch 
mr Methode  ist,  welche  die  Geometrie  des  Descartes  begründet,  so 
kt  es  doch  buchst  wunderbar ,  dass  er  sowohl  den  Neidern  als  den 
larmrierern,  welche  dieses  unsterbliche  Werk  hervorrief,  und  selbst 
Imtrvml,  der  seinen  Geist  förmlich  abmarterte,  um  einen  Fehler 
fcrii  an  entdecken,  entgangen  ist.  Ja,  noch  mehr,  Rabuel  bewies 
*amr  in  seinem  Comme  atar  die  Construction  des  Descartes.  Jedoch 
■I «wahr,  dass  er  bei  diesem  beabsichtigten  Beweis  unterlassen 
et,  die  Elemente  des  Kuclid  zu  citiren,  was  er  sonst  beinahe  in 
Mer  Zeile  zu  thun  pflegt. 
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Schwierigkeiten  darbietet,  so  verdient  doch  dieses  We 
mehr  bekannt  zu  sein,  als  es  wirklich  ist,  **) 

TMani  ^m  von  ^iviani  vorgelegtes  Problem, 

1622  —  1703.  dem  es  sich  darum  handelt,  in  einem  hem 
sphärischen  Gewölbe  vier  Fenster  durch» 
brechen,  so  dass  der  Rest  des  Gewölbes  quadrirbar  i 
wurde  durch  Linien  doppelter  Krümmung  gelöst  und  wun 
für  Wallis,  Leibnitz  und  Bernoulü  Veranlassung,  üb 
solche  Curven  Untersuchungen  anzustellen. 

Herman  beantwortete  die  in  den  Leipzig 

167« -"nk  Acti*  von  1718  ùber  das  Ziehen  rectifi™*« 

Curven  auf  der   Kugel    gestellte  Frage  m 

wurde  dabei  auf  die  Betrachtung  der  sphärischen  Kpicj 

cloido  gefuhrt,  welche  durch  einen  Punkt  der  Oberflid 

eines  Revolution»  -  Kegels,  der  auf  einer  Ebene  rollt,  wik 

rend  sein  Scheitel  fest  bleibt,  beschrieben  wird. 

Guido -Grandi  betrachtete  1789  auf  A 
Guido-Gran*  Kugel  zwei  Curven  doppelter  Krümmung,  wd 
1071  — '1742.  c^e  er  clélies  nannte  und  deren  Quadratur  * 

gab.  Die  eine  dieser  Curven  ist  ganz  einfw 
der  Durchschnitt  der  Kugel  und  einer  schraubenförmig 
Oberfläche  (helicotde  rampante) ,  deren  Axe  durch  .& 
Mittelpunkt  der  Kugel  geht 

Endlich  erschien  das  Werk  von  Clairaut,  welches  i 
Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung  begründete  « 
nach  welchem  sich  die  Untersuchungen  über  diese  Curv 
beträchtlich  vermehrten. 


50)  Frczier  hat  in  Reinem  Traité  de  Stéréométrie  diestll 
Curven  betrachtet,  aie  Conrcier.  Dieser  hatte  sie  curviteaae  | 
nauut;  Frezier  nannte  sie  imbricatae. 


Viertes   Kapitel. 


Vierte   Epoche. 

$.  1.    fünfzig  Jahre,  nachdem  Descar-  infinitesimal  - 
tM  seine  Geometrie  geschrieben ,  trat  eine  an-     Rechnung.  ' 
in  grosse  von  Fermât  und  Barrow  vorberei- 
tete Idee,   die  Infinitesimal -Rechnung    des  Leibnitz  und 
.Vewton,  ins  Leben  (1684  und  1687). 

Diese  erhabene  Erfindung,  welche  die  Methoden  von 
CftviUeri,  Roberval,  Fermât  und  Grégoire  von  St.  Vincent 
fir  die  Ausmessung  der  Figuren  und  fur  die  Untersuchun- 
gen über  tnaxima  und  minima  mit  so  ungeheuerm  Vor- 
fall ersetzte,  wandte  sich  mit  solcher  fabelhaften  Leich- 
tigkeit auf  die  grossen  Fragen  über  die  Erscheinungen  in 
der  Natur  an ,  dass  sie  beinahe  ausschliesslicher  Gegen- 
wind fur  die  Untersuchungen  der  berühmtesten  Geometer 
wurde.  Seit  dieser  Zeit  wurden  die  alte  Geometrie  und 
die  herrlichen  Methoden  für  das  Studium  der  Kegelschnitte 
von  Desargues  und  Pascal,  von  Do  La  Iure  und  Le  Poivre 
gänzlich  vernachlässigt. 

Die  Analysis  des  Descartes  behielt  bei  dieser  allge- 
meinen Vernachlässigung  allein  von  allen  grossen  Erzeug- 
nissen unsrer  zweiten  und  dritten  Epoche  ihre  Bedeutung. 
Sie  bildete  das  eigentliche  Fundament  für  die  Lehren  dos 
Leibnitz  und  Newton,  welche  sich  ganz  der  Herrschaft 
über  die  mathematischen  Wissenschaften  bemächtigten. 

Indcss   waren    auch    noch    in  der  ersten  Zeit  einige 
Geometer,  hauptsächlich  Iluygcns,  obgleich  er  alle  Hülfs- 
mittel    der    Infinitesimalrechnung    kannte,   Maclaurin,    der 
tiefsinnige  Commcntator  des  Treatise  of  fluxions  von  New- 
ton,  und  Newton  selbst  der  Methode  der  Alten  treu,  und 
verstanden  es,    iu  die   Mysterien    der  tiefsten  Geometrie 
einzudringen,  um   mit  ihrer  Hülfe  allein  die  schwierigsten 
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Fragen  der  physikalisch -mathematischen  Wissensdia 
aufzulösen. 

Später  verfolgten  noch  einige  andre  Geometer, 
Stewart  und  Lambert,  würdige  Bewunderer  dieser  groi 
Männer,  den  Weg  derselben  und  setzten  deren  gcistre; 
Methoden  fort    Endlich  aber  wandte  sich  der  Geist  A 
durch   die   Neuheit  und  durch   die  wichtigen  Hülfsmi 
welche  die  Infinitesimal -Rechnung  darbot,  angezogen, 
andre  Ideen  und  andre  Untersuchungen;  dergestalt,  d 
wenn  man  schon  bisweilen  sagen  kann ,  die  Geometrie 
Huygens  und  Newton,  nachdem  sie  den  Grund  zu  um 
positiven  Kenntnissen  gelegt  hatte,  war  nicht  hinreich 
ihr    angefangenes   Werk    fortzusetzen   —   es    auch 
recht  ist,  nachzusehen,  wenn  auch  Schuler  es  daran 
ben  fehlen  lassen;   denn  ich  wüsste  nicht,  dass  man 
drei  Viertheilen  eines  Jahrhunderts  Anwendungen  von  c 
ser  Methode  gemacht  hätte,    und    heut    zu  Tage  spr 
man,  nur  auf  Tradition  und  auf  Autorität  gestützt,  vi 
leicht  ohne  gehörige  Ueberlegung,    von    ihrer   Ohnmi 
und  von  den  Grenzen,  in  welche  ihre  Anwendung  eioj 
engt  ist. 

§.  8.  Wir  können  es  nicht  unternehmen  wollen, 
Werke  der  genanten  grossen  Geometer  zu  analysii 
diese  Arbeit  gehört  nicht  in  dieses  Werk  und  wäre  S 
unsere  Kräfte.  Wir  müssen  nur  die  von  ihnen  anfuhi 
welche  sich  auf  denjenigen  Thcil  der  Lehre  von  der  A 
dchnung  beziehen,  welchen  wir  die  Geometrie  der  Ges 
und  Lage  (Géométrie  des  formes  et  des  situations')  \ 
nannt  haben.  Diese  Geometrie  nahm  ihren  Anfang  sc 
in  der  geometrischen  Analyse  der  Alten,  wurde  abei 
zwei  Jahrtausenden  nur  in  der  unerschöpflichen  The< 
der  Kegelschnitte  angewandt,  bis  ihr  endlich  Descai 
mit  einem  Male  das  ganze  unzählbare  Geschlecht  der  g 
metrischen  Curvon  unterwarf. 

Wir  wollen  zuerst  in  Kurzein  die  allmähligen  E 
deckungen  der  Haupteigenschaften  dieser  Curven  darst 
len  und  hernach  wieder  zurückkehren,  um  von  den  F< 
schritten  zu  sprechen,  welche  die  Geometrie  in  ihren  v 
schiedenen  andern  Theilen  gemacht  hat. 

Allgemeine  §•  3.    Die  analytische  Geometrie  des  D< 

Eigenschaf-  cartes  war   ein  universelles  Ilûlfsinittel,  ai 

ten  der  geo-  gezeichnet    geeignet    zur   Untersuchung    g< 

metrischen  mctrischer  Uurven.     Die  Anwendung  und 

urven*  ganze  Kraft  derselben  hat  schon  dieser  P 

losoph    an  der  Auflösung  der  verschiedensten  Aufgal 
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gengt    Aber  Newton  und  Maclaurin  waren  die  ersten, 
wefcbe  sie  zur  Untersuchung  der   allgemeinen  und  cha- 
neterischen    Eigenschaften    dieser    Gattung    von    Curven 
«wandten,  und  es  sind  diese  beiden  ausgezeichneten  Geo- 
aeter  und  ihr  Zeitgenosse  Cotes,  welchen  man  die  Ent- 
deckung  der    ersten    und    wichtigsten  Eigenschaften    der 
geometrischen  Curven  verdankt. 

Newton  gab  in  seiner  Enumeratio  linea- 
tw  tertii  ordinh  (1706)    folgende   drei  an,      *«™** 
welche   er    als   Erweiterung   der  Haupteigenschaften    der 
Kegelschnitte  darstellte.  *) 

Die  erste  betrifft  ihre  Durchmesser.  Sie  besteht  in 
Folgendem:  Wenn  man  in  der  Ebene  einer  geometrischen 
(km  Transversalen  zieht,  die  unter  einander  parallel 
wd,  und  auf  jeder  von  ihnen  den  Mittelpunkt  der  mitt- 
len Distanzen  aller  Punkte,  in  welchen  sie  die  Cnrve 
friß,  nimmt,  so  liegen  alle  diese  Mittelpunkte  in  einer 
fmien  Linie.  Diese  Gerade  nennt  man  den  mit  der  Rich- 
tmg  der  Transversalen  correspondirenden  oder  conjugirten 
Durchmesser  der  Curve. 

Die  zweite  allgemeine  Eigenschaft  betrifft  die  Asym- 
ptoten und  heisst:  Wenn  eine  Curve  eben  so  viele  Asym- 
fkten  hat,  als  Einheiten  Im  dem  Grad  ihrer  Gleichung 
enthalten  sind,  und  man  zieht  in  beliebiget9  Richtung  eine 
Transversale,  so  wird  der  Mittelpunkt  der  mittlem  Ent- 
fernungen der  Punkte,  in  welchen  diese  die  Asymptoten 
irjjpi  derselbe  sein,  ais  der  der  Punkte,  in  welchen  sie 
<tie  Curve  trifft*  Oder  in  andern  Worten:  Die  Summe 
kr  Segmente ,  welche  zwischen  jedem  Ast  der  Curve  und 
in  zugehörigen  Asymptote  begriffen  sind,  wird  auf  beiden 
Seiten  des  zur  Transversale  conjugirten  Durchmessers 
6tulbe  sein. 

Die  dritte  allgemeine  Eigenschaft  endlich  bezieht  sich 
vif  das  constante  Verhältniss  der  Producte  aus  den  Seg- 
aeoten,  welche  auf  zwei  Transversalen ,  die  respective 
zweien  festen  Axen  parallel  sind,  gebildet  werden.  Der 
allgemeine  Ausdruck  hiervon  ist  folgender:  Wenn  man 
wdk  irgend  einen  Punkt  in  der  Ebene  einer  geometrischen 
Gore  zwei  Transversale  parallel  mit  zwei  festen  Axen 
***kt,  so  stehen  die  Producte  der  Segmente,  welche  auf 
i**n  beiden  Geraden  zwischen  dem  Punkt,  durch  welchen 
*  ftoogen  sind,  und  der  Curve  begriffen  sind,  unter  ein- 


_t)  Proprittate*  sectionum  conicarum  competunt  curvis  supe- 
*****  jenerum. 
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ander  in  einem  constanten  Verhältnisse  welches  auch 
ser  Punkt  sein  mag. 

Es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  diese  drei  schl 
Eigenschaften,    welche   allen   geometrischen  Curven 
kommen,   eine  Verallgemeinerung    dreier  Sätze    aus 
Theorie  der  Kegelschnitte  waren. 

§.  4.  Der  Hauptzweck  seines  Werks  war  fürN< 
ton  die  Aufzahlung  der  Linien,  welche  in  der  Gleicl 
vom  dritten  Grad  zwischen  zwei  Variabein  enthalten  i 
Er  erkannte  darin  78  verschiedene  Arten,  zu  denen  £ 
ling  noch  4  fugte. 

In  Folge  dieser  Aufzahlung  gab  Newton  folgen 
ausgezeichneten  neuen  Satz,  welcher  diese  Curven  m  : 

Sosse  Klassen  vertheilt,    nämlich:    dass  ebenso  wie 
reis,  wenn  er  einem  leuchtenden  Punkt  vorgehalten  u 
durch   seinen  Schatten  alle  Curven  zweiten  Grades  gi 
auch  fünf  divergirende  Parabeln  durch  ihren  Schatten 
Curven  des  dritten  Grades  geben* 

Das  Werk  endigt  mit  der  organischen  Beschreib 
der  Kegelschnitte  vermittelst  zweier  um  ihre  Scheitel 
weglichen  Winkel,  von  denen  zwei  Schenkel  sich 
ständig  auf  einer  Geraden  schneiden,  während  die  bei 
andern  durch  ihren  Durchschnittspunkt  einen  Kegelscl 
erzeugen.  Diese  Beschreibungsart  ist  auf  Linien  des  d 
ten  und  vierten  Grades,  welche  einen  doppelten  Pi 
haben,  ausgedehnt 

Es  ist  unangenehm,  dass  Newton  sich  begnügt 
diese  herrlichen  Entdeckungen  ohne  Beweis,  selbst  o 
irgend  eine  Andeutung  der  von  ihm  befolgten  Metfr 
anzuführen.  Stirling  verbesserte,  einige  Jahre  darauf ,  < 
sen  Fehler,  indem  er,  zugleich  mit  den  nothwendi 
vorläufigen  Entwicklungen,  die  Beweise  derjenigen  Si 
von  Newton,  welche  sich  auf  die  Aufzählung  der  LL 
dritten  Grades  beziehen,  wieder  herstellte.  Die  übri 
Parthien  dieses  Werks  wurden  später  von  verschiede 
Geomctern  nachgewiesen.  Das  schöne  Theorem  über 
Erzeugung  aller  Curven  des  dritten  Grades  durch 
Schatten  von  fünf  divergirenden  Parabeln,  welches 
eines  der  schwierigsten  erschien,  wurde  von  Clairaui 
Nicole8),  Murdoch4)  und  dem  Pater  Jacquier5)  beb 


2)  Mémoires  de  ï Académie  des  sciences,  ann.  1731. 

3)  Ibid. 

4)  Neutoni  Genesis  curvarum  per  timbras;  in  8.    Lond.  fi 

5)  Klementi  di  perspettiva  ;  in  8.    Rom  1755. 
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dek.  Aber  es  scheint  uns ,  dass  die  analytischen  Betraf  h- 
Imgen,  aas  welchen  diese  Geometer  die  hinreichenden 
leweise  fur  die  Wahrheit  des  Theorems  von  Newton  ge- 
köpft haben ,  nicht  in  die  Natur  und  in  die  Grundidee 
sselben  eingedrungen  sind.  Auch  ein  andres  ähnliches 
iieorem,  d.  h.  eine  andre  Art  der  Entstehung  aller  Cur- 
n  dritten  Grades  durch  den  Schatten  von  fiinfen  unter 
tien,  welches  einen  genauen  Zusammenhang  mit  dem 
s  Newton  hat,  ist  den  Geomctern,  welche  über  diesen 
»genstand  geschrieben  haben,  entgangen.  Dieses  Theo- 
n  besteht  darin,  dass  es  unter  allen  Curven  des  dritten 
raies  fünf  giebt ,  Kelche  einen  Mittelpunkt  haben  *),  und 
au  diese  fünf  Curven  durch  ihre  auf  eine  Ebene  proje- 
rien  Schatten  alle  andern  erzeugen. 

Dieses  neue  Theorem  und  das  des  Newton  beruhen 
ekle  auf  einer  und  derselben  Eigenschaft  der  Einbiegungs- 
onkte,  von  der  es  uns  scheint,  dass  sie  deren  wahre 
foellc  sei  und  zu  einer  auf  jie  Verschiedenheit  der  Ge- 
tah  gegründeten,  rein  geonetrischen  Classification  der 
.Wen  dritten  Grades  dienlich  sein  könne.  —  Diese  Ei- 
genschaft selbst  werden  wir  in  der  Note  XX  anführen. 

S.  5.    Maclaurin,   durch   die  vorzüglichen    „    ,       . 
b>  *j    i  t^t      A      ,  .         i    •  ?  Macla  ri/f, 

Entdeckungen  Newton  s  angeregt,  schrieb  zwei  1698  _  174^ 

Werke  über  die  geometrischen  Curven  von 
koher  Wichtigkeit.  In  dem  ersten,  welches  der  organi- 
schen Beschreibung  der  geometrischen  Curven  e)  gewid- 
met ist,  lehrt  der  Verfasser  vermittelst  des  Durchschnitts 
nreicr  Schenkel  von  zwei  beweglichen  Winkeln,  deren 
Beiregung  passend  bestimmt  ist,  alle  geometrische  Curven 
ttf  verschiedene  Arten  zu  beschreiben.  Seine  Beweise, 
Ae  durch  Co ordinaten -Methode  geführt  sind,  bieten  nicht 
inner  einen  genügenden  Grad  von  Einfachheit  dar;  die 
***te  Schrift  von  Maclaurin  dagegen  unter  dem  Titel: 
&  linearum  geometricarnm  proprietatibus  generalibus  tra- 
ffafaj,  besitzt  eine  bewunderungswürdige  Eleganz  und 
Pension. 

Dieses  ganze  Werk  beruht  auf  zwei  Theoremen ,  wei- 
te die  beiden  allgemeinen  Eigenschaften  der  geometri- 


6)  Es  sind  dieses  in  der  Aufzählung  der  72  Arten  von  Newton 
ie  finit'  Curven,  welche  unter  den  Nummern  27,  38,  59,  62  und 
i  aufgeführt  und  durch  die  Figuren  37,  47,  07,  70  und  81  darge« 
rilt  >ind. 

7)  Geometria  ortjanica*  sive  descriptio  linearum  currarum 
iitrrsali*  ,  in  4. ,  1719. 


sehen  On 


aind.     Das  < 


i  ciiiC  ist  das  «les  berühmten  < 
les.  «reiche«  «du Freund, 
in  tienne«  Papieren  fand  und  es  Maclaurin  mililieilie. 
kiinn  >'s  in  Folgend«  «Vetee  uiuprechea:    Wenn  i 
einen  fetten  Punkt  eine  Tratuvereale  drehen  lSa*tt  m 
eine  gametrUefu  Curve  in   so  vielen   Punkten  At  , 
all  m'c  Dimensionen  hat,  schneidet,  und  man  ««/"  r. 
Transversale  in  jeder  •hiev  Lagen  einen  fotehen  /" 
»•'mimt,   -tu**  der  btveret  Wetin  neiner  Distanz  wr»  « 
/■,'.,(.-(/    funkt    da*   arithmetische  Mittel  aus    de»    inre 
Wertktn   der  Distanzen   zwischen  den   Punkten   A, 
und  dem  festen    funkte  ist,    so  wird  der  trinkt  M  ; 
uetn  geometrischen  Ort  eine  gerade  Linie  hiihen. 

jlaclaurin    nannte    das    Segment,    welches     m 
dem  festen  Funkte  und  dorn  Punkte  M  liegt,  das  hat 
nische  Mittel  «wischen  den  Segmenten,  die 
Testen  Punkte  und  der  Curve  liegen8),  und  Poncefef  n 


don  Punkt  M  den  Mittelpunkt  der  harmonischen  . 
A,  U...  in  Bezug  auf  den  festen  Punkt.  '').  Dieser 
moler    hat  auch  gezeigt,   daSs ,    wenn    der    feste  Punkt  i 


der  Unendlichkeit  liegt,  der  Punkt  M  der  Mittelpunkt  t 
mittlem  Entfernungen  der  andern  Punkte  A,  11. 
woraus  man  erkennt,  dass  das  Theorem  von  t'-.i; 
Verallgemeinerung  von  dem  Newlou'schen  Theorei 
die  Durchmesser  der  Curven  ist. 

Das   zweite  Theorem,  dessen   sieh  Maclmirin   bedient 
hat  und  welches  ihm  angehört,   ist  folgendes: 

Wenn  man  durch  einen  in  der  Ebene  einer  geometri- 
schen Curve  Hegenden  festen  funkt  eine  Transversale  îjVAI, 
welche  die  Citrve  in  au  vielen  Punkten  trifft,  at»  *M  l)'- 
meneionen  hat,  darauf  in  diesen  Punkten  Tangenten  t» 
die  Curve  zieht ,  wtd  endlich  durch  den  festen  funkt  eine 
zweite  Gerade  in  wilikährlicher  Richtung,  die  aber  unver- 
ändert bleibt,  legt,  so  wird  von  den  Segmenten,  welche 
auf  dieser  Geraden  z<vi.icben  dem  festen  l'unht  und 
Taugenten  der  Curve  Hegen ,  die  Summe  ihrer  intvnem 
Wcrthe  constant  sein ,  welches  auch  die  durch  den  festen 
Punkt  gezogene  erste  Transversale  sein  mag;  und  zirar 
wird  diese  Summe  gleich   der  der  inversen  Werthe  aller 


81  Madiiurin  sagt,  "la"  »ine  Quantität  da*  harmonitche  îttittt< 
Mischen  mehren  andern  Ist,  wenn  ilir  inverser  AVcrili  d«  arlU». 
metitehc  Mittat  »tischen  ilen  inversen  Wert  lien  dieser  umntiUtct 
ist  ifrmUi  dt  court«  fremitrtewu,  %.  28). 

9)   Memoire  sur  les  centre*  de»  moyennes  harmoniques  ; 
Journal  d.  r.  n.  a,  M.  loin.  III 
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Smnfey  die  anf derselben  unveränderlichen  Geradon  Zin- 
nie* dem  fegten  Punkt  und  den  Durchschnittspunhten  die- 
*r  Geraden  mit  der  Curve  liegen. 

£  6.  Dieses  zweite  Theorem  ist  eine  wichtige  Ver- 
ifeeaeiaeniiig  von  dem  des  Newton  über  die  Asymptoten, 
äk  gehen  vermittelst  der  Perspective  in  einander  über. 

Zwei  also  von  den  drei  Theoremen  des  Newton  über 
»■einsehe  Curven  finden  sich  durch  die  des  Cotes  und 
iadturin  verallgemeinert.  Das  dritte,  welches  sich  auf 
egnente,  die  auf  parallelen  Transversalen  abgeschnitten 
erden,  bezieht,  hat  eine  ähnliche  Verallgemeinerung  in 
er  Géométrie  de  position  erhalten,  wo  die  Transversalen 
\b  m  festen  Punkten  zusammenlaufend  angenommen  sind, 
feroot  hat  sogar  noch  eine  ausgedehntere  und  fruchtbarere 
enllgemeinerung  dieses  Theorems  gegeben,  indem  er 
wribe  als  einen  besondern  Fall  eines  ganz  allgemeinen 
lities  betrachtet,  der  sich  auf  irgend  ein  Polygon,  wel- 
kes in  der  Ebene  einer  geometrischen  Curve  beschrieben 
Aj  bezieht. 

J.  7.  In  dem  oben  angeführten  Theorem  betrachtet 
Kidavrin  den  Fall,  in  welchem  der  feste  Punkt,  durch 
kt  die  Transversalen  gezogen  werden,  auf  der  Curve 
fegt,  und  transformirt  mit  Hülfe  einer  Eigenschaft  des 
Kreises  die  das  Theorem  ausdrückende  Gleichung  in  eine 
uàre,  in  weiche  eine  Chorde  des  Bcrührungskrcises  des 
Testen  Punkts  der  Curve  eingeht.  Hieraus  folgert  er  zwei 
Mdre  Theoreme,  welche  ihm  zur  Construction  des  Be- 
nhningskrciscs  und  zur  Auffindung  des  Ausdrucks  für 
das  Differential  des  Krümmungshalbmessers  dienen.  Aber 
üe  geometrische  Construction  des  Berührungskreises  an  der 
Figur  selbst  und  ohne  Hülfe  des  Fluxionsculculs ,  selbst 
ohne  die  Analysis  des  Descartes,  in  dein  Werke  von  Ma- 
daurin  scheint  unberücksichtigt  geblieben  zu  sein,  denn 
wir  sehen  nicht,  dass  jemals  davon  gesprochen  wurde. 
Inzwischen  glauben  wir  doch ,  dass  sie  angemerkt  zu  wer- 
fen verdient,  weil  dieses  Problem  bis  dahin  durchaus  die 
Anwendung  der  Analysis  zu  erfordern  schien. 

Maclaurin  nimmt  die  Richtung  der  Normale  in  dem 
hnkt.  für  welchen  er  den  Berühruugskreis  bestimmt,  als 
kekanut  an.  Wir  wundem  uns,  dass  er  nicht  anHi  die 
Ute  «rchabt  hat,  rein  geometrisch  und  ohne  IWhnung 
fcao  Normale  zu  construire!!  ;  denn  dieses  Problem  war 
roii  derselben  Ordnung  und  leichter  als  das  vom  Bcrüh- 
inpskreisc.  Wir  haben  für  das  eine  wie  für  das  andre 
ftne  einfache  Construction  gefunden,  welche  sich  aus  dem 

Gr-cli.    tlfr   G co m.  *" 
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dritten  Theorem  des  Newton  ableitet  Damals 
wir  nicht ,  dass  der  Berührungskreis  schon  constrnirt  vt 
und  ausserdem  unterscheidet  sich  unsere  Lösung  wesei 
lieh  von  der  des  Maclaurin,  weil  sie  immer  auf  ab 
andern  Eigenschaft  der  geometrischen  Curven  beruht 

§.  8.  Die  vier  allgemeinen  Theoreme,  von  den 
wir  gesprochen,  bilden  den  Gegenstand  der  ersten  Seeti 
im  Werke  des  Maclaurin.  In  den  beiden  andern  Seeti 
neu  sind  die  Anwendungen  dieser  \îer  Theoreme  auf  K 
gclschnitto  und  auf  die  Curven  des  dritten  Grades  ei 
halten. 

Die  verschiedenen  Eigenschaften  der  harmonise! 
Theilung  der  Secanten  bei  den  Kegelschnitten  und  i 
Theorem  von  dem  eingeschriebenen  Viereck,  welches  i 
Theorie  der  Polo  enthält  (dasselbe,  welches  wir  ans  A 
Sechseck  des  Pascal  abgeleitet  haben),  finden  sich  in  i 
zweiten  Section.  Das  Theorem  von  dem  Sechseck 
dort  nur  ausgesprochen,  weil  Maclaurin  es  schon  an  eü 
andern  Ort  auf  verschiedene  Arten  bewiesen  hatte.11} 

Die  dritte  Section  enthält  eine  grosso  Anzahl  * 
vorzüglichen  Eigenschaften  der  Curven  dritten  Orte 
Die  wichtigste,  aus  der  sich  ein  grosser  Theil  der  andfl 
die  sich  auf  Einbiegungs  -  und  doppelte  Punkte  besieh 
ableiten  lassen,  ist  diese:  Wenn  ein  Viereck  «eine  ci 
Scheitel  und  die  beiden  Durchschnitt  »punkte  deraegenuie 
Hegenden  Seiten  auf  einer  Gurre  des  dritten  Grades  k 
so  schneiden  sich  die  Tangenten ,  welche  durch  zwei  ge§* 
überliegende  Scheitel  an  die  Curve  gezogen  werden ,  I 
dieser  Curve. 

Maclaurin  hatte  dieses  Theorem,  welches  er  in  m 
nem  Treatise  of  fluxions  (art.  401)  ausgesprochen  hat 
schon  bekannt  gemacht,  indem  er  bemerkte,  dass  das 
Bezug  auf  ein  den  Kegelschnitten  eingeschriebenes  Vi 
eck,  von  dem  wir  gesprochen  haben,  nur  ein  besond 
Fall  desselben  ist,  was  man  leicht  erkennt,  wenn  n 
den  Kegelschnitt  und  die  Gerade,  welche  die  Dure 
schnittspunkte  der  gegenüberstehenden  Seiten  des  Viere« 
verbindet,  so  betrachtet,  als  stellten  sie  eine  Linie  i 
dritten  Grades  dar. 

Das  Theorem  des  Pascal  scheint  auch  als  die  Folj 
rung  einer  Eigenschaft  der  Curven  dritten  Grades,  weil 


10)  Philosoph  ical- Transactions ,  Nr.  439,  Jahr  1735,  undft 
Use  of  fluxions  y  Nr.  322  und  623. 
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ab  die  des  Maclaurio  ist,  betrachtet  werden 

,  und  »war  spricht  sich  diese  so  ans: 

Wenn   ein  Sechseck  seine  sechs  Eckpwikte  wrf  zwei 

m  den  drei  Durchschnittspunkten  gegenüberliegender  Sei- 

im  smf  einer  Curve  dritten  Grades  hat,  so  liegt  auch  der 

eitle  der  Ûurehschnittspunkte  auf  dieser  Curve. n) 

§.  flL     Man  hat  noch   von  Maclanrin   ein  Fragment 

i  Memoire  über  die  Theorie  der  Curven,  welches  er 
IM  in  Frankreich  als  Supplement  an  seiner  Geometria 
wgsmica  geschrieben  hat  und  dessen  Druck  auch  angeran* 
pa  worden,  das  aber  nicht  als  besondres  Werk  herausge- 
gaben  ist.  Im  J.  1738  wurde  dieses  Fragment  an  die  königt. 
iadetit  an  London  geschickt  und  findet  sich  in  den  flu- 
Insjhirel  Transactions  fur's  Jahr  1735.  Man  findet  darin 
■%■■!*■  allgemeine  Theorem,  welches  einen  Hanpttheil 
fassulben  ausmacht: 

Wenn  ein  Polygon  von  veränderlicher  Gestalt  sich  so 
tagt,  dass  alle  seine  Seiten  respective  durch  eben  #9 
wie  fegebene  feste  Punkte  gehen  und  dass  alle  seine  Eck- 
miAe  y  mit  Ausnahme  Eines,  geometrische  Gurven  von  den 
Braira  m,  n,  p9  q ....  durchlaufen,  so  wird  der  freie 
Eckpunkt  eine  Curve  beschreiben,  welche  im  Allgemeinen 
ma  Grade  2mnpq...  ist  und  welche  sich  auf  den  halb 
a  hohen  Grad  mnpq...  reducirt,  wenn  alle  Punkte  in 
freier  Linie  liegen. 

Wenn  alle  Leitlinien  gerade  Linien  sind,  sa  ist  die 
larch  den  freien  Eckpunkt  des  Polygons  erzeugte  Curve 
sh  Kegelschnitt,  und  wenn  das  Polygon  ein  Dreieck  ist, 
I»  ist  das  Theorem  nichts  Andres  als  das  Sechseck  des 
Pascal.  Dieses  Theorem  war  schon  von  Newton  fur  den 
Fall  gegeben,  dass  einer  der  drei  Punkte,  durch  welcho 
ie  drei  Seiten  des  beweglichen  Dreiecks  gehen  müssen, 
a  der  Unendlichkeit  liegt  (Lemma  SO  im  lsten  Buch  der 
Prineipià).  Aber  dem  Maclaurin  verdankt  man  die  allge- 
■eine  Aussprache  desselben,  und  ihm  gebührt  die  Ehre, 
■  dieser  Beschreibungsart  der  Kegelschnitte  das  schöne 
fteorem  des  Pascal  wahrgenommen  zu  haben,  welches 


11)  Um  dieses  Theorem  zu  beweisen,  reicht  es  hin,  die  drei 
litra  von  ungerader  Orduungszalil  im  Sechseck  als  eine  erste  Linie 
Uten  Grades  and  drei  Seiten  von  gerader  Ordnungszahl  als  eine 
reite  zu  betrachten«  Durch  die  neuu  ihirclischiiittsptinkte  dieser 
iden  Linien  kann  man  unendlich  viele  Curven  dritten  Grades  legen; 
i  vorgelegte  geht  aber  durch  acht  von  diesen  neun  Punkten,  und 
folgt  daraus ,  nach  einer  allgemeinen  Eigenschaft  der  Curven  drit- 
1  Grades,  dass  sie  durch  deu  neunten  gehen  wird. 

10» 
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damals  noch  unbekannt  war;  denn  der  Essai  snr  les  com 

</t(es,  welcher  diesen  Satz  enthält,  wurde  erst  1779  dure 

die  Bemühung  des  Abbé  Bossut  wiedergefunden.19) 

Spuler  bewies  Maclaurin  dieses  Theorem  für  den  Km 

direct,  woraus  er  es  alsdann,  vermittelst  der  Perspectiv! 

(Tu  jede  Art  der  Kegelschnitte  folgerte.      (Siehe  Treati* 

of  fluxion*  y  Cap.  XIV,  worin  Maclaurin  die  Haupteigea- 

schaften  der  Ellipse  nachweist,  indem  er  dieselbe  ab  einen 

Schnitt  eines  schiefen  Cylindcrs  mit  kreisförmiger  Baab 

betrachtet.) 

_  . ,  §.  10.    Braikcnridge  war  in  der  Boschrei- 

Braikenndge.  hmg    Aef  Curyen    al]er  Gfadc    ein  wûri5gll 


Nebenbuhler  von  Maclaurin,  und  die  Theorie  dieser  Curv«! 
verdankt  ihm  mehre  ausgezeichnete  Fundamentalsätze,  du 
sich  besonders  auf  die  Beschreibung  derselben  vermittel» 
des  Durchschnitts  von  Geraden,  die  sich  um  feste  Poh 
drehen,  bezichen,  wie  er  es  aus  einander  gesetzt  hat  ii 
dem  Werke:  Ercrcitatio  geomefrica  de  descripihne  I* 
warum  curvarum  (in  4.,  1733),  und  in  einem  Mcmovc 
welches  in  den  Philosophical  -  Transactions  vom  Jak 
1735  steht. 

Später  haben  noch  mehre  andre  Geomcter  die  Geo- 
metrie des  Descartes  mit  Brfolg  auf  die  allgemeine  Theo» 
der  geometrischen  Curven  angewandt. 

Stirling    hat    die    von   Newton    in    seine 
J683  —  t759.  ßwiiiMernf/o  linearum  terili  ordinls  nur  ange« 

führten  Sätze  nachgewiesen.  Ihm  ist  Nicola 
gefolgt,  welcher  auch  eine  Erklärung  der  Principien,  <fi 
den  grossen  Geomcter  geleitet  hatten,  und  den  Bcwei 
seines  wichtigen  und  vortrefflichen,  von  Stirling  aber  an* 
bewiesen  gelassenen  Satzes  über  die  Beschreibung  alle 
dieser  Curven  vermittelst  des  Schattens  von  fünf  divergi« 
renden  Parabeln  angefangen  hat. ,3) 
B    a  loa  ^cr  ^kbc  von  Bragclognc,    welcher  im 

1688  —  1744.  H0&  zuerst    die  vorzüglichen  Theoreme  de 

Newton  über  die  organische  Beschreibung  dei 


12)  Es  Ist  wahr,  das*  es  möglich  wäre,  Maclaurin,  der  171 
in  Frankreich  lebte,  habe  von  dem  Werke  des  Pascal  Kenntnis  %* 
habt;  aber  das  Theorem  vom  Sechseck  folgt  so  .sehr  natürlich  a» 
der  Beschreibung  der  Kegelschnitte  durch  ein  bewegliches  Dreier* 
dass  es  wunderbar  wiire,  wenn  es  dem  .Scharfsinn  des  Maclaurfi 
entgangen  sein  sollte,  welcher  über  Alles,  was  die  Beschreibung  de 
Curven  betrifft,  so  tief  nachgedacht  hat,  wie  er  uns  selbst  sagt  v 
einem  Briefe,  welchen  er  am  21.  Pccember  1732  an  die  königlich 
Societät  2ii  London  schickte  (Philos.  Transact.  Jahr  1735). 

13)  Mémoires  de  V Académie  des  sciences ,  Jahr  1721. 
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Legebehnitte  and  der  Curven  dritten  und  vierten  tirades, 
reiche  doppelte  Punkte  haben  l4),  bewiesen  hatte,  iiutcr- 
abra  die  Aufzählung  und  Prüfung  der  Gestalt  und  der 
iigenschaften  der  Curven  vierten  Grades.  Eine  immense 
ld  schwierige  Arbeit,  von  der  aber  nur  der  Anfang  be- 
innt  gemacht  ist ,  indem  der  Tod  des  Verfassers  uns  der 
ortsetzuug  beraubt  hat.  1Ä) 

Der  Abbe  De  Gua  sab  in  seinem  ausge-      _   _ 
eichnetcu  Werke  :  Usages  de  t  analyse  de  Des-  171^  __ "^ 
ni»  (in  12.,   17-10)   die  Mittel  an,    um  die 
îangenten,  die  Asymptoten  und  die  ausgezeichneten  Punkte 
die  vielfachen,  die  beigeordneten,  die  Eiubiegungs-  und 
De  Rückkehr«- Punkte)  für  Curven  aller  Grade  zu  bestau- 
nen und  zeigte  zuerst,  vermittelst  der  Perspective,   dass 
nehre  von  diesen   Punkten    in    der   Unendlichkeit    liegen 
tfanen.    Dieses  gab  ihm  a  priori  die  Erklärung  einer  bc- 
miidern  Analogie  zwischen   den   verschiedenen  Arten  der 
tankte  und   den   verschiedenen  Arten  unendlicher  Acsle, 
rvperbolisrhcr  und  parabolischer,   welche  die  Curveu  ha.- 
ien  krmticn  :   eine  Analogie ,  zu  welcher  schon  der  Calcul 
geführt  hatte. 

Der  Zweck,  welchen  sich  dieser  gewandte  Geunicler 
wgcsolzt  hatte,  war  der,  nachzuweisen,  dass  bei  den 
leibten  Untersuchungen,  die  sich  auf  geometrische  Cur\c>t 
beziehen,  die  Analysis  des  Des  rar  te. s  mit  eben  so  vielcui 
Vortheil  als  die  Differentialrechnung  angewandt  werden 
kennte.  Er  erkannte  die  Nützlichkeit  der  luünitesiiuui- 
vhmmg  nur  an  bei  der  Lüsung  der  Probleme  aus  dein 
Integralralnil  und  bei  denen,  die  sich  auf  mcchauischi- 
Cnrvcn  beziehen.  Dij.se  sind  auch  in  der  Tli.it  die  ein- 
zigen, bei  denen  es  unmöglich  scheint,  dieselbe  zu  ver- 
meiden, und  es  sind  auch  die  einzigen,  welche  \e\vtou 
wf  diesem  Wege  gelöst  hat. 

Euler  setzte  in  seiner  IntrOiUtctio  in  (tua- 
IfiU  mfinitorum  (2  Thle  in  1.,  17 lö)  die  all-  l70^_1^J 
(ftneinen  Principien   der   analy tischen  Theorie 
'er  geometrischen    Curven    mit    jeuer   Allgemeinheit    und 
Klarheit ,    welche   die  Schriften    dieses   grossen  (xcüiuclcr.s 
faracterisircu ,  aus  einander;  und  indem  er  diese  Art  von 


14)  Journal  des  Suvansy  30.  .Sptbr.  1708. 

15)  Der  erste  Tlicil  dieser  Aufzahlung  1*»t  in  die  Me  maire*  <lc 
Académie  des  sciences  der  Jahre  1730  und  1731  einhaucht:  der 
%'t'ue  ist  nicht  erscliieucii  ;  die  Aua!>&e  davon  und  et  sich  in  der 
itioire  de  VAca  tewie  für  1732. 
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Untersuchung    ouf    die    Geometrie    von    drei     Dimensioi 

ausdehnte,  disrutirtc  er  kuhi  ersten  Mal  die  ' 

drei  Vurinbcln,   welche  die   Oberfflchen   zweiter   Urd'i 

entbilL 

In   derselben  Zeit    gnb  Cramer  «nier  1] 
iTM-T^k  Titel:   tittmtMthn  a  VuHUhjse 

Act  algébrique*  (in  4.,    1750),    ein 
Werk  heraus,  welches  das  Vollständigste  und  noch 
das  am   meisten   gesehatzte  in  diesem  weiten  und  menti-1 
gen  Kild'>  der  Geometrie  ist. 
Moni,- du  se-  RM  darauf  erschien  der  Traité  deM 

jour,         bes   alc/i'bri'fiii's  (in  12.,  1756)    von 
17S4-1794.  Séjour   und    Goudin,    worin    siel,    mit      ■ 
jinu.iin,      un({  Genauigkeit  die  Probleme  über  die  Kgea- 
1734—1805.  schaften    der    Curveri ,    über    ihre   Ta: 
Asymptoten,  Krimmiung-liaNiinesscr  u.  a.  w.  mir  mil 
drr  Annlysjs  deM   Dcscurtes  aufgcliiM-  linden. 

Man  hat  noch  von  Gondln  einen  Traité  des  praptiffli 
commune*  à  toute»  les  courbes,    welcher  zum  Gegenstand 
hat,    irgend   cin<!  Gleichung   einer  Curve    in    eine  t 
tniiislormireii ,    die    verschiedene    Coordmutcn    hat. 
eine  Reihe  von  Formeln  mit  drei  und  vier  Variabel  1 
denen   jede    eine  verschiedene  Eigenschaft   der  Cüj  1 
Allgemeinen  ausdrückt.  "') 

.  Wir    Inliren  noch  Waring  n,    welcl 

1734  —  1798   Mohren  Schriften    weine  Entdeck 

Tbeoiie    der    Curveii    weiter    geführt    liai, 
«eine  Vorgänger.  ") 

Dieses  sind,  so  weit  ich  glaube,  die  letzten  hei 
kenswei  llicii  Vervollkommnungen ,  welche  der  Wisi 
gehaft  der  Curven  durch  die  Geometrie  der  Alten  1 
durch  die  Analysis  des  Descartes  ïu  l'hcil  g« 


16)  Man  findet  darin  t>esnndcrs  45  verschiedene  Gleichungen  4«" 
Ellipse,    Indem    man    tlieili   dm   Mittel,'-: 

«um  AnraiiK>|uiiiht  der  Cufirdiuur.  1  irtMt. 

biete)    interemaiite  Werk  von  Guudin   bat  drei  Auflagen   «tMI* 
»011  denen  die  lewte  1803  erschien  ;    ninn   hat  /.»   il  ■■■■■!  .    ,1 
beiden  froheren  >«i    die  Soniicnfiii-tiTiii' 

kurzen  Alirisi    von  den  algebraischen  Coi 
ersten    au-nerdem   noch  ein  Memoire  über  den  Uciirain.li   de 
In  der  Trfganoantrte, 

17)  Ausser  mehren  Memoiren,  die  tu  den  l'Ait»-) 
action*  von  I7C3  und  1731   Hüben,   hat  Wurms  m 
Über  itie   geomi-lr lachen  Curve«  heratiBseselieu: 
lira  <((•  trriiuationtbut  alffebi-'' 

*762,  uud  Proprietät*»  geomctrlcarum  cttrvarum,  iu  4.,  1772, 
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£  11.  Die  Fortschritte  in  den  andern  Theilen  der 
[fömischaft  von  den  ausgedehnten  Grossen  während  den 
Uraums,  den  wir  eben  durchgenommen  haben,  sind 
emger  markirt  und  weniger  genügend,  als  die,  welche 
*  in  der  allgemeinen  Theorie  der  geometrischen  Curven 
macht  hau  Inzwischen  wurden  die  Kegelschnitte  noch 
ner  behandelt  und  von  Neuem  Anstrengungen  gemacht, 
i  die  alte  Geometrie  verstandlich  zu  machen  uud  den 
schmack  daran  wieder  neu  zu  beleben;  und  dieses  gc- 
lah  durch  Mathematiker  von  bedeutendem  Namen,  wie 
Hey,  Stewart,  Sinison  u.  A.  Hin  und  wieder  wurden 
di  einige  specielle  Fragen  durch  die  berühmten  Analy- 
m  Euier,  Lambert,  Lagrango,  Fuss  u.  A.  in  den  kur- 
n  Mossestunden,  welche  ihnen  ihre  Lieblings  -  Unter- 
chungen  Hessen,  Gehandelt.  Aber  diese  Arbeiten,  welche 
rar  geeignet  sind,  die  Bekanntschaft  mit  den  alten  Doc- 
nen  aufrecht  zu  erhalten,  scheinen  uns  nichts  Neues 
Befeit  zu  haben.  Die  wahren  Fortschritte  der  reinen 
wmetiie  zeigen  sich  erst  seit  dem  Anfange  dieses  Jahr- 
nderts. 

Aber  die  Geometrie  hat  sich  in  der  Epo-  me  Geometrie 
ic.  welche  uns  beschäftigt,  noch  ein  andres  aryen- «mit 
acht  auf  unsre  Bewunderung  erworben,  näm-  auf  physische 
Eh  durch  ihre  Anwendungen  auf  physische  J*<'»oj*i*ne. 
Unomenc  und  durch  die  grossen  Entdeckungen  in  dein 
fettsysem,  zu  welchen  sie  Newton,  Maclaurin,  Stewart 
id  Lambert  geführt  hat.  In  keiner  Epoche  hat  diese  an- 
fmandte  Geometrie  ein  so  lebhaftes  Interesse  erregt;  abe. 
■glücklicher  Weise  war  es  nicht  von  langer  Dauer,  uni 
iir  müssen  gestehen,  dass  in  unsrer  Zeit  diese  Wissen- 
(haft  beinahe  gar  nicht  gekannt  ist.  Der  Inßnitcsimal- 
ëcol  hat  sich  ausschliesslich  aller  Untersuchungen  be- 
■vhtigt ,  zu  welchen  jene  von  Newton  und  seinen  Schü- 
en.  gebraucht  wurde. 

§.  12.    Wir  wollen  zur  theoretischen  Gco- 
■eine  zurückkehren  und  versuchen ,  durch  eine  ^ü,r'ic*^We 
ittlyse  der  vorzüglichsten  Werke  von  Geo-    Geometrie. 
ttern,  welche  sie  entweder  als  besondre  Wis- 
enschaft  angebaut  oder  sich  derselben  als  eines  Hülfs- 
tttels  bei  dem  Studium   der  physischen  Phänomene  der 
itur  und   der  Ausdehnung  bedient  haben,  uns  von   den 
ltersuchungen,    welche   zum  Fortschreiten  dieser  Wis- 
aschaft  haben  beitragen  können ,  Rechenschaft  zu  geben. 

Der  berühmte  Astronom  llalley,  der  sich       nalley^ 
rch  vielseitige  Bildung  und  genaue  Bekannt-  1656  ~~ l742. 
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schafb  mit  der  Geometrie  der  griechischen  Schule  aui 
zeichnete ,  erwarb  sich  durch  seine  treuou  Ueborsetzui 
gen  mehrer  Hauptwerke  der  alten  Geometer  ein  herrlich« 
Denkmal.  Man  zeichnet  besonders  seine  vortrefflid 
Ausgabe  des  Werks  über  die  Kegelschnitte  von  Apollonil 
aus,  worin  das  achte  Buch,  von  dem  der  Text  bis  ai 
den  heutigen  Tag  noch  nicht  wieder  aufgefunden  ist,  m 
grossem  Talent  restituirt  enthalten  ist.  Angehfingt  sin 
die  beiden  ßüchor  von  Serenus  über  die  Schnitte  des  Ke 
gels  und  Cylinders.  Man  verdankt  auch  Halley  die  Ueber 
Setzung  aus  einem  arabischen  Manuscript  von  dem  Weik 
De  seeiione  rationis,  welches  bis  dahin  unbekannt  wai 
und  die  Vermuthung  über  das  Werk  De  sectim§e  spmti 
welches  aus  den  Andeutungen  des  Pappus  wieder  herg» 
stellt  wurde. 

Der  Gegenstand  beider  Werke  war,  wie  man  sieb 
durch  einen  Punkt  ausserhalb  zweier  Geraden  eine  Trans* 
versalc  zu  ziehen,  welche  auf  diesen  Geraden,  von  zwi 
festen  Punkten  ausgehend,  zwei  Segmente  abschneidet 
von  denen  im  ersten  Fall  ihr  Vcrhältniss  und  im  zweit« 
Fall  ihr  Product  gegeben  ist. 

Jede  von  diesen  beiden  Aufgaben  lässt  im  Allgemer 
nen  zwei  Lösungen  zu  und  fuhrt  also  in  der  Analysis  au 
eine  Gleichung  vom  zweiten  Grade.  Es  ist  interessant  ä 
sehen,  auf  welche  Weise  Apollonius  die  erste  durch  ein 
mittlere  Proportionale  löst.  Seine  geometrischen  Betracht 
tungen  entsprechen  der  Operation,  welche  wir  anwenden, 
um  den  zweiten  Term  aus  einer  quadratischen  Gleichung 
fortzuschaffen. 

Bei  der  Achtung,  welche  Newton  vor  der  alteu  Geo- 
metrie hatte,  zeichnete  er  besonders  das  Werk  desApo- 
lonius  aus.  „Mehr  als  ein  Mal",  sagt  uns  der  gelclute 
Pcmberton  1ä);  »hab'  ich  ihn  das  Unternehmen  des  Higo 
von  Omcriquc,  die  alte  Analysis  wieder  herzustellen,  W- 
ligcn  und  vielfach  das  Buch  von  Apollonius  De  sedw* 
rationig  rühmen  hören,  weil  dieses  Buch  besser,  als  irgeod 
ein  andres  aus  dem  Altcrthum,  die  Natur  dieser  Analyst 
entwickele." 

Die  Ucbcrsetzung  des  Halley  ist  noch  mit  mehr« 
Scholien  ausgestattet,    welche    in    allgemeinen    und  seb 


IS)  View  of  Sir  Isaac  Newtons  philosophy,  in  4.,  1728;  .« 
Französische  übersetzt  1755 ,  unter  dem  Titel  :  tilèmens  dt  la  ph* 
loëophie  New  Ionienne. 
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eleganten  Conslractioncn    die   grosse  Anzihl    von  Fällen 
umfasst,  welche  dieso  Aufgabe  zulässt  und  welche  Apol- 
lonius ängstlich  als  eben  so  viele  Formeln  behandelt ,  wel- 
che der  Geometcr  bei  der  Lösung;  von  Aufgaben  beständig 
sur  Hand  haben  muss.    In  der  einen  dieser  Scholicn  sieht 
nun,  da**  der  allgemeinste  Fall  sich  darauf  reducirt ,  durch 
«aen  gegebenen  Punkt  zwei  Tangenten  an  eine  durch  die 
Data  der  Aufgabe  hinlänglich  bestimmte  Parabel  zu  zie- 
hen.   Eine  glückliche  Bemerkung,  welche  eine  leichte  und 
klare  Discussion  der  besondern  Fälle  dieses  Problems  ge- 
stattet  und  welche  Ilallcy  zur   Erkennung  verschiedener 
Eigenschaften   der  Parabel   in  Bezug  auf  ihre   Tangenten 
geführt  hat,  wie  z.  B.  zu  folgender:    Wenn  ein  tiereck 
«•fr  Parabel  umgeschrieben  î«/,  so  theilt  jede  Tangente 
m  dieser  Curve  zicei  gegenüberliegende  Seiten  des  Viereck« 
in  proportionale  Theile*     Diese   verschiedenen  Sätze  sind 
,    icr  besondre   Fälle  von   dem  allgemeinen   Satz,  welchen 
L  vir  die  anlwrmoni&vhe   Eigenschaft    der  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  genannt  haben.     (Siehe  Note  XVI.) 

Halley  verstand  kein  Wort  arabisch ,  als  seine  Liebe 
nr  alten  Geometrie  ihn  die  Uebersctzung  des  Manuscripts 
Desectione  raiionis  unternehmen  Hess.  In  der  Vorrede  er- 
lählt  er  die  Geschichte  des  Manuscripts ,  welches  seit  vielen 
Jahren  iu  der  Biblhtheca  Bodleiana  vergraben  gewesen 
wir.  Er  betrauert  den  Untergang  so  vieler  andern  Werke 
ws  der  griechischen  Schule  und  bezweifelt  nicht,  das* 
nos  viele  wiedergegeben  werden  könnten ,  wenn  man  sich 
wir  die  Mühe  geben  wollte,  sie  aufzusuchen.  Er  richtet 
in  dieser  Hinsicht  seine  Bitte  an  alle  ticlchrtc,  welchen 
der  Zugang  zu  den  Bibliotheken  von  Maiuisoripten  gestat- 
tet ist.  Wir  hielten  es  für  unsre  Pflicht,  das  Urthcil  und 
die  Wünsche  des  berühmten  Halley  hier  anzuführen,  da 
diese  einen  wesentlichen  Einduss  auf  Männer  haben  nuis- 
tto,  welche  aufgeklärt  genug  und  im  Stande  sind,  auf 
irgend  eine  Weise  den  mathematischen  Wissenschaften 
tuen  Dienst  zu  erweisen. 

Eine  Ausgabe  der  Sphaerica  des  Mcnclaus,  nach  ci- 
Km  hebräischen  Mauuscript  revidirt,  wurde  von  Halley 
Torbereitet;  sie  kam  aber  erst  1758  auf  Veranstaltung  sei- 
nes Freundes,  des  Doctors  Costard,  Verfassers  einer  Ge- 
schichte der  Astronomie,  heraus. 

Halley  verband  mit  einer  tiefen  Rcitntniss  der  altc.i 
Geometrie  eine  genaue  Hinsicht  in  die  Methode  des  Des- 
tarli's.  Kr  inachte  hiervon  besondern  Gehrauch,  um  die 
(Instruction  der  Gleichungen  des  dritten  und  vierten  tira- 


lies,  vermittelst  einer  gegebenen  Parabel  u ml  eine» 
zu  vcrviillsüuiiligüti.  '"( 

Seine  Ausgaben  von  Apollonius,  Soreuiis  iinil  .\Ic 
sind  von  ilen  Liebhabern  der  Geometrie  sebr  gcaui 
und  wurden  schon  allein  hinreichen,  Hulley  einen  i 
zeichneten  Platz  unter  den  Kcoinctcrn  zu  sichern, 
MitH  Jislrunoniisr.'heu  Arbeiten  ibn  nicht  <m  die  Seite 
bejuuurieaton  Usa«  nnw  Enoch«  stellten 
Namen  Dominions  Cassiui,  Huygens  und  Newton  entb 

§.  Vi.     Obgleich  Newton   und  Maclaurin 
zügBche  Untersuchungen   Ober  die  geometrischen  ÖU 
wir   bereiis   angeführt   haben,    nicht    besonders 

io  der  Alten  geschrieben  haben,   ><■ 
doch  fiese  Methode  so  hoch,  dass  sie  sich  i 
nahe  ausschliesslich  in  ihren  physikalisch - laathematili 
Untersuchungen  bedienten.     Wir  müssen 
dieser   Kuck  sie  lit    aul'   die   Werke    dieser   beiden  groi 
Gcotncter  eingehen. 

Wir   fuhren   zuerst  die  ArH/imetiea  *• 

■«"»*       mw/is   tmd    das   grosse   Werk    der    i'nV 

von  Newton  an. 

Die  Arithmelica  universaü» ,  ein  unübertrefflichen; 
Stcr   Tiir   die  Anwendung    der  Methode    des    Ucsrartcs 
die  Auflösung  von  Prob  leinen    der  Geometrie 
Construction    von  Wurzeln    der    Gleichungen,     bietet 
Masse  von  versriij.-dcneu  Aufgaben  dar,  die 

.! ■■■■    Almhcinulik     be/.ielien,        Ks    wird    aber 
Werk   in  jetziger  Zeit  zu  wenig  gelesen 

beréfaïuté  Vi  ifjiiiÉfjj 
i    VorleAuagen  m  der  (JinverslhU  zu  Comb 
zu   Grande   legte,   es  dazu  geeignet  fand, 
dadurch  i»  die  Wissenschaft  einzuführen. 

§.  14.     Das    erste    Buch    der   Prinrfpia    ■ 

f  rosse  Ansah)  von  Sätzen  aus  der  reinen  Qc 
■  tria  besonders  die  schonen   Kigctts ehalten  der 
gclscbnilte  und   die  Aufgaben   über  die  Construction  i 
Kegelschnitts,   Welcher   durch    gewisse  Punkte   gehen 
getraue  Seca«  berühren  oder  einen  seiner  Brennpunkt 


19)  fft*J6fopMr*t-iy««M«ffeiw,  Jast  teS7,  Nr.  jwt. 

20)  Alle   »eine  Werke   aind   Mhr   »elteii .    bewundern  da>  D 
r.tioiu  ratitmii,   welche«  »oi:h   heute   das   oioaigB   Bn 

■  nabot  einer  etnatierii  UolierneUutij; ,  als  die  de»  Ca« 
Stnna  l*t,  den  tricclitseiitii  Te.it  der  gaaaan  Vorrede  eittn  7tm 
der  CuMteHtmt*  malhe<n<tli<ue  vUn  f  am-ii*  findet. 
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mem  gegebenen  Punkte  haben  soll.  Diese  damals  zum 
grossen  Theil  noch  neuen  Untersuchungen  waren  die  Vor- 
teretangen,  welche  aber  Newton  genügten ,  alle  Phäuo- 
■eoe  des  Himmels  seinem  Gravitationsgesetz  zu  unter- 
rerfen  und  aus  diesom  einzigen  Gesetz  a  priori  die 
Erklärung  und  die  Berechnung  aller  Bewegungen  der 
Himmelskörper  abzuleiten.  Und  es  liegt  die  grossie  An- 
erkennung, welche  den  Untersuchungen  der  alten  Gcoinetcr 
ober  die  Kegelschnitte  zu  Theil  geworden  ist,  darin,  dass 
Kepler  aas  ihnen  dio  Entdeckung  der  wahren  Gestalten 
der  planetarischen  Bahnen  abgeleitet  hat.  Der  geringe 
Gebrauch,  welcher  gegenwärtig  von  der  Geometrie  und 
▼ob  den  zahlreichen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte,  die 
sor  Behandlung  der  grossen  Fragen  des  Weltsystems 
uch  Newton's  Methode  nöthig  sind,  gemacht  wird,  hat 
um  beigetragen,  dass  man,  unabhängig  von  den  Vor- 
teilen, welche  der  analytische  Weg  noch  in  andrer  Hin- 
■eht  darbietet,  diese  erste  Methode  aufgegeben  hat,  woil 
Ma  sie  fur  weitläufig  und  beschwerlich  hielt  und  weil 
■aa  sie  so  ansah,  als  wäre  von  ihr  Nichts  oder  bei- 
übe  Nichts  für  die  Zukunft  zu  erwarten.  Diese  Ansicht 
bewahrte  sich  immer  mehr,  je  mehr  die  Analysis,  wcl- 
éfb  ausschliesslich  eultivirt  wurde,  beständig  Fortschritte 
■achte,  wodurch  dio  ersten  analytischen  Methoden,  die 
te  die  Stelle  der  Ncwton'schcn  gesetzt  waren,  vereinfacht 
lad  vervollkommnet  wurden;  wogegen  diese,  weil  mau 
ach  gar  nicht  mehr  mit  ihr  beschäftigte,  in  demselben 
Zartande  blieb,  in  welchem  sie  aus  den  Händen  ihres  bc- 
lihmteu  Urhebers  hervorging.  Mau  denkt  aber  nicht  dar- 
u,  wenn  man  sie  mit  der  andern  zusammenstellt,  dieso 
bei  ihrer  Entstehung  zu  betrachten  und  die  ersten  Werke 
der  Analysten,  welche  die  schönen  Resultate  Newton's 
»  eioe  anfänglich  beschwerliche  und  uuelcgantc  Analysis 
verwandelten,  anzuführen,  sondern  mau  nimmt  sie,  wie 
sie  seitdem  durch  die  anhaltenden  Bemühungen  der  be- 
rühntesten  Gcometcr  vervollkommnet  ist.  Warum  bringt 
■an  aber  die  Vervollkommnungen,  welche  die  geome- 
trische Methode,  die  so  oft  anschaulich  werden  kaun,  er- 
koren hätte,  wenn  sie  nicht  gänzlich  verlassen  wäre,  nicht 
renigstens  mit  in  Rechnung? 

Eine  sorgfaltige  Prüfung  der  verschiedenen  Sätze  der 
einen  Geometrie,  von  denen  Newton  in  seinen  Principiis 
iebranrh  gemacht  hat,  wird  eine  Idee  von  dem  geben, 
ras  diese  Vervollkommnungen  hätten  sein  können.  Man 
rfccnnt  in  der  Thal,  dass  diese  verschiedenen  Sätze, 
reiche  unter  einander  verschieden  zu  sein  scheinen  und 
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von  denen  jeder  seinen  besondern  Beweis  hat,  sich  den- 
noch alle  auf  zwei  oder  drei  llauptcigonschaftcn  der  Ke- 
gelschnitte,  von  denen  sie  nur  besondre  Fälle  oder  leichte 
Folgerungen  sind,  zurückfuhren  lassen.  Gegenwärtig  wurde 
ein  neuer  Commenter  über  die  Principia  von  Newton,  h 
dem  Sinne  und  in  der  Form  der  modernen  Geometrie  ge-   | 
schrieben,  die  Leetüre  dieses  unsterblichen  Werks  ans- 
scrordcntlich  abkürzen  und  erleichtern. 

§.  15.  Wir  wollen  jetzt  sehen,  wie  die  Sätze  ven 
Newton  aus  nur  zwei  oder  drei  der  allgemeinsten  Silst 
über  Kegelschnitte  abgeleitet  werden  können. 

In  den  Sätzen  19,  20  und  21  sind  alle  Probleme  über 
die  Construction  eines  Kegelschnitts,  von  dem  ein  Brenn- 
punkt gegeben  ist  und  welcher  Gerade  berühren  und  durch 
bestimmte  Punkte  gehen  soll,  aufgelöst.  Aber  die  Auf- 
lösungen aller  dieser  Aufgaben  leiten  sich  heute  unmittel- 
bar aus  den  analogen  Aufgaben  über  den  Kreis,  der  drei 
Bedingungen  unterworfen  ist,  ab;  entweder  durch  dit 
Theorie  der  homologischen  Figuren,  wie  es  Poncelet  ge« 
zeigt  hat,  oder  durch  die  polaren  Transformationen,  wie 
wir  es  geütan  haben.  [Annales  de  tnathématiattes,  tom, 
XVIll.) 

Die  Lehnsätze  17,   18  und  19  sind  die  Eigenschaft  ' 
des  den  Kegelschnitten  eingeschriebenen  Vierecks  oder  du  ] 
Theorem  ad  quatuor  lineas  der  Alten.     Wir  haben  ge-  ] 
zeigt,  dass  dieses  Theorem  sich  aus  dem  Satze,   welchen   j 
wir  die  unharmonische  Eigenschaft  der  Punkte   eines  Ke-    j 
gelschnitts  genannt  haben,  mit  ausserordentlicher  Leicb-  \ 
tigkeit  ableiten  lässt;   und  zwar  zeigt  sich  dies  auf  sehr 
anschauliche  Weise,    ohne   dass  man  genöthigt   ist,   vm 
irgend  einer  Eigenschaft    der  Kegelschnitte  Gebrauch  m 
machen.    (S.  Note  XV.) 

Dio  Lohnsätze  20  und  22  beziehen  sich  auf  die  Er- 
zeugung der  Kegelschnitte  durch  den  Durchschnitt  zweier 
Geraden,  welche  sich  um  zwei  feste  Pole  drehen. 

In  dem  ersten  gehen  die  beiden  beweglichen  Geraden 
respective  nach  Punkten,  in  welchen  Transversale,  die 
unter  einander  parallel  sind,  zwei  feste  Gerade  treffen. 
Dieses  ist  das  Theorem,  welches  wir  bei  Gelegenheit  der 
Kegelschnitte  von  De  Witt  ausgesprochen  und  von  de* 
wir  einen  besondern  Fall,  als  in  einem  Werke  von  Ca- 
valleri  enthalten,  angeführt  haben. 

Wenn  die  Transversalen,  statt  parallel  zu  soin,  iu 
einem  Punkt  zusammenkommen,  so  hat  man  iu  seiner 
vollen  Allgemeinheit  das  Theorem  von  Maclaurin  und  Brai- 
kenridge,  von   dem  wir  gesagt  haben,  das  es  das  Theo- 
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a  ober  das  Sechseck  von  Pascal,  nur  in  andern  Worten 
i9  and  welches  sich,  wie  wir  gezeigt  haben  (in  dersel- 
nNote),  ans  der  anhannonischen  Eigenschaft  der  Punkte 
ms  Kegelschnitts  ableitet. 

In  dem  zweiten  Lehnsatz  sind  die  beiden  beweglichen 
sraden  zwei  Schenkel  zweier  Winkel  von  constantcr 
rase,  deren  beide  andre  Schenkel  sich  auf  einer  festen 
enden  schneiden.  Es  ist  dieses  die  organische  Be- 
ckreibung  der  Kegelschnitte ,  welche  von  Newton  in  seiner 
mmeratio  linearum  leriii  ordinis  und  in  seiner  Arith- 
•dies  universalis  reproducirt  worden  ist.  Wir  haben  ge- 
leigt  (in  derselben  Note),  dass  diese  Art  der  Beschreibung, 
«r  welche  die  gegebenen  Beweise  zu  lang  waren ,  sich 
lit  eben  so  grosser  Leichtigkeit ,  als  die  vorige ,  aus  der- 
selben anhannonischen  Eigenschaft  ableitet. 

Die  Lehusätze  23,  24  und  25  und  ihre  Corollare  sind 
wsondre  Fälle  der  allgemeinen  Eigenschaft  des  um  einen 
Kegelschnitt  umgeschriebenen  Vierecks,  welche  anulog 
kr  des  eingeschriebenen  Vierecks  ist  und  welche  wir  die 
oaermonische  Eigenschaft  der  Tangenten  eines  Kegel- 
duiitts  genannt  haben.  (S.  Note  XVI.)  Das  dritte  Co- 
•Jbr  zum  25s ten  Lehnsatz  zeigt  folgenden  Satz,  der 
atdem  auf  viele  Arten  bewiesen  ist:  in  jedem  einem  Ke- 
ihcbmtt  umgeschriebenen  Viereck  geht  die  Gerade,  welche 
\e  MUtelpunhie  der  beiden  Diagonalen  verbindet  9  durch 
u  Ventrum  der  Curve. 

Viele  andre  Sätze  sind  Probleme  über  die  Bcschrci- 
mg  von  Kegelschnitten,  welche  fünf  Bedingungen,  durch 
rniktc  zu  gehen  und  Gerade  zu  berühren,  unterworfen 
od.  Alle  diese  Aufgaben  lösen  sich  heute,  wie  man 
eiss,  mit  grosser  Leichtigkeit. 

Der  22ste  Lohnsatz  dient  zur  Umwandlung  von  Figu- 
«i  in  andre  derselben  Gattung.  In  den  folgenden  Sätzen 
dient  sich  Newton  desselben,  um  zusammenlaufende  Li- 
co  in  parallele  Linien  zu  transfonniren  und  die  Auflösung 
liger  Probleme  zu  erleichtern.  Wir  haben  von  dieser 
ethode  in  unsrer  dritten  Epoche  gesprochen,  und  wir 
iben  gezeigt,  dass  sie  nichts  Anderes  ist,  als  eine  An- 
endang  der  Perspective.  Diese  Bemerkung  scheint  dazu 
»eignet,  das  Vcrständniss  zu  erleichtern. 

£.  16.  In  allen  diesen  vorbereitenden  Sätzen  und  deren 
wolhuien  hat  Newton  seine  Untersuchungen  auf  du*  be- 
tränkt, was  ihm  für  seinen  grossen  Zweck  uuuni<;u!i<;- 
h  uoth wendig  war.  Aber  man  sieht  aus  der  Natur 
«er  Sätze,  dass,  wenn  er  die  Erweiterung  und  Vcr- 
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vollständigung  der  Theorie  der  Kegelschnitte  beabsichtig 
hätte,  er  durch  eine  natürliche  Verallgemeinerung  seine 
ersten  Resultate  leicht  zu  den  allgemeinsten  Eigenschaft« 
dieser  Curven  gefuhrt  worden  wäre.  Eben  so  weakj 
wurde  ihm  entgangen  sein,  dass  seiue  Methode  fur  fb 
Transformation  der  Figuren  sich  ganz  einfach  auf  Figura 
von  drei  Dimensionen  anwenden  lasse ,  und  wir  wüsstot 
bereits  seit  beinahe  anderthalb  Jahrhunderten  das,  WM 
erst  in  der  neuesten  Zeit  geleistet  ist,  z.  B.  die  Kugel  k 
irgend  eine  Oberfläche  der  zweiten  Ordnung  zu  trnnsfa* 
miren,  so  wie  man,  seit  Desargues  und  Pascal,  denKnib 
in  einen  Kegelschnitt  transformirt,  um  die  Eigenschaft« 
dieser  Curve  zu  entdecken  und  zu  beweisen.  Alle  «fisje 
Entdeckungen  stimmten  zwar  nicht  mit  dem  Zwecke  New- 
ton^ überein,  aber  sie  durften  nicht  den  Geometera  ent- 
gehen, welche  den  rein  geometrischen  Theil  der  Prmdpis 
zum  Gegenstand  ihrer  Meditationen  machten.  Und  (hepar 
Umstand  beweist,  wie  wenig  seit  jener  Zeit  die 
trischen  Doctrinen  eultivirt  worden  sind. 


§.  17.  In  dem  Werke  von  Newton  findet 
ersten  Male  die  Rectification  der  Epicycloiden.  Es 
noch  Nichts  über  diese  berühmten  Curven  geschriebM 
worden,  obgleich  es  nach  einem  Bericht  von  LeibaEl 
scheint,  dass  Roemor  sie  schon  10  Jahre  zuvor  erdacb 
hatte  und  nach  Do  La  Hiro  die  erste  Entdeckung  diesefl 
Curven  und  ihre  Anwendung  bei  der  Verfertigung  ge- 
zähnter Räder  bis  auf  Desargucs  zurückgeht,  dessen  Ge- 
nie, welches  heute  mehr  anerkannt  wird,  für  eine  so  be- 
deutende und  nützliche  Erfindung  gross  genug  war.  Einig« 
Jahre  nach  dem  Erscheinen  des  Werkes  von  Newton  pi 
De  La  Hiro  seinen  Traité  géométrique  des  épicjfcltoéei 
heraus. 

§.  18.  Wir  führen  noch  aus  den  PrincipiU  die  be- 
rühmten Oralen  an,  welche  von  Descartcs  erdacht  waren, 
uro  vermittelst  der  Refraction  Lichtstrahlen ,  die  von  eines 
Punkte  ausgehen,  in  einem  einzigen  andern  Punkte  a 
vereinigen,  wie  es  die  Ellipse  und  Hyperbel  bei  Licht- 
strahlen, die  unter  einander  parallel  sind,  thun.91)  New« 
ton  zeigt  auf  eine  sehr  einfache  Art,  dass  diese  Curra 
der  geometrische  Ort  eines  Punktes  sind,  dessen  Entfet« 


21)  Diese  Eigenschaft  der  Kegelschnitte,  welche  anf  einer  Rata 
tion  zwischen  dem  Brennpunkt  und  der  Dircctrix  beruht,  Ist  anc 
von  Descartes  abzuleiten,  ^welcher  sie  in  seiner  Dioptrik  bewk 
sen  hat* 
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nagea  Ton  zwei  Kreisumfangen  in  einem  constanten  Ver- 
biitmas  unter  einander  stehen.  Dasselbe  zeigt  auch  die 
m  Descartes  gegebene  geometrische  Construction  dieser 
Kurven  und  stimmt  anch  mit  dem  überoin,  was  lluygens 
Mittelbar  und  ohne  Beweis  aus  seinem  Undulationssy- 
tem  in  seinem  Tractatus  de  limine  geschlossen  hat. 

Wir  wollen  hier  noch  eine  Bemerkung  in  Bezug  auf 
ie  Geometrie  von  Descartes  beifügen,  fur  welche  wir 
Aber  keine  passende  Stelle  gefunden  haben:  dass  näm- 
ch  die  geometrische  Construction  seiner  Ovalen,  die  für 
ie  specielle  Anwendung,  die  dieser  berühmte  Philosoph 
tarai  in  der  Dioptrik  machte ,  hinreichend  war,  dass  sie 
über  nicht  geeignet  war,  uns  mit  diesen  Curven  vollständig 
lekannt  zu  machen.  Auch  Roberval,  welcher  kurze  Zeit 
hnmf  ebenfalls  die  Construction  dieser  Ovalen  gegeben 
ma  ihre  Formen  discutirt  hat,  so  wielluygcns  undXcw- 
oa  haben,  vom  geometrischen  Gesichtspunkte  aus  be- 
richtet, keine  vollständige  Kcnntniss  derselben  gehabt. 
Denn  in  der  That  ist  eine  dieser  Ovalen  nicht  fur  sich 
illein  der  Ort,  welcher  durch  die  von  Newton  bewiesene 
Eigenschaft  oder  durch  die  von  Descartes  aufgefundene 
Sieichung  vom  vierten  Grade  ausgedrückt  wird,  sondern 
lieser  Ort  muss  immer  zwei  conjugirte  Ovalen  zugleich 
brsteUen,  die  beide  in  ihrem  analytischen  Ausdruck  von 
«ander  unzertrennlich  sind.  Diese  Bemerkung  ist  dem 
Descartes  in  seiner  Geometrie,  wie  in  seiner  Dioptrik  und 
eben  so  den  andern  genannten  berühmten  Geometern  ent- 
gingen. Sie  konnte  zwar  in  der  Dioptrik  ausgelassen 
werden,  durfte  aber,  wie  es  mir  scheint,  nicht  in  der 
Geometrie  fehlen.  Es  ist  eine  natürliche  Folge  von  dieser 
Auslassung,  dass  die  eine  von  den  Formen  der  in  Rede 
stehenden  Curven  der  Analvsis  des  Dcscartcs  entgangen 
ist;  dieses  ist  der  Fall,  wo  die  beiden  conjugirten  Ovalen 
einen  gemeinschaftlichen  Punkt  haben  und  nur  eine  einzige 
Cime  mit  einem  doppelten  Punkte  bilden.  Man  lindet, 
di&s  diese  Cime  diejenige  ist,   welche  man  die  limaçon 

J  Schnecke)  des  Pascal  genannt  hat.  Hieraus  folgt,  dass 
iesc  merkwürdige  Curvc,  welche,  wie  man  weiss,  zu- 
gleich eine  Epicycloidc  und  eine  Conchoidc  des  Kreises 
st,  sich  noch  dieser  andern  bisher  nicht  gekannten  Eigen- 
schaft erfreut,  dass  sie,  wie  die  Ovalen  des  Descartes, 
\Kei  ßrennpunlite  haU 

In  letzterer  Zeit  erschienen  diese  Ovalen  wieder  in 
1er  Geometrie.  Der  berühmte  Astronom  J.  llcrschel  nannte 
ie  aplane  tische  Linien  ^Linien  ohne  Aberration)  wegen 
lires  Gebrauchs  in  der  Optik.     Quetclct  entdeckte  u;i  ihiiiii 
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ganz  ausgezeichnete  und  wunderbare  Eigenschaften,  wel- 
che wir  in  der  XXIstcn  Note  anfuhren  werden. 

§.  19.  Maclaurin  theilte  die  Neigung  New* 
ac  nur  ».  ton,s  ^r  ^e  rej|10  (joon,etrie  und  verstand  auch 

mit  der  'grössten  Gewandtheit  dieselbe  auf  philosophische 
Untersuchungen  anzuwenden.  Indem  er  durch  seinen  Tins» 
Use  of  fluxions  das  verknüpfende  Band  zwischen  der  Me* 
thode  des  Archimcdes  und  der  des  Newton  bildete,  weite 
er  die  letztere  in  der  ganzen  Strenge  der  griechische» 
Schule  beweisen,  und  führte  deshalb  eine  Menge  von  sjf** 
thetischen  Beweisen  fur  verschiedene  Sätze  der  Mechaaife 
und  der  höhern  Geometrie  an,  fur  welche  die  Analyst 
weder  leichtere  uoch  schneller  zum  Ziele  fuhrende  hafcr 
Jedermann  weiss,  mit  welcher  Eleganz  und  Leichtigkeit 
er  auf  diesem  Wege  die  wichtige  Frage  über  die  Kger 
der  Erde  löste,  was  allein  schon  hinreichend  gewiM; 
wäre,  seinen  Namen  unsterblich  zu  machen.  Denn  wum 
muss  dabei  die  Anziehung  eines  Révolutions  -Ellipeeife 
auf  Puukto,  die  auf  seiner  Oberfläche  liegen,  kenne*)» 
während  Maclaurin  aus  einigen  Eigenschaften  der  Kegelt? 
schnitte  alle  die  Ilülfsmittel  herzuleiten  wusstc,  welche 
zur  Auflösung  dieser  Aufgabe,  die  von  den  berühmtestes 
Ueomelcrn  aller  Zeiten  als  eine  der  schwierigsten  betrachr, 
tet  wurde,  dienlich  waren.  —  Besser,  als  wir  es  aus- 
drücken könnten,  wird  das  Unheil  Lagrange's  über  diesea 
Gegenstand  das  Verdienst  der  Arbeit  und  der  Methode 
Maclaurin's  erkennen  lassen.  Nachdem  er  gesagt  hat, 
dass  es  Untersuchungen  giebt,  bei  welchen  die  geometri- 
sche Methode  der  Alten  Vorzüge  vor  der  Analysis  lut, 
fugt  er  hinzu:  ?*Kin  Problem  von  dieser  Art  ist  die  Be- 
stimmung der  Anziehung,  welche  ein  elliptisches  Sphäre id 
auf  irgend  einen  Punkt  ausübt,  der  auf  seiner  Oberfläche 
oder  in  seinem  Innern  liegt.  Maclaurin,  welcher  (in  sei- 
ner ausgezeichneten  Abhandlung  über  Ebbe  und  Fluth,  dit 
1740  von  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Paris  ge- 
krönt wurde)  dieses  Problem  zuerst  löste,  hat  eine  reit 
geometrische  Methode  befolgt  und  sich  nur  auf  einige  M- 
genschnften  der  Ellipse  und  der  elliptischen  Sphäroidc  ge- 
stützt; und  man  muss  gestehen,  dass  diese  Parthie  Ol 
Werke  von  Maclaurin  ein  Meisterstück  von  Geometrie  ietj 
welches  man  Allem  an  die  Seite  setzen  kann,  was  US 
Archimcdes  Ausgezeichnetes  und  Geistreiches  hinterlassen 
hat.  Da  Maclaurin  eine  Art  von  Vorliebe  für  die  Methode 
der  Alten  hatte,  so  ist  es  nicht  zu  verwundern,  dass  er 
sie  bei  der  Lösung  des  genannten  Problems  anwandte; 
aber  es  ist,  wie  es  mir  scheint,    ausserordentlich,  daee 
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ch  lo  wichtiges  Problem,  wie  das  vorliegende,  seitdem 
aock  nicht  aar  directe  und  analytische  Art  gelöst  ist,  be- 
mders  in  neuerer  Zeit,  wo  die  Analysis  so  sehr  allge- 
im  in  Gebranch  gekommen  ist.  Man  kann  den  Grund 
fem  nur  in  der  Schwierigkeit  der  Rechnung  suchen, 
reiche  die  Lösung  dieser  Aufgabe  darbieten  muss,  wenn 
nan  sie  unter  einem  rein  analytischen  Gesichtspunkt  be- 
trachtet   Ich  habe  mir  vorgesetzt,  in  diesem  Mo- 
nom su  seigen,  dass  das  vorliegende  Problem,  weit  davon 
entfernt ,  sich  der  Analysis  zu  entziehen ,  sien  vermittelst 
derselben,  wenn  auch  nicht  auf  einfachere,  so  doch  auf 
«e  directere  und  allgemeinere  Art,  als  auf  dem  Wege 
der  Synthesis,  auflösen  lasse"  u.  s.  w.  **) 

Diese  grössere  Allgemeinheit  besteht  darin,  die  An- 
sehung für  ein  Ellipsoid  mit  drei  ungleichen  Axen  zu  be- 
rechnen, statt  ein  Révolutions -Ellipsoid  zu  wählftn,  wie 
Mtdaurin  gethan  hat.  Aber  schon  D'Alembert  hattte  sich 
diese  Erweiterung  vorgesetzt  und  war  dazu  durch  rein 
neaetrische  Betrachtungen  gelangt,  indem  er  Schritt  fur 
schritt  dem  Wege  Haclaurins  folgte.  **) 

§.  £0.  Noch  ein  andrer  Theil  in  der  Arbeit  von  Ma- 
cbarin,  von  dem  Lagrange  in  dem  angeführten  ersten 
Memoire  nicht  spricht,  sichert  der  geometrischen  Methode 
dien  wesentlichen  Vorzug  vor  der  Analysis.  Es  war 
du  berühmte  Theorem  über  Ellipsoide,  deren  Hauptschnitte 
dieselben  Brennpunkte  haben,  und  besteht  darin,  dass  die 
Attractionen   zweier   solchen  Ellipsoide  auf  einen  Punkt, 


21)  Mémoire*  de  V Académie  de  Berlin,  Jahr  177«. 
23)  Opuscules  mathématiques,  T.  VI.  S.  165;  Jabr  1773. 
Bevor  wir  wussten,  dass  D'Alembert,  den  Weg  Maclaurin's  ver- 
Mftod,  dorch  reine  Betrachtungen  der  Geometrie  au  einer  einfachen 
Integral -Formel  gekommen  war,  welche  die  Anziehung  eines  Kllip- 
nUi  ait  drei  ungleichen  Axen  auf  einen  Punkt  in  dessen  Oberfläche 
•ssr  in  dessen  Innern  ausdrückt,  hatten  wir  der  Theorie  des  Ma- 
ciiaria  dieselbe  Erweiterung  xu  geben  versucht;  und,  indem  wir  die 
m  Lagraujce  angewandte  Manier  der  Zerlegung  eines  Körpers  in 
ftuische  Elemente  auuahmen,  waren  wir,  durch  die  Geometrie  allein, 
n  derselben  Formel  für  die  Qnadratur  gekommen ,  welche  man  in 
kr  Analysis  erhält.    Unser  Verfahren  besteht  darin ,  die  er*te  Inte- 
gration,   welche  man  in   der  analytischen  Lösung   ausführen  mus.«, 
tares  geometriebe  Betrachtung  au  ersetzen  ;  uud  zwar  lässt  sich  dies 
aachpu,  wenu  man  bemerkt,  da*s  diese  Integralion  der  Berechnung 
der  Kltche  einer  Ellipse  entspricht,   welche  mau  erhalt,   wenn  mau 
aaf  eine  der  drei  Hauptehenen  des  Ellipsoïde  den  Durchschnitt  die- 
se« Ellipsoide  mit  einem  Kegel,  der  durch  Umdrehung  um   eiue   auf 
dieser  Hauptebene  senkrechte  Axe    entsteht  und  mit   dem  Ellipsoid 
dasselbe  Centrum  bat,  projeeirt. 

Gr*rh.   der  G  com,  11 
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der  ausserhalb  ihrer  Oberflache  liegt,  in  derselben  Ricbf(l, 
tung  wirken  und  den  Massen  beider  Körper  proportion*}, 
sind.     Maclaurin   hat  nur  einen  specieilen  und  «war  dqyj 
einfachsten  Fall  dieses  schönen  Theorems  bewiesen ,    *~ 
lich  den,  wenn  der  angezogene  Punkt  auf  einer  der 
axen  der  beiden  Ellipsoïde  liegt  (Art  653  seines 
of  fluxions).    Aber  selbst  dieser  besoudre  Fall  bot  D\i 
bert  bei  der  Anwendung  der  Analysis  so  grosse  Schi 
rigkeiten  dar,  dass  er  zu  der  Annahme  kam,  das  Tbl 
rem    von  Maclaurin    sei   falsch34),   und    dass  Lagri 
welcher  es  einige  Zeit  darauf  bewies,  sich  bei  dem 
weise  dieses  besondern  Falles  begnügte.  **)    D'AU 
sab  auch,  um  seineu  Fehler  zu  verbessern,   drei  Bei 
davon,  aber,  wie  Lagrange,  ohne  über  Maclaurin  hiaai 
zu  gehen.  **)    Lcgcndre  ging,  bald  hernach,  einen  Sehr 
weiter  jffaidcm  er  dieses  Theorem  für  den  Fall  uachw» 
dass  der  angezogene  Punkt  in  einer  der  Ilauptebenen 
Ellipsoids  liegt.    Auch  war  er  es,  der  die  Allgenu 
desselben  vermuthete  aT)  und  sie  in  der  That  einige  Ji 
naclihcr  in  einem  Memoire  bewies.    Dieses  Memoire  n 
man    als   Muster   der  Ucberwindung  von  Schwierigkeiten** 
ansehen;  denn  es  ist  eine  wahrhaft  schöne  und  ticfsranigB 
Arbeit,  welche  noch   reicher  an  interessanten  Resultaten 
sein  würde,  wenn  Legondre  die  geometrische  Bedt 
der  zahlreichen ,  zum  Beweise  des  vorliegenden  Theoi 
notwendigen  Formeln  gegeben  hätte.  **) 

Seitdem    hat  man  noch  verschiedene  andre  Beweis!' 
des  Theorems    von  Legend re  gefunden,   von    denen 
noch  einen  hier  anführen  müssen,   da  er  sich  auf  synthe-^ 
tische  Methode  stützt.     Er  leitet  sich  aus  dem  schönafc 
Theorem  von  Ivory  ab,  durch  welches  man  die  Berecb»! 
nung  der  Anziehung  auf  äussere  Punkte  auf  die  der 
ziehung    der    iimcrn    Punkte   des    Ellipsoids    zurückfährt! 
Die  verschiedenen  Beweise,  welche  man  davon  gegeben* 
hat,  sind  wenig  von  dem  eigenen  Beweise  des  ErAni" 
verschieden,    zu    dem    nur  noch  einige  Transformât» 
analytischer   Formeln  kommen.      Es  wäre  vielleicht, 
dieses  Theorem  in  die  geometriche  Theorie  von  der  A*Z 
Ziehung  der  Ellipsoïde,  wohin  es  seiner  Natur  nach  g** 


24)  Opuscules  mathématiques,  tom.  VI,  p.  242. 

25)  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin,.  Jahr  1774  und  1775.     S 

26)  Opuscules  mathématiques,  tom.  VII,  i>.  102,  Jahr  1780s. 

27)  Mémoires  des  suranx  étrangers ,  tom.  X.  '  * 
2S)  Mémoires  de  l\Uaticmy>  des  sciences ,  Jahr  1788.  *  , 
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it.  ebmufBhren ,  eu  wünschen,  dass  man  einen  mehr 
mtheüschea ,  d.  h.  von  analytischen  Formeln  gans  unab- 
Atta  Beweis  erhielte. 

vie  Frage  über  die  Attraction  der  Eilipsoide  ist  in 
eng  auf  den  Calcul  gegenwärtig  so  vollständig  gelöst, 
•  es  die  Grenzen  der  Analysis  gestatten;  sie  ist  näm-» 
dl  auf  eine  Formel  der  elliptischen  Quadraturen  zurück- 
Ahrt,  welche  man  nicht  endlich  integriren  kann.  Aber 
lese  wichtige  Frage,  von  andern  Gesichtspunkten  aus 
brachtet,  wird  gewiss  noch  zu  vielen  Untersuchungen 
ad  ma  schönen  Entdeckungen  Gelegenheit  geben.  *9)  Die 
texten  Arbeiten  der  beiden  berühmten  Analysten  von 
'raakretch  und  K5nijt-sberg ,  Poisson  und  Jacobi,  liefern 
ken  Beweiss 9  dass  noch  viel  zu  thun  übrig  ist,  und  wer- 
tes gewiss  neue  Betrachtungen  über  diese  so  interessante 
laterie  hervorrufen. 

f.  11.  Das  Problem  von  der  Attraction  der  Ellipsoïde, 
iftaingig  von  seiner  Anwendung  auf  mehre  Fragen  der 
fcurphüosophie  betrachtet)  gehört  der  Geometrie  an,  und 


Ä)  Obgleich  ziaa  a.  B.  nicht  absolut,  Weder  der  Grösse  noch 
hr  Rftcatamg  nach,  die  Ansiehung  eines  KUipsoids  auf  verschiedene 
hsmte   bestimmen   kann:    könnte    man   nicht  gewisae  Verhältnisse 
diesen  Anziehungen  und  zwischen  ihren  Richtungen  finden? 
Aber  ohne  neue  Kragen  au  ersinnen,   die  sich  in  Menge  darble- 
macatea,  so  glebt  ea  darunter  eine,  die  sich,  wie  ich  glaube, 
salbst  darbietet,  und  mit  der  sich  noch  kein  Geometer,  der  über 
Gegenstand  achrieb,  beschäftigt  an  haben  scheint    Man  weiss, 
Isa  slia  Formel,  von  der  die  Anziehung  eines  ausserhalb  liegenden 
aaaAngt,  einen  Coefficleuten  enthftlt,  welcher  nicht  a  priori 
ist,  sondern  weicher  durch  eine  Gleichung  des  dritten  Gradea 
it  wird.    Die  geometrische  Bedeutung  dieses  Coefficlenten  ist 
x  er  Ist  eine  von  den  Hauptazen  des  Rlllpsolds,  das  durch 
angezogenen  Punkt   geht    und    dessen   Haupt  schnitte   dieselben 
mit  denen  des  anziehenden  Ellipsoïde  bat.    Aber  diese 
vom  dritten  Grad  ist  ein  Ergehtilss  der  Rechnung,  wel- 
aas  der  Natur  der  Aufgabe  nicht  a  priori  vorhersehen 
i,  und  welches  noch  nicht  erklärt  ist    Es  wird  dadurch  au- 
daas  das  Problem  von  der  Anziehung  sich   ans  eiuer  an- 
allgemeinem  Aufgabe  herleitet,   welche    im  Allgemeinen    drei 
anlftsst    Bei  zweien   von  diesen  Auflösungen   werden  die 
Hyperboloiden  mit  einem  und  mit  zwei  Fächern,  welche  man 
den  angezogenen  Punkt  so  legen  kann,  dass  Ihre  Hauptschnitte 
Iben  Brennpunkte,  als  die  des  gegebenen  Ellipsoïde  haben,  dfe- 
Fa action  bilden,  welche  das  durch  diesen  Punkt  gehende  El- 
ia Bezug  auf  die  erste  Lösung  bildet. 
Ea  tat  Bliebt  selten,  dasa  man  auf  ähnliche  Ergebnisse  der  Ana- 
etfrut;  aber  es  ist  immer  interessant,  den  Ursprung  und  die 
itnag  davon  au  erkennen.    Nur  dann  erst,  wenn  dieses  gesche- 
ite v  kann  man  die  Aurgabe  als  vollständig  gelöst  betrachten. 

9* 
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die  Lösung,  welche  Maclaurin  davon  gegeben  hat,  k 
vorzüglich  dazu  geeignet,  die  Liebe  und  Theilnahme  fl 
diese  reine  und  intuitive  Geometrie  wieder  neu  sa  beleba 
nachdem  sie  beinahe  ein  Jahrhundert  hindurch  unberab 
sichtigt  geblieben  ist.  Wir  hoffen,  dass  man,  ans 
sieht  hierauf,  uns  verzeihen  wird,  wenn  wir  bei 
Gegenstand  in  einige  Details  eingegangen  sind,  welchem 
von  dem  Wege,  den  wir  bei  der  Prüfung  der  geoMfcl 
sehen  Arbeiten  von  Maclaurin  zu  verfolgen  hatten,  atai 
leitet  haben.  Wir  lenken  wieder  dadurch  in  diesen  liij 
ein,  dass  wir  diejenigen  Eigenschaften  der  KegelsthaW 
anfuhren,  welche  dieser  Geometer  bei  seiner  Lösung  s 
Grunde  gelegt  hat 

Eine  einzige  Eigenschaft  reicht  zur  Berechnung  • 
Attraction  auf  Punkte  hin ,  welche  auf  der  Oberfläche  *fl| 
im  Innern  des  Ellipsoids  liegen,  nämlich:  v 

Wenn  zwei  ähnliche  und  ähnlich  liegende  co 
Ellipsen  gegeben  sind  und  man  zieht  durch  den 
der  kleinern  von  ihnen  die  Tangente ,  welche  die  andre' 
zwei  Punkten  schneidet  ;  wenn  man  ferner  durch  ebü 
dieser  Funkte  in  der  zweiten  Ellipse  zwei  beliebige  Seim 
zieht ,  die  aber  gegen  die  genannte  Tangente  gleich  gemk 
sind  ;  und  wenn  man  endlich  durch  den  Scheitel  der  erm 
Ellipse  in  dieser  zwei  Sehnen  zieht ,  welche  denen  in  à 
andern  Ellipse  parallel  sind:  so  ist  die  Summe  dieser  M 
den  letztern  Sehnen  gleich  der  der  beiden  andern.  ' 

Maclaurin  beweist  dieses  Theorem  am  Kreise  dwl 
die  elementare  Geometrie,  und  projeeirt  hernach  die  Mj 
den  Ellipsen  auf  eine  Ebene,  die  mit  der  genannten  m 
gente  parallel  und  so  gewählt  ist,  dass  die  Ellipsen  in  ai 
Projection  Kreise  werden;  woraus  dann  das  genaap) 
Theorem  folgt. 


[.  22.  Die  Berechnung  der  Attraction  auf 
welche  ausserhalb  des  Ellipsoids  liegen,  ist  nicht  eben"! 
leicht.  Maclaurin  wendet  zu  diesem  Ende  folgende  bei 
Theoreme  an,  von  denen  er  nur  das  erste  aussprach,  wifc 


SO)  Dieses  Ist  das  einzige  Theorem,  dessen  sich  Maclamrmsl 
Beweise  folgendes ,  von  Newton  ohne  Beweis  angenommenen  Sattj 
bedient:  Eine  homogene  flüssige  Masse,  die  sich  um  sieh  sm 
dreht  y  muss  die  Gestalt  eines  Révolutions  -  Ellipsoids  anmsksM 
wenn  man  voraussetzt,  dass  die  Anziehungskraft  im  umgekehrt 
Verhältnis*  der  Entfernungen  steht.  Und  dieser  Weg  schien  Csl 
raut  so  vorzüglich,  dass  er  in  seiuer  Theorie  der  Figur  der  Ä 
seine  analytische  Methode  verlies*  und  der  des  Maclaurin  folgte. 
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nd  man   das   zweite  im  Verlaufe  des  Beweises  dieses 
sien  wahrnimmt. 

11  Wenn  zwei  Ellipsen  um  dieselben  Brennpunkte  be- 
trieben sind  und  man  durch  einen  Punkt  auf  einer  ihrer 
ampfaxen  zwei  Transversalen  so  zieht ,  das*  die  Cosinus 
r  Winkel,  welche  sie  mit  der  andern  Axe  bilden ,  ré- 
active den  in  der  Richtung  dieser  Axc^  liegenden  Durch- 
mmi  der  beiden  Kegelschnitte  proportional  sind9  so  wer- 
m  die  Theile  der  beiden  Transversalen ,  welche  zwischen 
»  beiden  Gtrven  liegen,  den  Durchmessern ,  die  in  der 
kktung  ihrer  ersten  Axen  liegen ,  proportional  sein. 

t)  Wenn  zwei  Ellipsen  um  dieselben  Brennpunkte  be- 
trieben sind,  und  man  zieht  zwei  Durchmesser,  die  von 
wei  correspondirenden  Punkten  der  beiden  Curven 
usgehen,  so  wird  die  Differenz  der  Quadrate  dieser  con- 
Imf  aeüi« 

Wir  nennen  correspondirent^  Punkte  solche,  deren 
latfernungen  von  jeder  der  Hauptaxen  proportional  sind 
m  Durchmessern  der  beiden  Ellipsen,  die  respective 
mkrechi  auf  diesen  Axen  stehen. 

Der  erste  dieser  Sätze  ist  für  Maclaurin  hinreichend, 
■  m  beweisen  >  dass  die  Anziehungskräfte ,  welche  zwei 
rehungs- Ellipsoïde,  die  um  dieselben  Brennpunkte  bc- 
»hrieben  sind,  auf  einen  in  der  Verlängerung  der  Dre- 
mgsaxe  liegenden  Punkt  ausüben,  sich  wie  die  Massen 
t  beiden  Körper  verhalten.  Hieraus  folgert  er,  mit  Hülfe 
»s  zweiten  Satzes,  dass  dieses  Theorem  auch  in  Bezug 
if  Punkte  stattfindet ,  die  in  der  Aequator-  Ebene  der  hei- 
sa Spbäroide  ausserhalb  ihrer  Oberflächen  liegen.  So- 
inn  bemerkt  er,  dass  sein  Beweis  dieses  zweiten  Theo- 
ms  sich  auf  Ellipsoïde  mit  drei  ungleichen  Axen,  deren 
auptschnittc  um  dieselben  Brennpunkte  beschrieben  sind, 
iwenden  lasse,  wenn  der  angezogene  Punkt  in  der  Ver- 
lagerung einer  ihrer  Axen  liegt;  woraus  das  berühmte 
heorem  folgt,  von  dem  wir  gesprochen  haben. 

D'Alcmbcrt  und  später  Lagrange  und  Legendrc  glaub- 
et dass  Maclaurin  sein  Theorem  nur  ausgesprochen  habe, 
kne  einen  Beweis  dafür  zu  geben;  das  ist  aber  ein  Irr- 
tum von  Seiten  dieser  drei  berühmten  Gcomcter;  denn 
ferner  Beweis  ist  identisch  derselbe,  als  der  für  den 
ikhstvorhcrgehcndcn  Füll ,  und  der  Verfasser  musstc  also, 
m  er  es  gethan  hat,  sich  mit  diesen  einfachen  Worten 
kegiügeii:  man  beweht  es  auf  dieselbe  Art  u.  s.  w.,  und 
farfte  nirht  dasselbe  Raisonnement  wiederholen,  welche» 
er  einige  Zeilen  zuvor  angestellt  hatte  und  in  welchem  er 
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■  in  '   ■         >  m 

kein  Wort  su  verändern  oder  hinzuzufügen  öder  wegn 
lassen  hate.  **J 

§.  83,  Die  vorhin  genannten  beiden  Eigenschaften  vo 
Ellipsen,  die  um  dieselben  Brennpunkte  beschrieben  «inj 
verdankt  man  Maclaurin,  Wahrscheinlich  sind  es  die  eratfojj 
welche  man  über  bicohfocale  Kegelschnitte  gegeben  Ml 
so  wie  sein  Theorem  über  die  Attraction  von  Ellipsoidfli 
deren  Hauptschnitte  um  dieselben  Brennpunkte  beschritt 


31)  Der  erwâhnto  Irrthum  der  drei  grossen  Geometer  tat  tU 
leicht  noch  gar  nicht  bemerkt  worden,  obgleich  man  sich  seifdes 
so  vielfältig  mit  der  Frage  Aber  die  Attraction  der  Ellipsoïde  b* 
schanigt  hat.  loh  habe  ihn  hier  nur  augemerkt ,  weil  wir  darin  dal 
offenbaren  Beweis  sehen,  wie  gänzlich  die  Geometrie  in  der  nweHs 
Hälfte  des  letzten  Jahrhunderts  vernachlässigt  ist  und  mit  wie  wenige! 
Hechte  man  sie  der  Ohnmacht  beschuldigt,  da  man  sie  nicht  nnr  ■&{ 
einer  neuen  Prüfung  unterworfen,  sondern  nicht  einmal  die  Natnr  ml 
den  Geist  der  schönen  Methoden ,  durch  die  Newton  und  Maelasrta  m 
ihren  grossen  Entdeckungen  geführt  sind,  gründlich  untersucht  aal 
Man  hat  im  Gegentheil  vorgezogen ,  nachdem  man  diese  Metboden  J 
die  Analysis  fibersetzt  hat,  für  diese  die  Ehre  der  grossen  Wen 
Newton'«  in  Anspruch  zu  nehmen,  welche  dieser  Philosoph  kernte 
erst  in  die  geometrische  Form  eingekleidet  hatte.  Eine  stehst  wB 
kübrliche  Annahme,  welche  beweist,  wie  man  den  Character  eil 
Fruchtbarkeit  der  Geometrie  und  die  ausserordentliche  JLeichtigksi 
ihrer  natürlichen  und  oft  selbst  anschaulichen  Deductionen  beiUntei 
Buchungen,  in  welche  aie  vor  Allem  hingehört,  verkennt«  Ab« 
ohne  anf  eine  Erörterung  Ober  die  Natur  und  die  Mittel  dieser  Mi 
thode  näher  einzugehen ,  was  ein  geschickter  Vertheidlger  derselbe 
verlangen  mü«ste,  mag  es  genügen  daran  zu  erinnern,  dass  mat 
um  der  analytischen  Methode  die  Entdeckungen  Newtons  zuzuscarsl 
ben,  zu  der  Annahme  verpflichtet  ist:  dieser  Geometer  habe  seht 
von  der  Variationsrechnung  Gebrauch  gemacht,  deren  Erindos 
man  erst  Lagrange  verdankt.  Ist  es  möglich  anzunehmen,  dm 
Newton,  mit  seinem  so  scharf  überlegenden  Geist  und  mit  seinem  i 
sichern  und  weit  reichenden  Blick ,  so  sehr  deu  Character  und  die  an 
endliche  Wichtigkeit  einer  solchen  Entdeckung  verkannt  haben  sollt« 
dass  er  sie  mit  Stillschweigen  übergangen  und  späterhin  es  vei 
schmäht,  sich  derselben  in  seinem  wichtigen  und  lebhaften  Streite  ■ 
Lcibnitz  zu  bedienen?  Ebeu  so  gut  könnte  man  sagen,  der  Fli 
xionscalcul  ist  nicht  von  ihm  geschaffen.  Endlich  mfisste  man,  wei 
man  der  Analysis  die  Entdeckungen  Newton**  zuschreiben  woflti 
um  cousequeut  zu  bleiben  und  um  daraus  die  Ohnmacht  der  geosH 
trischen  Methode  folgern  zu  können ,  auch  deu  selben  Ausspruch  tfci 
über  die  Werke  von  Maclaurin  und  Stewart  und  seihst  über  die  bi 
rühmte  Formel  von  Lambert,  die  von  Lagrange  seihst  die  sckoasl 
und  wichtigste  Entdeckung  in  der  ganzen  Theorie  der  Kometen  gl 
nannt  wurde,  obgleich  sie  in  den  einfachsten  Betrachtungen  der  Gel 
metrie  ihren  Ursprung  hat. 

Man  lasse  doch  der  Geometrie  Ihre  Werke.  Die  Analysis  k 
schon  glänzende  Trophäen  genug  und  ist  auch  für  die  Zukunft  reh 
genug,  um  wenigstens  den  frühem  Leistungen  ihrer  altern  Schwert 
offeu  ihren  tieifall  xu  zolieu. 


167 

es  sind,  zum  ersten  Mal  eine  Gelegenheit  darbot,  bei 
reicher  von  zwei  solchen  EUipsoidcn  die  Rede  war.  Seit 
■igen  Jahren  haben  sich  diese  Oberflächen  noch  bei  eini- 
gen andern  Untersuchungen  gezeigt,  und  es  scheint,  als 
Mllen  sie  künftig  eine  wichtige  Rolle  in  der  allgemeinen 
[heorie  der  Oberflächen  zweiten  Grades  spielen.  Sie  cr- 
reqen  sich  einer  grossen  Anzahl  von  Eigenschaften,  wei- 
he man  noch  nicht  bemerkt  hat  und  wovon  wir  in  einer 
1er  Noten  sprechen  wollen,  welche  sich  auf  unsere  fünfte 
Epoche  beziehen. 

Ji.  C4.  Durch  die  Betrachtung  der  Ellipse  als  den 
en  Schnitt  eines  Cylinders  mit  kreisförmiger  Basis 
feireist  Maclaurin  die  Eigenschaften  dieser  Curve,  indem 
*  sie  ans  denen  des  Kreises  ableitet.  Er  begnügte  sich 
Mt  mît  den  von  uns  angeführten  Sätzen,  sondern,  nach- 
lon  er  diese  sehr  fruchtbare  Methode  gefunden  hatte, 
rollte  er  sie  noch  weiter  ausdehnon,  als  es  der  Marquis 
«q  UiopHal  gethan ,  der  sie  schon  in  seinem  anal  j'tischoii 
HTcrke  fjber  Kegelschnitte  (Buch  VI)  vorgetragen  hatte. 
Iqf  wenigen  Seiten  nur  bewoist  Maclaurin ,  mit  wunder- 
arer Leichtigkeit,  die  Haupteigenschaften  der  Ellipse. 
lan  findet  darin  einen  höchst  einfachen  Beweis,  welcher 
ie  Beweise  Newton's  an  Kurze  übertrifft ,  Cur  das  Problem 
bt  Ccntralkräfte  iu  der  Ellipse,  wenn  der  anziehende 
unkt  irgendwo  in  der  Ebene  dieser  Curve  Hegt.  Man 
ehi  daraus  unmittelbar,  dass  die  Attraction  im  umgekehr- 
n  Verhältniss  der  Entfernung  steht,  wenn  der  anzie- 
*nde  Punkt  im  Mittelpunkt  der  Ellipse  liegt,  und  im  um- 
kehrten Verhältnis»  des  Quadrats  dieser  Entfernung, 
eun  der  anziehende  Punkt  ein  Brennpunkt  der  Curve  ist. 

Der  Trcaihe  of  fluxions  von  Maclaurin  könnte  noch 
i  vielen  andern  Bemerkungen  Gelegenheit  geben,  welche 
ch  auf  die  Geschichte  und  die  Forlschritte  der  Geometrie 
cziehen;  aber  wir  haben  schon  die  Grenzen,  welche  uns 
rr  Zweck  dieser  Schrift  vorschreibt,  überschritten;  wir 
idigen  also  hier  unsere  Darstellung  der  Arbeiten  dieses 
rossen  Goomoters. 

$.  25.  Robert  Simson,  den  wir  schon 
infiger  anzuführen  Gelegenheit  gehabt  haben,  j687  _  1708. 
A  einer  von  denjenigen  Gcomctorn  des  letz- 
et Jahrhunderts ,  welche  am  gründlichsten  die  alte  Geo- 
■ctric  untersucht  und  am  meisten  zur  Verbreitung  ihrer 
knniniss  beigetragen  haben.  Mau  verdankt  ihm  eine  Be- 
handlung der  Kegelschnitte  in  fünf  Büchern,  geschrieben 
in  dem  strengen  Style  des  Apollonius ,  den  man  aulzu- 
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geben  anfing,  um  ausschliesslich  der  analytischen  Methode 
zu  folgen.  Dieses  Werk  war  das  erste,  welches  die  bei- 
den berühmten  Theoreme  von  Desargues  und  Pascal  ent» 
hielt.  Auch  findet  man  darin  das  Theorem  ad  anatuor 
Vineas ,  welches  jedoch  schon  in  einem  Tractat  über  Kegel«* 
schnitte  von  Milnes8*)  enthalten  ist,  der  es  aus  den  Prin- 
cipien  des  Newton  entlehnt  hatte. 

Dieser  Umstand ,  dass  das  Werk  von  Simson  die  drei 
genannten  Haupttheoreme  enthielt,  war  das  Einzige,  welches 
ihm  den  Vorzug  vor  dem  grossen  Traité  des  De  La  Hire 
geben  konnte;  denn  was  die  Methode  betrifft,  so  acheta 
uns  letzteres  Werk  in  mehrer  Hinsicht  unendlich  viel  hö- 
her zu  stehen,  es  war  eine  betrachtliche  Vervollkomm- 
nung der  Methode  der  Alten,  während  das  von  Simson  h 
dieser  Beziehung  einen  Schritt  zurück  that. 

In  der  That  betrachtete  Simson,  so  wie  De  La  Hire 
in  seinem  kleinen  Traité  von  1679  und  wie  später  der 
Marquis  von  Lhopital,  die  Kegelschnitte  in  der  Ebene, 
indem  er  jeden  durch  eine  ihm  besonders  angehörige  Ei- 

Senschaft  definirte.  Fur  die  Parabel  ist  es  die  Gleichheit 
er  Entfernungen  jedes  Punkts  der  Curve  vom  Brennpunkt 
und  von  der  Directrix,  für  die  Ellipse  ist  es  die  constante 
Summe  und  für  die  Hyperbel  die  constante  Differenz  der 
Distanzen  jedes  Punkts  der  Curve  von  den  beiden  Brenn* 
punkten.  Aus  dieser  Beschreibungsart  der  drei  Curven 
leitet  Simson  die  Haupteigenschaften  jeder  einzelnen  ab 
und  zeigt  darauf,  dass  diese  Curven  dieselben  sind,  als 
die,  welche  Apollonius  auf  dem  schiefen  Kegel  mit  Hülfe 
des  Axendreiecks  bildet.  Nachdem  er  auf  diese  Weise 
die  drei  Kegelschnitte  abgesondert  in  den  drei  ersten  Bü- 
chern seines  Werkes  behandelt  hat,  betrachtet  er  in  den. 


32)  Sectionum  conicarvm  élément  a  nova  m  et  ho  do  demonstratm.  ? 
Oxonii  1702.     Dieses  Werk,   welches,    dem  Gest&ndniss   des  Ver- 
fassers gemäss,    dem  grossen  Traité  ron  De  La  Hire  nachgeahamt 
ist,    faud    vielen  Beifall   und   erlebte  mehre  Auflagen.     Es  wertem 
darin  die  Kegelschnitte  als  Schnitte  eines  Kegels  mit  kreisförmig«* 
Basis    durch    eine    ganz   willkü lirliche  Kbene  betrachtet,    ohne  d«e 
Axendreicck   zu  Hülfe  zu  nehmen.     Seine  Methode   scheint  uns  aber 
weniger  glücklich,  als  die  des  De  La  Hire  zu  sein;  denn  es  werde« 
zuerst  gewisse  besondere  Eigenschaften  der  Hyperbel  bewiesen ,  wel- 
che als  Grundlage  dienen,  um  zu  denen  der  Ellipse  fiberzugehen. 

Die  Beweise  sind  rein  synthetisch  und  ausserordentlich  einfeefcf 
obgleich  die  unaufhörlich  wiederholten  Proportionen  in  der  alten 
Form  gegenwärtig  die  Leetüre  sehr  ermfidend  machen;  die  For« 
hätte  füglich  durch  die  bequemere  der  Gleichheit  zweier  Verndlinu** 
ersetzt  werden  könuen. 
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beiden  folgenden  Büchern  ganz  allgemein  alle  drei  zusam- 
men und  weist  eine  Menge  ihrer  gemeinsamen  Eigen- 
schaften nach. 

Das  Theorem  ad  quatuor  llneas  ist  der  88ste  Satz  im 
4ten  Buch,  das  Sechseck  des  Pascal  ist  der  47ste  im 
5ten  und  das  Theorem  des  Desargues  ist  in  dem  Igten 
■od  49sten  Satz  desselben  Buchs  bewiesen.  Simson  hat 
nicht  das  innige  Verhältniss  gekannt,  welches  diese  drei 
Theoreme  unter  einander  verbindet,  und  welches  sie,  so 
sn  sagen,  nur  als  verschiedene  Ausdrucksweisen  einer 
einsigen  allgemeinen  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  er- 
scheinen läset;  aber  ihm  ist  nicht  die  Fruchtbarkeit  der 
beiden  letztem  entgangen,  denn  er  zeigt,  dass  die  ganze 
Theorie  der  Pole  sich  aus  dem  einen  ableitet,  und  nach- 
dem er  sechs  Corollare  aus  dem  andern  gefolgert,  setzt 
er  hinzu,  dass  in  ihnen  die  allgemeinen  Beweise  mehrer 
Sätze  ans  dem  ersten  Buch  der  Principien  von  Newton 
enthalten  wären. 

Bs  ist  sn  bedauern,  dass  Simson  diese  gluckliche  Be- 
asstfcung  nicht  dazu  benutzt  hat,  eine  Menge  von  partiel- 
len und  eingeschränkten  Sätzen,  für  welche  er  eben  so 
viele  verschiedene  Beweise  gegeben  hat,  in  einen  einzi- 
gen allgemeinen  Ausspruch  und  in  einen  Beweis  zusam- 
menzufassen. Es  war  die  einzige  Art,  die  Theorie  der 
Kegelschnitte  zu  vereinfachen,  das  Verständniss  und  die 
Anwendung  zu  erleichtern  und  zu  erweitern. 

J.  26.    Wir  fuhren  hier  noch  den  berühmten  Traité 

iet  parûmes  an,   worin  Simson    die  Natur   dieser  Sätze 

kennen  lehrt,  welche  vor  ihm  ein  unlösbares  Häthscl  für 

j     die  gelehrtesten  Geometer  war;    wir    haben  weitläufiger 

I     davon  bei  dem  Artikel  über  Euclid  und  in  der  dritten  Note 

gesprochen. 

Das  von  Simson  über  den  bestimmten  Schnitt  Rcsti- 
Urirte  befindet  sich  in  demselben  Bande  als  die  Porismen. 

Dieser  Geometer  hat  auch  die  Ebenen  Oerter  von 
Apollonius  **)  mit  mehr  Genauigkeit  und  Treue  wieder 
hergestellt,  als  es  Schcoten  und  Fermât  gethan  haben. 

Er  hatte  eine  neue  Ucbcrsetzung  der  Werke  des  Pap- 

Ci  vorbereitet,  welche  man  in  seinen  zu  Glasgow  auf- 
rührten Manuscripten  findet.    Es  ist  nur  zu  bedauern, 
du*  sie  nicht  bekannt  gemacht  ist,  denn  es  war  ein  we- 


33)  Apoilonii  Pergatl  locorum  ptanarum9   libri  11  restitua  ; 
■  4.,  Glasguae  1749. 
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niger  leichtes  Unternehmen,  als  man  damals  vi« 
glaubte  und  welches  «ine  sehr  genaue  Bekanntschi 
der  alten  Geometrie  erforderte.  Niemand  war  abei 
geeignet,  diese  Arbeit  mit  Einsicht  und  Gewandthei 
zufuhren ,  als  Simson.  Man  muss  sich  nur  wundem 
seine  Zeitgenossen  eine  solche  Arbeit  nicht  susamn 
tragen  haben  und  dass  unter  diesen  Umständen  da* 
spiel  des  Mylord  Stanhop,  welchem  man  die  Bei 
machung  der  Purismen  und  des  bestimmten  Schnitt 
dankt,  keinen  Nachahmer  in  dem  Vaterlande  Ne' 
gefunden  hat,  wo  die  alte  Geometrie  immer  ihre  w 
sten  und  berühmtesten  Bewunderer  gehabt  hat. 

M  Stewart  §'  "•    Mathieu  Stewart ,  ein  Schuh 

17*17^1785!  Simson  und  Maclaurin  su  Glasgow,  ht 

an  der  Universität  zu  Edinburgh,  erbt 
seinen  Lehrern  den  Geschmack  fur  die  alte  Geometri 
verdankt  dieser  wie  jenen  seine  Berühmtheit.  Sein 
Werk  unter  dem  Titel:  Einige  allgemeine  tteorem< 
in  der  höhern  Mathematik  von  grosser  Wiehtigkm 
(englisch),  in  8.,  1746,  verschaffte  ihm  sogleich 
ausgezeichneten  Rang  unter  den  Geometorn  und  bak 
auf  die  durch  den  Tod  Maclaurin's  erledigte  Professi 
Mathematik.  Die  Beschaffenheit  seines  Amts  un 
Richtung  seiner  ersten  Studien  bestimmten  ihn  haupl 
lieh,  die  geometrische  Methode  zu  eultiviren  und  t 
ihn  die  Idee  auffassen,  sie  auf  die  schwierigsten  A 
ben  der  physischen  Astronomie  anzuwenden,  welch« 
mais  von  den  Geometern  untersucht  wurden  und  v 
ihnen  zufolge  nur  der  höchsten  Analysis  zugänglich  y 
Es  war  eine  Fortsetzung  der  JUcthodcn  Newton's 
Maclaurin's  bei  den  Problemen  dos  Weltsystems,  \> 
durch  die  natürlichen  Fortschritte  der  Wissenschaft 
reicher  und  zusammengesetzter  geworden  waren,  a 
zur  Zeit  dieser  beiden  grossen  Geomcter  waren.  D< 
schrieb  Stewart  1761  sein  Werk:  Tracts  physica* 
mnthematical  etc.,  d.  h.  Physikalische  und  mathema 
Abhandlungen  9  enthaltend  die  Erklärung  mchrer  toia 
ftmhie  der  physischen  Astronomie  und  eine  neue  Mc\ 
die  Distanz  der  Sonne  von  der  Erde  durch  die  Theori 
Schwere  zu  bestimmen.  Eine  sehr  ausgedehnte  Tl 
der  Centripetal  -  Kraft,  die  Berechnung  der  Entfe 
der  Sonne  von  der  Erde  und  das  so  schwierige  Pr 
der  drei  Körper,  in  dem  es  sich  darum  handelt,  die  g< 
scitige  Wirkung  der  Sonne,  der  Erde  und  des  Mond 
berechnen,  sind  die  hauptsächlichsten  Aufgaben,  \\ 
Stewart  in  einer  Reihe  von  Sätzen  gelöst  hat,  die 
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dt*  mathematische  Kenntnisse  erfordern,  als  die  Ele- 
ente  der  ebenen  Geometrie  und  der  Kegelschnitte.  Die 
rinung  und  Klarheit  der  Sätze,  die  Einfachheit  ihrer 
»weise  und  die  Natur  der  schwierigen  Aufgaben ,  welche 
durch  gelöst  wurden ,  erwarben  Stewart  das  grosste  Lob 
d  bewahrten  ihn  als  einen  der  gelehrtesten  Geometer 
eser  Epoche.  Inzwischen  müssen  wir  doch  sagen,  dass 
ine  Berechnung  der  Entfernung  der  Sonne  von  der  Erde 
lach  war«  Der  Grund  des  Fehlers  wurde  zuerst  von 
awson  1789  •*)  und  dann  von  Landen  1771  **)  erkannt 
id  erkürt«  JÇr  lag  nicht  in  der  Methode  an  sich«  Son- 
era darin«  dass  unrechter  Weise  mehre  Quantitäten  der 
iafachheit  wegen  vernachlässigt  waren.  Alan  hat  später 
is  diesem  Umstand  ein  Argument  gegen  die  geometrische 
[ethode  gezogen;  aber  um  dieses  zurückzuweisen«  reicht 
i  hin  zu  erinnorn«  dass  solche  Fehler  bei  den  berühm- 
tsten Analysten  vorgekommen  sind  und  dass  sie  sich 
uptsächlich  in  der  Astronomie  finden«  wo  die  Rechnung 
mr  auf  dem  Wege  der  successiven  Annäherung  vor- 
chreiteC 

J.  t&  Wir  haben  noch  von  Stewart  ein  Werk  über 
nae  Geometrie  zu  erwähnen:  Propositiones  geometricac, 
me  Vtterum  demonstrulac,  adGeometriam  antiquttm  dc- 
mufrandam  ei  promovetidam  idoneae.    Edinb.  1763 %jn  8. 

Um  dieses  Werk«  so  wie  auch  das  seiner  Allgemein 
m  Theoreme,  welche  19  Jahre  vorhergingen,  näher  ken- 
cn  zu  lemon«  müssen  wir  in  einige  Details  eingehen. 
ilctleicht  wird  man  es«  wegen  der  Seltenheit  dieser  bel- 
len Bûcher«  nicht  ungern  sehen«  wenn  wir  die  darin  ent- 
iftJlenen  Haupttheoreme  hier  anfuhren  und  analysiren. 

Das  Buch  der  Allgemeinen  Theoreme  enthält  64  Sätze« 
on  denen  nur  50  die  Ueberschrift  Theoreme  fuhren  ;  von 
ica  14  andern  stehen  drei  am  Anfang  des  Werks  und 
lienen  zum  Beweise  der  Theoreme,  während  die  andern 
II  es  beschlossen;  letztere  sind  meisten  Theils  Eigen« 
urhaften  des  Kreises. 

Von  den  64  Sätzen  sind  nur  die  8  ersten  bewiesen« 
worunter  man  die  fünf  ersten  Theoreme  findet.  Der  Ver- 
fasser sagt  in  einer  kurzen  Vorrede«  dass  zum  Beweise 
»Her  dieser  so  allgemeinen  und  so  schwierigen  Theoreme 


34)  Four  Propositions  etc.:  Vier  Sätze  zum  Beweise»  dass  die 
**■  Htewart  bestimmte  Distanz  der  Sonne  falsch  tat. 

33)  Animadrtrsion*  on  Dr.  Stemtrts  computation  of  tke  nun* s 
«ifeace  from  tke  earlk;  in  S.«  London. 
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er  mehr  Zeit  hätte  haben  müssen,  ata  er  dieser  Arbeit 
hätte  widmen  können.  Ich  weiss  nicht,  ob  Stewart  in 
späterer  Zeit  die  Beweise  seiner  Theoreme  nachgeliefert 
hat,  oder  ob  man  sie  in  seinen  Papieren  gefunden  und  weU 
eben  Gebrauch  man  davon  gemacht  hat. 

Die  beiden  ersten  Sätze  drücken  allgemeine  Eigen- 
schaften von  vier  Punkten  aus,  von  denen  drei  in  gerader 
Linie  liegen,  der  vierte  aber  willkührlich.  In  dem  «weiten 
dieser  Sätze  kann  der  vierte  Punkt  auf  derselben  Geraden 
genommen  werden,  auf  welcher  die  drei  andern  liegen. 
Dieser  vierte  Satz  verdient  mehr  gekannt  zu  sein,  als  er 
es  zu  sein  scheint.    Es  ist  folgender: 

Wenn  man  auf  einer  geraden  Linie  drei  Punkte  A* 
C,  B  annimmt  und  irgend  einem  andern  D  ausserhalb 
oder  in  der  Richtung  dieser  Geraden ,  so  hat  man: 

DÂ».BC+DB».AC  —  1>C*.  AB=AB.ACBC. 

Dieses  ist  der  Satz,  von  welchem  wir  gesagt  haben, 
dass  die  8  Lehnsätze  des  Pappus  zu  den  Ebenen  Oertern 
des  Apollonius  sich  aus  ihm  als  Corollare  und  leichte  Fol- 
gerungen ableiten  lassen.  Bald  darauf,  nachdem  er  in  dem 
Werke  von  Stewart  erschienen  war,  zeigte  Robert  Sim- 
son  in  einem  Anhang  zu  seinem  Werk  Loca  plana  resti- 
tuta  eine  sehr  nützliche  Anwendung  desselben,  und  ein 
andrer  berühmter  Geometcr,  Th.  Simpson,  bewies  ihn  auch 
und  bediente  sich  desselben,  unter  dem  Namen  eines  Lohn- 
satzes, zur  Auflösung  mehrer  Probleme,  in  seinen  Select 
exercises  for  young  proficients  in  ihe  mathematicks  (in  8-, 
1752).  3«)  Später  bewies  denselben  Satz  auch  Euler  ab 
Hülfssatz,  um  in  einen  Kreis  ein  Dreieck  einzuschreiben, 
dessen  drei  Seiten  durch  drei  gegebene  Punkte  gehen.  ^ 
Endlich  finden  wir  auch,  dass  der  berühmte  Physiker  uncL 
Geometcr  John  Lcslie  ihn  bewiesen  und  sich  seiner  bedient, 
hat  im  dritten  Buch  seiner  Geometrical  analysis  (Edinb  — 
1809,  in  8.;  zweite  Ausgabe,  1821). 


eher 


Man  sieht  aus  diesen  Citaten,  dass  dieser  Satz,  wel— • 
heut  zu  Tage  beinahe  ganz  unbekannt  ist,  es  mit 


36)  Die  beiden  ersten  Theile  dieses  Werks  sind  eine  SammluscM 
von  zahlreichen,    sehr  elegant   gelüsten  Aufgaben  ans  der  Algebsra 
und  Geometrie.    Ins  Französische   übersetzt  unter  dem  Titel:    VX^" 
mens  S  analyse  pratiqué,  ou  application  des  principes  de  l'Algèbre 
et  de  la  Géométrie ,   à  la  solution  dyun  très -grande  nombre   éU, 
problèmes  numériques  et  géométriques;  in  8.,  1771» 

37)  Petersburger  Memoiren  vom  Jahr  1780. 
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Backt  verdient,  in  die  Elemente  oder  wenigstens  in  die 
Krginsnngen  der  Geometrie  aufgenommen  zu  werden.88) 

Die  50  Theoreme  des  Stewart  können  beinahe  alle  in 
folgende  vier  sosammengefasst  werden,  welche  die  all- 
gemeinen sind,  aus  denen  sich  die  andern  grossen  Theils 
als  besondre  Fälle  ableiten  lassen: 

1)  Man  denke  sieh  ein  reguläre*,  einem  Kreise  vom 
Rmdwê  R  umgeschriebene*  Polygon  von  m  Seiten  und  e$ 
en  n  irgend  eine  Zahl  Heiner  aie  m;  wenn  man  nun  von 


38)  Wenn  der  Punkt  V  auf  derselben  Geraden  genommen  wird, 
am?  welcher  die  drei  festen  Punkte  liegen ,  so  drückt  das  Theorem 
vw  Stewart  eine  allgemeine  Relation  «wischen  Tier  Punkten  aus, 
welche  irgendwie  auf  einer  geraden  Linie  liegen«  Wir  haben  ge- 
funden, das«  diese  Relation,  so  wie  die  andern  in  Bejsug  auf  Tier 
Punkte  in  gerader  Linie,  sich  aus  einer  allgemeinen  Relation  zwi- 
schen fünf  Punkten,  die  in  gerader  Linie  liegen,  ableiten. 

Km  seien  Ay  Bf  C,  U,  E  die  fünf  Punkte,  so  hat  man: 

ÏAt.BC.CD.DB+KB1.CD.DA.AC--KCt.DA.AB.BD 

— KD*.  AB.  BC.  CA  =0. 

Wie  man  die  einseinen  Glieder  dieser  Gleichung  bildet,  Ist  eln- 
teaeatsnd.  Um  ihre  Vorzeichen  zn  bestimmen,  dividire  man  alle 
Weder  durch  das  Product  AB.BC.CA,  so  nimmt  die  Gleichung 
Hess  Vorm  an: 

— ■      DB.DC    .    — -    DA.DC        — .    DA. DB        

■*  •  ÏSTÏC  +  "■•iT33  -  KCtcîTUB  =  KDf- 

In  dieser  Gleichung  giebt  man  das  Zeichen  +  dem  Producte  aus 
*wd  Segmenten,  die  ron  dem  Punkte  aus,  welcher  ihnen  ganieiu- 

■csaftlich  ist,  in  demselben  Sinne  gezählt  werden  und  das  Zeichen 

toi  Producte  aus  zwei  Segmeuten,  die  in  entgegengesetztem  Sinne 
Malt  werden. 

Folgende  sind  die  Relationen  zwischen  Tier  Punkten,  welche 
■sa  ans  der  eben  angeführten  allgemeinen  Relation  ableitet  : 

I)  Wenn  man  den  Punkt  E  In  der  Unendlichkeit  annimmt,  so 

«HR  man  durch  Dirlsion  mit  ED*  : 

BC.CD.DB+CD.DA.AC  — DA.AB.BD— AB.BC.CA=0 

Jeden  Glied  dieser  Gleichung  ist  das  Product  aus  den  drei  Seg- 
Btatea  einer  geraden  Linie,  die  durch  die  Verbindung  je  zweier  von 
trei  Punkten  auf  ihr  gebildet  werden  können. 

D  Wenn  die  beiden  Punkte  E  und  D  zusammenfallen,  so  folgt: 

DA.BC  +  DB.AC— DC.AB=0. 

Diene  Gleichung  drückt  die  einfachste  Relation  zwischen  den 
*ler  Punkten  Ay  C,  U,  D  aus,  wenn  sie  in  gerader  Linie  liegen. 

5)  Wenn  endlich  der  Punkt  D  In  der  Unendlichkeit  liegt,  so 
tibi  die  allgemeine  Gleichung  in  folgende  Aber: 

k^BC+î^-AC  — KC«.AB  =  AB.BC.CA. 
Dieses  ist  die  Gleichung  tob  Stewart. 
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irgend  einem  Punkt  (der  innerhalb  de$  tolygons  %ofs 
wenn  n  ungerade  ist,  und  beliebig  angenommen  werden 
kann,  wenn  n  gerade  isf)  Perpendikel  auf  die  Seiten  de» 
Polygons  fallt ,  so  ist  die  Summe  der  nten  Potenzen  dieser 
Perpendikel  gleich  : 

worin  v  die  Entfernung  des  Punktes  vom  Mittelpunkt  dm 
Kreises  bedeutet  und  A  der  Coefficient  des  dritten  Glieds* 
in  der  Entwickelunp  der  nten  Potenz  eines  Binoms,  mn(- 
tiplicirt  durch  Va  ist;  ebenso  B  der  Coefficient  des  fünften 

Gliedes   in  der   Binomial formel  9    multipHcirt   durch  |^ 

C  der  Coefficient  des  siebenten  Gliedes ,  multipHcirt  durch 

13   5 

: J-Ç-Z  u-  ••  w*  f-  (Satz  40);  so  dose  wird: 


B  = 


1.2 

n  (n—  1)  (n  — 2)  (n  —  3) 
2«.  4« 


_   a  (n-1)  (n  — 2)  Cn— 3)  tu— 4)  Cn-5) 
«/  —  2«. 4«. 6«  : 

U.  8.  W.      U.  S.  W.  ' 

Wenn  der  Punkt,  von  welchem  die  Perpendikel  ge-    * 

fallt  werden,  auf  der  Peripherie  gewählt  wird,  so  reduciit   ,' 

sich  die  Formel  auf: 

1.3.5.7.....  C2n  — 1)     „     _       .    ^ 
■•ÏTTÏ n       .Bn.  (Säte  09.) 

Dieses  allgemeine  Theorem  umfasst  die  Sätze  3,  5, 
22,  23,  28,  29  und  45. 

2)  Man  denke  sich  ein  reguläres ,  einem  Kreise  vom 
Radius  H  eingeschriebenes  Polygon  von  m  Seiten  und  es  sei 
n  irgend  eine  Zahl  kleiner  als  m;  wenn  man  nun  irgend 
einen  fttnkt ,  dessen  Entfernmig  vom  Mittelpunkt  des  Krei-    ■ 
ses  v  sein  mag,  wiHkiihrlich  wählt ,   so  wird  die  S^mme    ' 
der  2nten  Potenzen  der  Entfernungen  dieses  Punkts  ran  * 
allen  Scheiteln  des  Polygons  gleich  sein: 

m.CRtII+af.v«.BtI,-«4-c«.v*.B>n-4+c^.v*.Bt,1"f+  u.  ■.  w.)j 
worin  a  der  Coefficient  des  zweiten  Gliedes  in  der  Ent-    ] 
Wickelung  der  nten  Potenz  eines  Binoms  ist ,  b  der  Coef- 
ficient des  dritten  Gliedes,    c  der  Coefficient  des  werten 
Gliedes  u.  8.  w.    (Satz  42.) 

Wenn  der  Punkt  in  der  Peripherie  liegt,   so  reducirt 
sich  die  Formel  auf  folgende: 

1.3.57 (2n  — 11     „      .*  A     Mm^ 
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Dir«—  allgemeine  Theorem  umfasst  die  Sätze  4,  2&, 
7  und  34. 

3)  Wenn  m  beliebige  Punkte  gegeben  sind  und  eben 
}  Hefe  Quantitäten  a,  b.  c....f  und  es  bedeutet  n  eine 
M  kleiner  aie  m,  #o  tarn»  num  (n  +  1)  andre  Punkte 
wàm,  m  dose  die  Summe  der  tnten  Potenzen  der  Dl- 
'anzem  irgend  eines  Punkts  von  den  gegebenen  Punkten, 
Mfecf im  durck  die  Quantitäten  a ,  b ,  c  .  • .  muHiplicirt, 
■  der  Swwwe  der  inten  Potenzen  der  Entfernungen  der 
•fimdenen  Punkte  von  demselben  Punkte  in  dem  Verhält- 


(a+b+c+....)  an  (n+1) 
fear.    (Sais  44) 

Dieses  Theorem  umfasst  die  Satze  11,  12,  32,  33,  45. 

4}  Wenn  m  beliebige  Gerade  gegeben  sind  und  eben  so 
ie/e  Quantitäten  a,  b,  c....,  und  es  bedeutet  n  eine  Zahl 
Iriner  als  m ,  so  kann  man  (n  + 1)  andre  Gerade  finden, 
i  dass  die  Summe  der  nten  Potenzen  der  Entfernungen 
kes  mlOcuhrlich  gewählten  Punkts  von  den  gegebenen  Ge- 
sdenf  respective  durch  die  Quantitäten  a,  b,  c..,.  mul- 
fKartt  zu  der  Summe  der  nten  Potenzen  der  Entfer- 
nten desselben  Punkts  von  den  gefundenen  Geraden  in 
m  Ferhättniss  von: 

(a+b+c+....)  au  (n+1) 

ehe.    (Sau  49  und  63.) 

Dieses  Theorem  umfasst  die  Sätze  17,  21,  24,  25, 
T,  38,  42,  50,  51,  52. 

$.  29.  Wir  haben  gefunden,  dass  man  dem  Aus- 
mch  der  beiden  letztem  Theoreme  eine  sehr  bedeutende 
ad  hftrhst  merkwürdige  Erweiterung  geben  kann.  Denn 
dieser  Theoreme  lisst  nur  eine  einzige  Relation 
den  2  nten  Potenzen  der  Entfernungen  irgend 
aes  Punktes  von  gegebenen  und  von  gefundenen  Punk- 
a  su,  statt  dieser  aber  giebt  es  eine  ganz  ähnliche  Re- 
tion zwischen  den  2(» — d)ten  Potenzen  derselben  Ent- 
rangen, wo  ô  alle  Werthe  0,  1,  2....  (n— 1)  haben 
m;  dergestalt  also,  dass  es  zwischen  den  Entfernon- 
m  irgend  eines  Punktes  von  gegebenen  und  gefundenen 
mkten  n  Relationen  giebt. 

Die  letzte  dieser  Relationen  findet  zwischen  den  Qua- 
llen dieser  Entfernungen  statt  Sie  beweist,  dass  die 
fnndeuen  Punkte  denselben  Schwerpunkt  haben,  als  die 
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gegebenen,  wenn  die  Hassen  dieser  letztem  0,  6,  e..a 
und  die  der  gefundenen  Punkte  alle  der  Einheit  gtefck 
sind. 

Eben  so  hat  man  bei  dem  zweiten  der  hier  in  Beil 
stehenden  beiden  Theoreme ,  welches  eine  Relation  «wfr 
sehen  den  wten  Potenzen  der  Entfernungen  irgend  ehrt 
Punktes  von  gegebenen  und  gefundeneu  Geraden  aas* 
drückt,  eine  ähnliche  Relation  zwischen  den  (n — ttym 
Potenzen    derselben   Entfernungen,    wo    ô   alle   Wem* 

0,  1,  2...  bis  ^r-,  wenn  w  ungerade,  und  bis  ~^ 

wenn  n  gerade  ist,  haben  kann;  dergestalt  also,  dass  « 
zwischen  den  Entfernungen  irgend  eines  Punkts  von  ge- 

gebenen    und   gefundenen    Geraden  ■  oder  tw- 

schiedene  Relationen  giebt,  statt  der  einen,  welche  das 
Theorem  des  Stewart  giebt«    (S.  Note  XXII.) 

■ 

§.  30.  Wir  haben  auch  erkannt,  dass  die  beiden  ern- 
sten von  den  oben  ausgesprochenen  Theoremen,  weklp 
sich  auf  reguläre,  einem  Kreise  ein-  und  umgeschrieben 
Polygone  beziehen,  nur  besondere  Fälle  von  allgemeinen* 
Theoremen  sind,  die  bei  den  Kegelschnitten  stattfindet» 
Sie  bilden  einen  Theil  von  einer  Menge  andrer  Eigen- 
schaften dieser  Curvcn,  welche  man  noch  nicht  bemerkt  ! 
zu  haben  scheint.  Diese  zahlreichen  Theoreme  liefern  eins 
äusserst  merkwürdige  Verallgemeinerung  der  bekamt« 
Eigenschaften  der  conjugirten  Durchmesser  und  der  LeiN 
strahlen,  die  von  den  Brennpunkten  eines  Kegelschnitt! 
gezogen  werden. 

Diese  Curven  besitzen  in  Wahrheit  einen  unerschöpf- 
lichen Reichthum.  Jeder  Tag  zeigt  neue  Wege,  um  ■ 
ihnen  zahlreiche  und  interessante  Eigenschaften  kennen  M 
lernen.  Mau  glaube  ja  nicht,  dass  solche  UntereudMH 
gen  unnütz  seien  oder  von  nur  geringem  Interesse.  Jafc 
Entdeckung  über  diese  Curven  wird  stets  die  Einletasg 
zu  schönem  und  allgemeinern  Entdeckungen,  weichet* 
Wichtigkeit  der  Rolle  erhöhen ,  die  sie  in  allen  ThcM 
der  mathematischen  Wissenschaften  spielen  und  de  ÉÊ' 
Erkennung  von  analogen  Eigenschaften  bei  einer  Mengt 
von  andern  Curven  höherer  Ordnung  fuhren;  Eigenschtf* 
ten,  auf  welche  man  nicht  gekommen  wäre,  wenn  ntt 
direct  über  diese  so  complicirten  und  schwierigen  Curvet 
Untersuchungen  angestellt  hätte. 

§.  31.    Die  Proposltioties  geometricae  von  Stewart  be- 
stehen aus  zwei  Büchern,    von  denen  das  erste  00  noi 
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Im  zweite  52  Sätze  enthält,  welche  sich  auf  die  gerade 
Unie  und  auf  den  Kreis  beziehen. 

Die  ersten  handeln  beinahe  alle  von  einer  allgemeinen 
Eigenschaft  des  Vierecks,  welche  auf  dieselbe  zurück - 
Kommt,  die  Pappus  in  seinen  Lcmmen  zu  den  Porismen 
ies  Euclid  bewiesen  hat,  nämlich  dass  jede  Transversale 
fit  vier  Seiten  und  die  beiden  Diagonalen  eines  Viereclis 
in  sechs  Punkten  schneidet,  die  unter  sich  die  Beziehung 
itr  Involution  haben*  Wir  werden  in  der  Xten  Note 
lehen ,  dass  diese  Relation  sich  zwischen  sechs  oder  auch 
zwischen  acht  Segmenten  ausdrücken  lässt.  Die  zwischen 
sechs  Segmenten  hat  Pappus  bewiesen ,  und  die  zwischen 
acht  Segmenten  wendet  Stewart  an.  Er  hat  sie  in  ih  er 
ginzen  Allgemeinheit  im  59sten  Satz  des  ersten  Euchs 
bewiesen. 

Die  vorhergehenden  Sätze  51 ,  52 ,  53,  54,  56,  57 
und  58  sind  besondre  Fälle  davon,  deren  sich  Stewart 
bedient,  um  von  einem  zutuendem  überzugehen  und  sich 
m  sa  dem  allgemeinen  Satz  zu  erheben.  Der  60ste  und 
leiste  Satz  des  Buchs  ist  auch  ein  besondrer  Fall  davon, 
«an  nämlich  zwei  Seiten  des  Vierecks  unter  einander 
parallel  sind. 

Die  Sätze  6,  7,  8,  9,  10,  11 ,  12  und  13  des  zweiten 
Buchs  sind  andre  Eigenschaften  des  Vierecks,  in  deren 
Ausspruch  zwar  nicht  die  Beziehung  der  Involution  ein- 
geht, die  sich  aber  leicht  hieraus  ableiten  lassen.  Alle 
diese  Sätze  beziehen  sich  auf  das  bekannte  Theorem ,  von 
dem  Pappus  uns  sagt,  dass  es  -einen  Theil  der  Porismen 
des  Enclid  ausmacht,  nämlich:  wenn  die  drei  Seiten  eines 
Dreiecks  von  veränderlicher  Gestalt  sich  um  drei  feste  Pole 
drehen ,  die  in  gerader  Linie  liegen,  und  wenn  zwei  Schei- 
tel des  Dreiecks  zwei  fesie  gegebene  Gerade  durchlaufen, 
so  beschreibt  der  dritte  Scheitel  eine  dritte  Gerade,  welche 
durch  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  ersten  geht.  Ste- 
wart sprach  diesen  Satz  nicht  in  seiner  ganzen  Allgemein- 
heit aus  und  bewies  nur  einzelne  besondre  Fälle  desselben. 
Es  scheint,  dass  er  nicht  den  innigen  Zusammenhang  er- 
kannt hat,  welchen  er  mit  der  allgemeinen  Beziehung  der 
Involution  von  Segmenten  hat,  die  von  den  vier  Seiten 
«nd  den  beiden  Diagonalen  eines  Vierecks  auf  einer  Trans- 
versale gebildet  werden. 

J.  32.  Die  auf  den  Kreis  bezüglichen  Sätze  kann 
man  ansehen,  als  bezögen  sie  sich  auf  die  Beschreibung 
dieser  C'urve  durch  den  Durchschnitt  zweier  Geraden,  die 
sich    um    zwei   feste    Pole  drehen,    indem    sie    auf  einer 

Grtch.  der  Grooi.  12 
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festen  Transversale  Segmente  bestimmen,  die  unter  c 
ander  gewisse  Relationen  haben. 

Wir  wollen  diese  Sätze  in  drei  verschiedene  Klas 
theilen. 

In  der  ersten  liegen  die  beiden  Pole  anf  dem  Unrfi 
des  Kreises  und  die  Transversale  ist  beliebig  angenomm 

In    der  zweiten    liegen   die  beiden  Pole  willkührl 
wobei  der  eine  auf  dem  Umfang  liegen  kann,   und 
Transversale  ist  parallel  mit  der  Geraden,  welche  die  b 
den  Pole  verbindet. 

In  der  dritten  Klasse  endlich  liegen  die  beiden  P 
auch  auf  irgend  eine  Art,  die  Transversale  aber  ist  sei 
recht  oder  schräg  gegen  die  Verbindungslinie  der  Pole. 

Die  Sätze  der  ersten  Klasse  beziehen  sich  alle  ; 
Segmente,  welche  die  vier  Seiten  eines  Vierecks,  i 
einem  Kreise  eingeschrieben  ist,  auf  einer  Sehne  des  Kr 
ses  bilden.  Man  könnte  glauben ,  dass  es  sich  liier  um  i 
Theorem  des  Desargues  handelt,  aber  das  ist  nicht  < 
Fall;  Stewart  drückt  die  Relation  zwischen  diesen  Sc 
menten  nicht  durch  eine  einzige  Gleichung  aus,  wie 
Desargues  gethan  hat,  sondern  durch  zwei  Gleichung 
worin  noch  ein  Punkt  und  zwei  Segmente  zur  Hülfe  1 
eingeführt  werden.  Die  Elimination  dieser  beiden  Sc 
mente,  welche  Stewart  nicht  ausgeführt  hat,  würde 
zu  einer  Relation  zwischen  den  auf  der  Sehne  des  Krei 
von  den  vier  Seiten  des  Vierecks  gebildeten  Segmen 
alleiu  gefuhrt  haben.  Aber  diese  Relation  hat  nicht 
gewöhnliche  Form  der  Involution  von  sechs  Punkten, 
ist  eine  Gleichung  mit  drei  Termen,  so  dass  wir  glaol 
müssen,  Stewart  habe  das  Theorem  des  Desargues  ni 
gekannt,  oder  wenigstens,  er  habe  es  nicht  bei  sein 
Werke  benutzt. 

Das  Theorem,  auf  welches  dieser  Georaeter  gcko 
men  ist,   ist  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  in  den  Sab 
46,  47  und  48  des  ersten  Buchs  bewiesen.    Die  Sätze 
42,  43,  44  und  45  sind  besondre  Fälle  davon,  welche  i 
dazu  dienen,  um  zu  dem  allgemeinen  Satz  zu  gelangen 

Die  Sätze  29,  30,  31,  32,  33,  34,  35,  36,  37  und 

knüpfen  sich  an  die  Eigenschaften  des  Vierecks,  weld 
einem  Kreise  eingeschrieben  ist.  Stewart  macht  bei  ihi 
nur  von  einer  Gleichung  Gebrauch,  von  der  man  erkei 
dass  sie  besondre  Fälle  des  Theorems  von  Desargues  ai 
drückt. 

Die  Sätze  39  und  40  enthalten  folgende  sehr  mei 
würdige  Eigenschaft  des  Vierecks,  welches  chiera  Krc 


179 

angeschrieben  ist:  das  Quadrat  der  Geraden,  welche  die 
Durthschnittspunkte  der  gegenüberliegenden  Seilen  verbin- 
det <>  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  Tangenten, 
die  von  diesen  beiden  Durckschnittsputüden  an  die  iVri- 
pkerie  des  Kreises  gezogen  werden.  Dieser  Satz  lässt 
sieb  eben  so  leicht,  wie  die  vorhergehenden  aus  dem 
Theorem  des  Desargues  folgern. 

$.  33.  Beinahe  das  ganze  zweite  Buch  ist  den  Sät- 
zen über  Segmente  gewidmet,  welche  von  zwei  beweg- 
lichen Geraden,  die  sich  um  feste  nicht  auf  der  Peripherie 
des  Kreises  liegende  Pole  drehen  ,  auf  einer  Transversale 
gebildet  werden. 

In  den  Sätzen  14,  15. ...21  und  44,  45... .52  ist  dio 
Transversale  parallel  mit  der  Geraden,  welche  die  Pole 
verbindet.  Die  Sätze  23,  25  und  26  sind  von  derselben 
Beschaffenheit,  als  diese. 

Man  sieht  leicht ,  dass  in  allen  diesen  Sätzen  die  Seg- 
nelite, welche  dio  beiden  beweglichen  Geraden  auf  der 
festen  Transversale  bilden,  unter  einander  eine  Relation 
tob  zweiten  Grade  haben.  Der  Grund  a  priori  hiervon 
int  zugleich  ein  Mittel ,  direct  zu  den  Theoremen  des  Ste- 
wart zu  gelangen  und  sie  zu  restituiren,  wenn  sie  verloren 
gingen. 

Wenn  im  Allgemeinen  der  Durchschnittspunkt  zweier 
beweglichen  Geraden  einen  Kegelschnitt  durchläuft,  so  ha- 
ken die  Segmente,  welche  von  jenen  auf  einer  festen 
Transversale ,  die  mit  der  Verbindungslinie  der  festen  Pole 
prallet  angenommen  ist,  gebildet  werden,  eine  Relation 
vw»  zweiten  Grade;  und  umgekehrt,  wene  diese  Segmente 
âne  Relation  vom  zweiten  Grade  haben,  so  beschreibt  der 
Dnrchschnittspunkt  der  beiden  beweglichen  Geraden  einen 
Kegelschnitt  (was  wir  bei  den  Anwendungen  unsres  Princips 
der  Homographie  beweisen  werden).  Wenn  also  erstlich 
die  Curve  ein  Kreis  ist,  so  müssen  die  Segmente  unter 
i  einander  eine  Relation  vom  zweiten  Grade  haben.  Und 
'  wenn  zweitens  die  beiden  Pole  und  die  Transversale  so 
i  wie  die  Form  der  Relation  vom  zweiten  Grade,  die  Zwi- 
lchen den  Segmenten  stattfinden  soll,  gegeben  sind,  so 
wird  man  zwei  Bcdingungsgleichungen  haben,  um  auszu- 
drucken, dass  der  durch  den  Dnrchschnittspunkt  der  bei- 
den beweglichen  Geraden  beschriebene  Kegelschnitt  ein 
Kreis  ist.  Diese  beiden  Gleichungen  dienen  zur  Bestim- 
mung der  Wcrthe  von  zwei  Unbekannten  unter  einer  gros-' 
•en  Anzahl  von  willkührlichcn  Dingen,  welche  die  Coef- 
fleienten  der  Relation  bilden  werden  :  nämlich  die  Lage  der 

12* 
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beiden  Pole,   die    der  Transversale    und   die    der 
Punkte,  die  auf  dieser  Geraden  genommen  sind  and  von 
denen  aus  die  Segmente  gezählt  werden. 

Diese  Bemerkung  giebt  den  Schlüssel  zu  den  Theo- 
reinen  des  Stewart.  Sie  wendet  sich  auch  auf  verschie- 
dene andre  ähnliche  Sätze  dieses  Geometcrs  an,  welche 
Simson  in  seine  Behandlung  der  Porismen  aufgenommen 
hat.  Fermât  scheint  uns  der  erste  gewesen  zu  sein,  der 
durch  den  vierten  der  fünf  Sätze,  welche  er  unter  den 
Namen  Porismen  hinterlassen  hat,  zu  dieser  Gattung  vos 

Eigenschaften  des  Kreises  Veranlassung  gegeben  hat 

• 

§.  34.  Nachdem  Stewart  diese  Idee  in  den  aufge- 
zählten Nummern  nachgeahmt  hatte,  verallgemeinerte  er 
dieselbe  noch,  indem  er  die  Segmente  auf  einer  Transver* 
sale  von  beliebiger  Richtung  zählte.  Seine  19  Sätze,  die 
in  den  Nummern  22,  23 und  40  stehen,  drücken  sol- 
che Eigenschaften  des  Kreises  aus. 

Die  Segmente,  welche  von  den  beiden  bewegliche« 
Geraden  auf  der  Transversale  abgeschnitten  werden ,  habet 
nicht  mehr  immer  unter  einander  eine  Relation  vom  zwei- 
ten Grade,  und  man  erkennt  nicht  mehr  eben  so  leicht, 
als  im  vorigen  Fall,  die  allgemeine  Form,  welche  dei 
verschiedenen  von  Stewart  bewiesenen  Relationen  gemein- 
schaftlich ist.  Inzwischen  kommt  man  doch  dahin,  einzu- 
sehen, dass  diese  Relationen  sich  aus  folgender  allgemei- 
nen Eigenschaft  der  Kegelschnitte  ableiten  lassen: 

Es  seien  zwei  feste  Pole  und  eine  Transversale ,  welche 
die  Verbindungslinie  der  Pole  in  einem  Punkt  E  trifft  uni 
auf  dieser  Transversale  ein  fester  Punhi  O  angenommen) 
wenn  man  um  die  beiden  Pak  zicei  Gerade  drehen  laut, 
welche  die  Transversale  in  solchen  Punkten  a  und  a1  tref- 
fen, dass  man  zwischen  den  beiden  Verhältnissen  ^,  =-; 

Ka    sa 

eine  constante  Relation  hat,  in  welche  diese  Verhältnis* 
in  der  zteeiten  Potenz  eingehen,  so  wird  der  Durchschnitts* 
punhi  der  beiden  Geraden  einen  Kegelschnitt  erzeugen. 

Und  umgekehrt,  wenn  der  Durchschnittspunkt  der  bei- 
den Transversalen  einen  Kegelschnitt  durchläuft,  so  haben 

die  beiden  Verhältnisse  -rr-,    rr-t  unter  einander  eine  Reli- 

Ifirt'    ha1 

tion  vom  zweiten  Grade. 

Dieses  allgemeine  Theorem  kann  zu  einer  Menge  von 
Eigenschaften   das   Kreises   fuhren;   denn   man   hat  immer    ] 
zwei  Gleichungen,  um  auszudrücken,  dass  der  beschrie- 
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hic  Kegelschnitt  ein  Kreis  ist  Diese  Gleichungen  dienen 
ur  Bestimmung  entweder  zweier  Coefficienteu  der  Heia- 
on ,  oder  der  Lage  einzelner  Theile  der  Figur. 

$.  35.  Ich  glaube  nicht,  dass  man  die  Untcrsuchun- 
en  Stewart's  über  dergleichen  Eigenschaften  des  Kreises 
erfolgt  hat.  Heut  zu  Tage  vernachlässigt  man  diese  Art 
on  geometrischer  Spéculation,  weil  man  sich  auf  die 
uialysis  verlässt,  auf  deren  Hülfe  man  im  Nothfall  rech- 
et; und  man  giebt  sich  weiter  keine  Mühe,  die  Eigen- 
chatten  des  Kreises  zu  erforschen.  Aber  man  wurde  es 
ühlen,  dass  diese  Untersuchungen  nützlich  und  nothwen- 
%  sind ,  wenn  man  die  geometrischen  Arbeiten  der  Alten 
uid  der  Geometcr  des  letzten  Jahrhunderts  verfolgen  wollte, 
liese  Idee  scheint  mir  bei  den  Untersuchungen  von  Car- 
ot  in  seiner  Geometrie  de  position  und  in  seiner  Théorie 
es  transversales  vorzuherrschen ,  welche  Werke  sich  in 
rer  philosophischen  Auffassung,  wie  die  von  Sirason  und 
lewart,  an  die  Data  und  Poriswata  des  Euclid  auschlies- 
m,  und  welche  wirklich  solche  Ergänzungen  der  Geo- 
etrie  sind ,  wie  sie  die  Alten  für  die  praktischen  und 
eoreüscheu  Anwendungen  der  Geometrie  für  unumgäng- 
h  nothwendig  hielten. 

J.  36.  Die  Analyse,  welche  wir  von  den  Werken 
ewart's  gegeben  haben,  zeigt,  dass  sich  darin  viele 
Uze,  die  von  einander  besondre  Fälle  sind,  von  einander 
Abhängig  bewiesen  linden.  Dieses  ist  der  gewöhnliche 
d  nothwendige  Weg  für  einen  Geometer,  der  von  irgend 
lem  sehr  leichten  zu  einem  in  Etwas  allgemeinern  Satz 
rselben  Gattung  und  von  diesem  zu  einem  noch  allge- 
nnern  fortschreitet ,  so  dass  der  Beweis  eines  auch  noch 
•  weaig  allgemeinen  Satzes  den  Beweis  mehrer  seiner 
(sondern  Fälle  erfordert.  Gegenwärtig  kann  man  von 
hu  berein  und  ganz  direct  die  allgemeinsten  Sätze  be- 
etsen  und  hernach  über  sie,  in  ihrer  grössten  Allgemein- 
st genommen,  dieselben  Betrachtungen  anstellen,  wel- 
«  früher  nur  bei  ihren  einfachsten  Fällen  Anwendung 
nden.  Eine  solche  Leichtigkeit,  wodurch  die  Wissen- 
haft  so  ausserordentlich  vereinfacht  wurde,  zeigt  zur 
enüge  die  Fortschritte,  welche  dieselbe  in  letzterer  Zeit 
(macht  hat:  und  es  würde  sich  diese  Leichtigkeit  auch 
af  alle  Anwendungen  der  Geometrie,  auf  die  grossen 
on  Huygens  und  Newton  behandelten  Fragen  ausgedehnt 
•ken ,  *  wenn  nicht  in  den  zur  Bildung  und  Verbreitung 
W  Wissenschaften  bestimmten  Anstalten,  ausschliesslich 
kr  Geschmack  für  Analysis  angeregt  worden  wäre,  wo« 


durch  man  von  dem  Studium  und  der  Anwendung  der  . 
dem  Methode  abgewendet  wurde.  **) 

Stewart  kündigte  in  der  Vorrede  zu  seinen  Propi 
Hones  Gcometricae  an,  dass  er  noch  mehre  andre  We 
über  geometrische  Gegenstände  veröffentlichen  werde.  1 
wissen  nicht,  ob  man  in  seinen  Manuscripten  die  hiei 
bezüglichen  Untersuchungen  gefunden  hat 

§.  37.    Der  berühmte  Lambert,  ein  anc 
1728*— T777.  Leibnitz  wegen  der  Allgemeinheit  und  Grüi 

lichkeit  seiner  Kenntnisse,  verdient  auch  e 
Stelle  unter  denjenigen  Mathematikern,  welche  in  ei 
Zeit,  in  der  die  Wunder  der  Analysis  alle  Geister  I 
schäftigte,  noch  die  Kennlniss  und  den  Geschmack 
die  Geometrie  bewahrt  hatten,  und  es  verstanden ,  die  he 
lichsten  Anwendungen  von  derselben  zu  machen. 

Seine  zahlreichen  Werke  enthalten  an  verschiede! 
Stellen  Untersuchungen    aus    der    reinen   Geometrie; 
Allem  aber  müssen  wir  seine  Abhandlung  über  die  P 
spective  und  seine  geometrische  Abhandlung  über  die  i 
meten  anführen/ 

Die  Perspective  von  Lambert  erschien  1759  und 
einen  zweiten  Theil  vermehrt  1773,  worin  der  Verfai 
von  dieser  Lehre,  als  von  einer  geometrischen   Meth 


89)  Man  wird  ohne  Zweifel  sagen,  da««  man  in  der  Mathe 
tik,  wie  bei  jedem  andern  Zweige  der  Wisseuschaft ,  8 einer  Xelj 
folgen  müsse,  und  dass  die  Geometer  es  sich  nur  seihst  zuzuset 
beu  haben,  wenn  sie  die  Geometrie  haben  unberücksichtigt  li 
lassen.  Wir  antworten  jedoch  hierauf:  Wenn  wir  zunächst  < 
anerkennen,  dass  die  analytische  Methode,  ihrer  Universalität  wc 
vorzüglich  oder  vielleicht  ausschliesslich  in  den  Schulen  gelehrt  1 
den  mu8s,  wo  die  Mathematik  nicht  ihrer  selbst  wegeu  getri 
wird,  sondern  weil  sie  für  andre  Wissenschaften  und  zu  praktis 
Anwendung  dienlich  ist,  so  glauben  wir  doch,  dass  die  Geom« 
und  die  herrlichen  Methoden,  zu  welchen  sie  einigen  bedeutet 
G eo nietcr  11  der  beiden  letzten  Jahrhunderte  Gelegenheit  gegeben 
so  wie  die  Vervollkommnungen,  deren  sie  fähig  ist,  eine  Stelle 
den  müssten  in  denjenigen  Lehrcursen,  die  besonders  zur  Auf 
anderseUung  der  neuen  Entdeckungen  und  der  verschiedenen  1 
trinen  der  Mathematik  bestimmt  sind.  Es  werden  aber  die  am 
tischen  Wissenschaften ,  so  wie  die  Entdeckungen ,  welche  man  1 
lytisch  darstellen  kann,  allein  gelehrt;  kann  man  da  noch  sa 
dass  die  Wahl  frei  ist?  Dieso  Gleichgültigkeit  oder  vielmehr  di 
Ausschliessen  eines  so  wichtigen  Theils  der  mathematischen  Wut- 
schaft ist  keineswegs  philosophisch  und  hindert  ausserordentlich 
Fortschreiten;  denn  alle  Wissenschaften  sind  unter  einander  so 
verkettet,  dass  der  Stillstand  der  einen  auch  die  Entwiekelung 
auderu  hindert. 
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lebradi  machte  und  mehre  Sätae  bewies,  die  sich  auf 
ie  beschreibenden  Eigenschaften  der  Figuren  beziehen, 
nd  die  heul  su  Tage  zur  Theorie  der  Transversalen  ge- 
jren,  und  worin  er  die  Elemente  desjenigen  Theils  der 
eometrie  gab,  welche  man  in  letzterer  Zeit  Geometrie 
t$  Lineal*  genannt  hat 

Die  Abhandlnng  über  die  Cometen  uuter  dem  Titel: 
uigniore*  orbitue  cometarum  Proprietäten ,  in  8.,  Augsb. 
761,  enthält  in  rein  geometrischer  Sprache  viele  Eigen- 
rhtften  der  Kegelschnitte,  die  sich  auf  ihre  descriptiveu 
Lektionen  und  auf  die  Ausmessung  ihrer  verschiedenen 
lederen  beziehen,  und  macht  von  diesen  schönen  Ent- 
leckongen  Gebrauch  bei  der  Bestimmung  der  Bewegung 
1er  Cometen. 

Mao  bemerkt  darin  folgende  äusserst  wichtig  gewor- 
eoe  Eigenschaft  der  Ellipse: 

Wenn  man  in  zwei,  über  derselben  grossen  Axe  be- 
triebenen Ellipsen  zwei  solche  Bögen  annimmt ,  dass  ihre 
krden  gleich  sind  und  dass  ausserdem  die  Summen  der 
wiii  vectores,  die  von  den  Brennpunkten  dieser  Ellipsen 
tpective  nach  den  Endpunkten  dieser  Bögen  gezogen  sindf 
m  «frier  einander  gleich  sind,  so  verhalten  sich  die  Sec- 
ren,  die  in  jeder  Ellipse  zwischen  dem  zugehargen  Bogen 
d  den  beiden  Leitstrahlen  liegen ,  wie  die  Quadratwurzeln 
\$  den  Parametern  der  Ellipsen.    (Sect.  4,  Lemma  26.) 

Wenn  man  die  Ellipse  als  eine  Planetenbahn  ansieht 
td  statt  der  Sectorcn  die  Zeiten  substituirt,  welche  zum 
irchlaufcn  ihrer  Bögen  gebraucht  werden,  da  sich  nach 
m  Princip  Ncwton's  die  Zeit  wie  die  Fläche  des  Sec- 
rs,  dividirt  durch  die  Quadratwurzel  aus  dem  Parameter, 
irfaält,  so  schhesst  man  hieraus,  dass  in  den  beiden  ge- 
tonten Ellipsen  die  zum  Durchlaufen  der  beiden  Scctoreu 
brauchten  Zeiten  dieselben  sind. 

Dieses  Theorem  bietet  das  Mittel  dar,  die  Bcrcch- 
ing  der  Zeit,  welche  zur  Beschreibung  eines  gegebeneu 
llipaenbogens  gebraucht  wird,  auf  die  Zeit  für  den  Bo- 
rn irgend  einer  andern  Ellipse,  welche  dieselbe  grosse 
ie  hat,  zurückzuführen,  selbst  auf  die  Zeit  fur  einen 
keil  der  grossen  Axe,  wenn  man  annimmt,  dass  die 
Hipse  durch  das  Verschwinden  der  conjugirten  Axe  mit 
ieser  grossen  Axc  zusammenfallt  und  dass  der  beweg» 
che  Punkt  diese  Axe  durchläuft. 

So  einfach  diese  geometrischen  Betrachtungen  auch 
ùd,  so  haben  sie  doch  hingereicht,  um  Lambert  zu  dem 
richtigsten  Theorem  aus  der  Theorie  der  Cometen  zu 
fahren,    fur  welches  die  Beweise,    welche   man  seitdem 
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vermittelst  des  Calculs  gegeben  hat,  die  ganze  Hülfe 
höchsten  Analysis  erfordern. 

Die  Eigenschaft  der  Ellipse,  auf  welcher  dieses  Thi 
rem  beruht,  kommt  auch  den  Sectoren  der  Hyperbel 
was  Lexell  in  einem  Memoire40),   worin   er  verschied* 
andre   Eigenschaften    der  Kegelschnitte  nachweist,    diu 
einfache  geometrische  Betrachtungen  bewiesen  hat 

Lambert  ist  oft  auf  die  Theorie  und  auf  die  Berec 
nung  der  Planetenbahnen  zurückgekommen  und  hat  v 
der  Geometrie  eine  nützliche  Anwendung  gemacht,  haoj 
sächlich  um  für  die  Analysis  graphische  Construction 
zu  Substituten,  welche  zur  Bestimmung  einer  Comète 
bahn  aus  drei  Betrachtungen  dienen  können.  41) 

Bei  den  uneudlichen  Arbeiten  Lambert's  können  i 
nicht  alle  anderen  Titel  aufsuchen,  um  sie  zur  Kennta 
Derer  zu  bringen,  welche  Geschmack  an  der  reinen  Gc 
metrie  finden,  weil  die  grösste  Zahl  seiner  Abhandlung 
deutsch  geschrieben  sind. 

§.  38.  Wir  schliessen  hiermit  die  Uebersicht  i 
die  Fortschritte  und  Ergebnisse  der  Geometrie  im  18 
Jahrhundert,  welche  unsere  vierte  Epoche  bilden.  DieJ 
Wendung  und  der  Geschmack  für  diese  Art  von  Spen 
tion  erlöschen ,  und  wir  finden  nur  isolirte  Untersucuuii| 
in  den  academischen  Sammlungen.  Mehre  jedoch  könn 
uns  Gelegenheit  geben,  berühmte  Namen,  wie  Euler,  I 
grange,  Fuss,  Lexell  u.  A.  anzuführen,  und  wir  könn 
bisweilen  durch  Verallgemeinerung  der  ersten  Result 
dieser  berühmten  Geometer  vermittelst  neuer  Methoi 
nachweisen,  dass  die  Geometrie  in  der  letztern  Zeä  in  « 
That  Fortschritte  gemacht  hat  und  dass  sie  wesentlich 
Vervollkommnungen  fähig  ist,  deren  Ergebniss  die  V< 
ringerung  der  Kluft  sein  wird,  welche  gegenwärtig  dii 
Wissenschaft  von  dem  Calcul  trennt. 

Aber  neue  Entwickelungen  würden  uns  von  dem  Ei 
dieser  Schrift,  zu  dem  wir  eilen  müssen,  entfernen. 


40)  Nova  Acta  Petropolitana ,  tom.  I,  1783. 

41)  Diese  Methode  ist  aus  einander  gesetzt  und  auf  mehre  I 
spiele  angewandt  in  dem  dritten  Tlieil  der  Sammlung  verneble*« 
Abhandlungen  von  Lambert,  betitelt:  Beiträge  zur  Mathematik* 
Berlin  17G5  -  1772.     Vier  Bände  in  8. 


Fünftes    Kapitel. 


Fünfte   Epoche. 

$.  1 .  In  der  letztern  Zeit  wurde  die  reine 
lemetrie,  nach  einer  Ruhe  von  beinahe  einem  GtJ^rie^ 
ihrhundert,  um  eine  neue  Doctrin,  die  fte- 
émbende  Geometrie,  bereichert,  welche  die  nothwendige 
JtiitzuDg  der  analytischen  Geometrie  des  Descartes  war, 
■i  welche,  wie  diese,  ungeheure  Resultate  liefern  und 
iae  neue  Aera  in  der  Geschichte  der  Geometrie  bezeich- 
nen musste.    Ilir  Schöpfer  ist  Monge. 

Sie  hat  einen  doppelten  Zweck:  erstlich,  in  einer 
benen  Fläche  alle  Körper  von  bestimmter  Form  darzu- 
teüen  und  die  graphischen  Operationen  so  in  ebene  Con- 
ftruetionen  umzuformen ,  wie  es  im  Räume  auszuführen 
möglich  wäre, 

und  zweitens,  aus  dieser  Darstellung  der  Körper  ihre 
^thematischen  Beziehungen  abzuleiten ,  welche  aus  ihrer 
Gestalt  und  ihrer  gegenseitigen  Lage  entspriugen. 

Diese  herrliche  Schöpfung,  welche  ursprunglich  fur  die 
Wüsche  Geometrie  und  für  die  davon  abhängigen  Künste 
stimmt  war,  bildet  in  der  That  die  allgemeine  Theorie, 
ffeil  sie  auf  eine  kleine  Zahl  von  abstracten  und  unver- 
änderlichen Principien  und  auf  leichte  und  immer  ganz  be- 
stimmte Constructionen  alle  die  geometrischen  Operationen 
torückfuhrt,  welche  sich  in  der  Steinschneidekunst,  Zim- 
tonnannskunst,  bei  der  Perspective,  der  Fortification,  der 
Ooomonik  u.  s.  w.  darbieten,  und  welche  früher  nach  un- 
Vuammenhängcndcn ,  nicht  bestimmten  und  zu  wenig  gc- 
**»en  Verfahrungsarten  ausgeführt  wurden.     (S.  die  Note 
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§.  2.  Aber  ausser  der  Wichtigkeit,  welche  sie  we- 
gen dieser  ersten  Bestimmung  erhielt ,  wodurch  allen  con- 
struireiiden  Künsten  vin  Character  von  Rationalität  und 
Präcision  gegeben  wurde,  iiatte  die  beschreibende  Geo- 
metrie noch  einen  andern  sehr  wichtigen  Einfluss  weg» 
der  wesentlichen  Dienste,  welche  sie  in  vielfacher  Hin- 
sicht der  rationellen  Geometrie  und  den  mathematischen 
Wissenschaft  im  Allgemeinen  leistete. 

Die  beschreibende  Geometrie,  welche  nichts  weiter 
als  eine  graphische  Uebertragung  der  allgemeinen  und  ra- 
tionellen Geometrie  ist,  diente  in  der  That  als  leitenden 
Licht  bei  den  Untersuchungen  der  analytischen  Geometrie 
und  bei  der  Bcurthcilung  ihrer  Resultate.  Durch  die  Na- 
tur ihrer  Operationen,  welche  zum  Zweck  haben,  eint 
vollständige  und  bestimmte  Verbindung  zwischen  den  in 
der  Ebene  wirklich  verzeichneten  Figuren  und  den  im 
Räume  gedachten  Körpern  herzustellen,  machte  sie  nan* 
mit  den  Formen  dieser  Körper  vertraut,  Hess  uns  diesel- 
ben in  der  Vorstellung  genau  und  schnell  auffassen  und 
verdopelte  so  die  Mittel  fur  unsre  Nachforschungen  in  der 
Wissenschaft  der  Ausdehnung. 

Die  Geometrie  kam  auf  diese  Weise  dahin,  ihre  All* 
gemeiuheit   uud    ihre    anschauliche  Klarheit  leichter  über' 
die  Mechanik  und  die  physikalisch -mathematischen  Wis- 
senschaften zu  verbreiten. 

Dieser  nützliche  Einfluss  der  beschreibenden  Geometrie 
erstreckte  sich  natürlich  auch  auf  unsern  Stil  und  unsre 
Sprache  in  der  Mathematik,  welche  sie  geläufiger  und 
klarer  machte,  indem  sie  uns  von  der  Complication  der 
Figuren  befreite,  welche  die  Aufmerksamkeit  von  der 
Grundidee  abzog  und  die  Vcrsiunlichung  hinderte. 

Mit  Einem  Wort,  die  beschreibende  Geometrie  war 
dazu  geeignet ,  unser  Auffassungsvermögen  zu  stärken  und 
zu  entwickeln,  unserm  Urtheil  mehr  Genauigkeit  und  Si- 
cherheit, und  unsrer  Sprache  Präcision  und  Klarheit  m 
verleihen.  In  dieser  Hinsicht  war  sie  den  mathemati- 
schen Wissenschaften  im  Allgemeinen  von  unendlichen 
Nutzen. 

§.  3.  Indem  man  sie  ins  Besondere  als  eine  einfache 
geometrische  Lehre  betrachtet,  sehen  wir  noch,  dass  lis 
in  der  Wissenschaft  der  Ausdehnung  bedeutende  Hülfe 
leistet.  Denn  durch  ihre  Principien  und  dadurch,  dass  sie 
die  beständige  Beziehung  zwischen  den  Figuren  von  drei 
Dimensiouen  und  den  ebenen  Figuren  augiebt,  wird  se 
ein   brauchbares  Alittcl   für  die  Untersuchung  und  fur  de» 
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»weis  in  der  rationellen  Geometrie  und  durch  ihre  Vcr- 
i/ungsarten,  welche  in  der  praktischen  Geometrie  das 
id,  was  die  vier  arithmetischen  Regeln  in  der  Analysis, 
iet  sie  ein  Mittel  zur  Auflösung  a  priori  bei  solchen 
ifgaben  dar,  in  welchen  die  sonst  Alles  vermögende 
ometrie  des'Descartcs  durch  Hindernisse  sich  gehemmt 
k,  auf  die  sogar  die  Algebra  stiess. 

§.  4.  Monge  gab  in  seinem  Traité  de  Géométrie  de- 
ripthre  die  ersten  Beispiele  von  der  Nützlichkeit  der  in- 
gen  und  systematischen  Vereinigung  der  Figuren  dreier 
înensionen  und  der  ebenen  Figuren.  Mit  Hülfe  dieser 
etrachtungen  bewies  er  mit  einer  seltenen  Eleganz  und 
lift  vollkommener  Evidenz  die  schönen  Theoreme,  welche 
m  Theorie  der  Pole  bei  den  Curven  des  zweiten  Grades 
machen;  die  Eigenschaften  sämmtlichcr  Aehnlichkeits- 
mkte  bei  drei  Kreisen ,  dass  je  drei  von  ihnen  in  gerader 
iaie  liegen;  und  verschiedene  andre  Sätze  der  ebenen 
GOflietne. 

Seitdem  haben  die  Schüler  Monge's  diese  Geometrie 
il  Erfolg  cultivirt,  und  zwar  auf  eine  merklich  neue  Art, 
elcher  man  oft  mit  Hecht  den  Namen  der  Schule  des 
lange  gegeben  hat,  und  welche  darin  besteht,  dass  in  die 
tone  Geometrie  die  Betrachtungen  der  Geometrie  dreier 
niensionen  eingeführt  werden.  Die  auf  diese  Art  ge- 
seilten Entdeckungen  sind  zahlreich  und  ihre  Auseinan- 
Msetzung  bildet  gewiss  eine  interessante  Parthie  in  der 
•schichte  der  Geometrie;  wir  könuen  uns  jedoch  hier 
cht  erlauben,  genauer  darauf  einzugehen,  weil  wir  da- 
lrch  unser  Werk  zu  sehr  ausdehnen  würden.1) 

§•  5.  Das  Verfahren,  wodurch  Monge  die  Figuren 
i  Räume  in  ebene  Figuren  umwandelt,  vermittelst  senk- 
whter  Projection  auf  zwei  unter  einander  rechtwinklige 
ibtaea,  bietet  ein  vorzügliches  Mittel  dar,  um  eine  Menge 
oo  Sitzen  aus  der  ebenen  Geometrie  an  Figuren  zu  ent- 


1)  Der  eine  der  Geometer,  welche  zuerst  die  ganze  Wichtigkeit 
feter  Methode  erkannten,  war  Brianchou,  welcher  in  einem  Me- 
Mire  (im  13ten  Heft  de*  Journal  de  l* école  polytechnique,  1810) 
wae  und  weitläufige  Betrachtungen  Aber  diesen  Gegenstand  anstellte, 
m  denen  uns  Poncelet  sagt,  da«*  er  ihnen  die  erste  Idee  zu  den 
Khtoen  und  zahlreichen  geometrischen  Untersuchungen  verdanke, 
wecke  in  seinem  Traité  fies  i»ropriétês  projektives  enthalten  sind. 
Aach  verdankt  die  .Schule  des  Monge  dem  Gergonne  sehr  viel,  welcher 
&f  «cht  allein  durch  seine  eigenen  Arbeiten  sehr  viel  nützte,  son- 
*ra  auch  dadurch ,  dass  er  die  Arbeiten  der  alten  Schiller  der  po- 
tjtelUMKaea  Schule  in  »eine  Annaleu  des  Mathématiques  aufnahm. 
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decken,   welche   au*  «1er  Vereinigung   dieser  beiden  Prt* 
jeetinucn  entstellen ,    so   das»   en   keine  Zeichnung  {épmt) 
in  der  beschreibenden  (■comclric  giebt ,  welche  nicht  irjgeai 
ein  Theorem   der   ebenen    (icomctric   ausdrückte.      Bei 
meisten  dieser  Theoreme  linden  sich  Linien,  die  unter 
ander  parallel  sind  und  util*  der  Durchnehmt  tslinie  der 
den    Projcctionsebcuen  senkrecht   stehen;    wenn    man 
hernach    von   dieser    Figur   die  Perspectiv   in  irgend  eiMff 
Kbcue  nimmt,  so  laufen  die.se  Linien  in  einem  Punkte  WEß  \ 
stammen    und    das    Theorem    erhalt    eine   grössere   AHfH  i 
meiuheit.  j 

Hierin  erkennt  man  offenbar  ein  sehr  fruchtbarea 
tel,    um  eine  .Menge  von  Nutzen  aus  der  reinen  Cieo 
auf  eine  ganz  neue  und  ganz  besondre  Art  nachzuw 
Mau    wird   z.  U.   grössten   Thcils    wenn    nicht    alle 
aus   der  Theorie   der   Transversalen    und   die  meist 

geuschaftcti    der    Kegelschnitte    auf  diese   Art   uachw f 

können.  i 

* 

So  wird  z.  K.   bei   der  Auffindung  des  DurchschaiU*»  \ 
nuukts  dreier  Kbeueti  dieser  Punkt  der  Durchschnitt 
|e   zweier   von   den   drei    geraden  Linien   sein,   in 
sich  diese  Ebenen    schneiden,   und   die  Prvjectionen  dk 
drei  Geraden  in  einer  der  beiden  i^rojeetiunaebenen 
sich  in  Einem   Vanité  aihneiden*     Hieraus    entsteht 
bar  der  Ausspruch  folgenden  Theorems: 

tl'enn  man  in  einer  Elienc  zwei  Dreiecke  hat  % 
Seiten,  zwei  und  zuei%  in  drei  Punkten  znuimmenlmmfn\ 
tue  auf  Einer  Geraden  L  liegen ,  untl  man  zieht  dmrth 
einen  willkuhrlich  gewühlten  hinkt  drei  Gerade  nach  dm 
Scheiteln  de*  ersten  Dreieck*  %  u  eiche  in  ihrer  1'erlängenaQ 
tlie  Linie  L  in  drei  Punkten  schneiden  %  »<j  werden  die  fr» 
raden  Linien  %  u  eiche  mn  diesen  drei  Paukten  respeditt 
nach  den  drei  Scheiteln  den  Dreieck*  gezogen  werden,  • 
Einem  l*ltnkte   zn*ummenlaufenm 

Aus  diesem  Theorem  hessen  sich  mehre  Kolgeruajgea 
ziehen  ;  wir  begnügen  im*  jedoch  zu  bemerken .  das*  mtm 
daraus  den  früher  |2tc  Kpochc.  $.  *>)  erwähnten 
de*  Dc*argues  als  C'orollar  ubleiten  kumi .  zu  wrl 
Knde  man  nur  iiiizuiichmcu  luit ,  das*  der  willkuhrlich  g** 
zahlte  Punkt  der  Durchsflmiltspunkl  zweier  von  dem  «M 
lieradeu  ist ,  welche  dir  Scheitel  dos  crMcn  Dreiecks  ma 
den  ccrrrspondircudcu  Scheiteln  lies  y.w  nlcu  verbindet. 

Die  CoiisiriiiiMiii  der  Durchsrhiiiltslniicn  einer  Kbraf» 
welche  durch  drei  Punkte ,  deren  Projcctione  n  eegeaft 
suid ,    gehen    soll,    luhrt    zu    einem    dem    \ or  hergehende* 
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inlicben  Theorem,   welches    als  Corollar  das  Reciproke 
m  dem  des  Desargues  hat. 

Diese  Art  des  Beweises  fuhrt  mit  gleicher  Leichtig- 
st bu  den  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  und  selbst  zu 
nen  der  Curvcn  aller  Grade.  Man  denke  sich  z.  B.  in 
r  Horizontal  -  Ebene  einen  Kegelschnitt,  welcher  die 
tsis  eines  Cylinders  ist,  fur  welchen  die  Richtung  seiner 
ntenlinien  gegeben  sein  mag;  daranf  construire  man  den 
irchschnitt  dieses  Cylinders  mit  der  Vertical  -  Ebene  und 
Ide  die  Perspective  dieser  Figur  (épure)  in  irgend  einer 
bene,  so  wird  man  eine  Figur  erhalten,  welche  einen  ersten 
egelschnitt  darstellt,  der  beliebig  gezogen  ist,  und  einen 
raten,  der  vermittelst  des  ersten  durch  den  Durchschnitt 
trader  Linien,  die  von  zwei  festen  Punkten  ausgehen, 
Mtruirt  wurde.  —  Wenn  man  statt  des  ersten  Kegel- 
fcnitts  eine  Curve  von  einem  beliebigen  Grade  wählt,  so 
hält  man  eine  zweite  Curve,  welche  von  demselben 
rade  ist. 

Man  sieht  hierin  das  Mittel,  in  einer  Ebene  irgend 
ne  Curve  in  eine  andre  desselben   Grades  zu  transfor- 


Es  ist  klar,  dass  sich  die  Tangenten  an  der  zweiten 
pire  vermittelst  der  Tangenten  an  der  ersten  bestimmen 
ssen,  nnd  dass  sich  diese  Tangenten,  zwei  und  zwei, 
solchen  Punkten  schneiden,  die  in  gerader  Linie  liegen. 
iese  Gerade  wird  die  Durchschnittslinie  der  beiden  Pro- 
cttons-  Ebenen  sein.  —  Dieser  Umstand  bietet  offenbar 
n  Theorem  aus  der  Geometrie  dar,  welche  sich  auf  Cur- 
ia aller  Grade  bezieht. 

Wir  wollen,  als  letztes  Beispiel,  einen  verticalen  Cy- 
ider  annehmen,  der  zur  Basis  in  der  Horizontal  -  Ebene 
nen  Kegelschnitt  hat,  und  ihn  durch  eine  ganz  willkühr- 
rh  gewählte  Ebene  schneiden;  dann  wird  die  Projection 
?r  Durchschnitts- Curve  in  der  Vertical  »  Ebene  ein  zwei- 
r  Kegelschnitt  sein.  Die  Tangenten  an  diesen  beiden 
egelschnitten  werden  sich  je  zwei  und  zwei  entsprechen, 
dem  sie  die  Projcctionen  jeder  Tangente  darstellen ,  wel- 
le an  der  Durchschnittscurve  des  Cylinders  und  der  Trans- 
mal- Ebene  gezogen  wird;  wenn  man  also  vermittelst 
«•er  Projcctionen  die  Punkte  im  Räume  sucht,  in  wel- 
ken diese  Tangenten  eine  dieser  Projections  -  Ebenen  tref- 
ft«, so  werden  diese  Punkte  eine  gerade  Linie  bilden, 
reiche  die  Durchschnittslinie  der  Transversal  -  Ebene  mit 
lv  Projections  -  Ebene  ist.  Dieser  Umstand  fuhrt  zu  einer 
^meinen  Eigenschaft  der  beiden  Kegelschnitte,  welche 
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die  Projectionen  des  im  Räume  gelegenen  Kegelach 
sind.  Bildet  man  hiervon  die  Perspective  in  einer  B 
so  folgt  daraus  eine  allgemeine  Eigenschaft  des  Syi 
irgend  zweier  Kegelschnitte,  nämlich: 

Wenn  man  durch  den  Durchschnittspunkt  der  l 
gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  Kegelschnitte  in 
Ebene  eine  beliebige  Transversale  zieht ,  welche  jed 
beiden  Curven  in  zwei  Punkten  trifft ,  und  wenn  •»< 
diesen  Punkten  die  Tangenten  zieht  y  so  teerden  sie 
Tangenten  der  ersten  Curve  mit  den  Tangenten  der  < 
ten  in  vier  Punkten  schneiden ,  von  denen  je  zwei  auf 
festen  Geraden  liegen,  welche  auch  die  Transversale 
mag  y  die  durch  den  Durchschnittspunkt  der  beide* 
meimchaftlichen  Tangenten  der  Kegelschnitte  gezogen 

Es  giebt  noch  mehre  andre  Arten,  durch  Betrad 
gen  der  körperlichen  Geometrie  dieses  fur  die  Theori 
Kegelschnitte  so  wichtige  Theorem  zu  beweisen; 
wenn  man  durch  eine  Curve  des  zweiten  Grades  zwe 
gel  legt,  deren  Scheitel  zwei  beliebige  Punkte  im  H 
sind,  und  man  sucht  die  zweite  Durchschnittscurve  < 
beiden  Kegel,  so  wird  diese  ein  zweiter  Kegelschnitt 
Die  Relationen  zwischen  diesen  beiden  Curven ,  welcl 
Räume  auf  zwei  Kegeln  liegen,  sind  leicht  zu  erk« 
Wenn  man  nun  den  Riss  (épure')  construirt,  welch« 
Projection  des  zweiten  Kegelschnitts  in  der  Eben« 
ersten  geben  wird,  so  erhält  man  ein  System  zweiei 
gclschnitte  in  Einer  Ebene,  fur  welche  alle  Relation« 
beiden  Curven  im  Räume  interessante  Eigenschafte: 
geben ,  worunter  sich  auch  das  eben  ausgesprochene  r 
rem  befindet. 

§.  7.  Diese  Beispiele  reichen  hin ,  um  zu  zeigen 
jeder  Entwurf  (épure)  der  beschreibenden  Geometri 
Theorem  der  ebenen  Geometrie  ausdrücken  kann,  nn 
glauben  behaupten  zu  können ,  dass  dieser  Weg  zu 
reichen  Fundgrube  von  geometrischen  Wahrheiten 
In  dieser  Hinsicht  bietet  die  beschreibende  Geometri 
Monge  eine  Methode  der  rationellen  Geometrie  dar. 
wollen  sie  die  Methode  der  Umwundiung  der  Figuren  (i 
mutation  des  figures)  nennen. 

Ausser  diesem  ersten  Resultat  der  beschreibenden 
metrie,  der  Umwandlung  von  Eigenschaften  der  Fi 
dreier  Dimensionen  in  Eigenschaften  ebener  Figuren , 
sen  wir  noch  eine  andre  besondre  Anwendung  dieser 
metrie  anmerken,  dass  sie  nämlich  zu  unendlich 
Mitteln  fuhrt,    in  der  Ebene  Figuren    in    andere  Fi 
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dereelbcn  Art  zu  transformircn,  so  wie  es  De  La  Hiro 
und  Newton  gelhau  haben.  Besonders  bietet  sie  unend- 
lich viele  Mittel  dar,  uni  den  Zweck  zu  erreichen,  wcl- 
rlien  sich  De  La  Hire  vorgesetzt  hatte,  in  der  Ebene 
i  ermittelst  des  Zirkels  die  verschiedenen  Kegelschnitte  zu 
«schreiben  und  so  die  Operationen  der  Perspective  auf 
lie  Ebene  zu  übertragen.  Es  reicht  in  der  That  hin,  sich 
inen  Kegel  mit  kreisförmiger  Basis  zu  denken,  dessen 
Icheitel  irgend  ein  Punkt  im  Räume  ist,  und  diesen  Kegel 
lurch  eine  willkührlich  gelegte  Ebene  zu  schneiden:  der 
Schnitt  wird  ein  Kegelschnitt  sein,  von  dem  eine  dcrPro- 
ccüoncn  als  eine  Tranxformirte  einer  der  Projectionen  der 
kegeibasis  betrachtet  werden  kann;  und  da  diese  Trans- 
[bnnirte  sich  durch  ebene  Operationen  construiren  lässt, 
10  findet  sich  dadurch  der  Zweck  De  La  Ilire's  erreicht. 

Diese  allgemeine  Auflösung  des  Problems  von  De  La 
Bire  wird,  wie  man  es  aus  der  Unbestimmtheit  der  ver- 
schiedenen Daiu  der  Aufgabe  vermuthen  kann,  zu  einer 
grossen  Anzahl  von  verschiedenen  Methoden  fuhren  und 
«an  wird  auf  mehre  Arten  zu  der  des  De  La  Hire  ge- 
sogen. 

$.  8.  Man  hat  zwar  die  Dienste  anerkannt,  welche 
Kongc  dadurch  leistete,  dass  er  uns  mit  den  Betrachtun- 
gen der  Geometrie  dreier  Dimensionen  vertrauter  machte 
ind  uns  lehrte,  abwechselnd  von  dieser  Geometrie  zur 
sbeoen  und  rückwärts  von  dieser  wieder  zu  jener  über- 
ngehen;  man  hat  aber  wohl  nicht  in  der  besondern  Art 
Je»  Beweises,  wovon  wir  Beispiele  angeführt  haben,  die 
ranze  darin  enthaltene  Wichtigkeit  erkannt,  theils  weil 
Sie  geometrischen  Wahrheiten,  auf  welche  man  dabei  zu- 
rückgeführt werden  kann,  zum  grossen  Theil  damals  noch 
neu  waren,  theils  auch,  weil  es  das  erste  Beispiel  einer 
Umtcandlung  (Iransmitlatioti)  von  Figuren  dreier  Dimen- 
sionen in  ebene  Figuren  und  umgekehrt  war.  Die  Dienste, 
welche  von  der  bis  dahin  allein  gebräuchlichen  Art  der 
Transformation,  von  der  Perspective  geleistet  waren,  von 
der  Pascal  einen  so  glücklichen  Gebrauch  gemacht  und  bei 
welcher  De  La  Hire  in  seinem  Traité  des  planiconiques 
■lie  Operationen  auf  ebene  Constructionen  zurückgeführt 
hat,  waren  von  der  Art,  dass  sie  den  ganzen  Vortheü 
dar  andern  Transformationsarten,  die  sich  im  Räume  oder 
ii  der  Ebene  darbieten  können ,  begreiflich  machten. 

Ausserdem  aber,  wenn  man  über  das  Verfahren  der 
Algebra  nachdenkt  und  den  Grund  aufsucht,  weshalb  sie 
■•  ungeheure  Vortheilc  in  die  Geometrie  gebracht  hat,  sieht 
da  nicht,   dass  sie  einen  grossen  Theil  dieser  Vor- 


theile  der  Leichtigkeit  der  Transformationen  verdankt,  wel- 
chen man 'die  von  Anfang  herein  eingeführten  Ausdrückt 
unterwirft?  Transformationen,  deren  Geheimniss  und  11» 
rhanismus  die  wahre  Wissenschaft  bilden  und  der  besti* 
dige  Gegenstand  für  die  Untersuchungen  der  Analyato 
sind.  Ist  es  nicht  natürlich,  zu  versuchen,  in  die  reine  Geo- 
metrie analoge  Transformationen  einzuführen,  welche  un- 
mittelbar auf  den  gegebenen  Figuren  und  ihren  Relation« 
beruhen  ? 

Die  Theorie  der  stenographischen  Projection,  vernfif 
deren  man  auf  Systeme  von  ähnlichen  und  ähnlich  liegen- 
den Kegelschnitten  (worunter  sich  auch  gerade  Linien  in 
Punkte  befinden  können)  die  natürlichen  und  evident« 
Eigenschaften  der  Systeme  ebener  Curven,  die  auf  eine 
Oberfläche  zweiten  Grades  verzeichnet  sind,  anwende! 
diese  Theorie,  sag'  ich,  ist  klarer  Beweis  für  die  Vortheil 
der  geometrischen  Transformationen.  Verschiedene  Metho 
den,  welche  sich,  wie  wir  zeigen  werden,  an  die  beide 
allgemeinen  Principicn  in  der  Lehre  von  den  ausgedehnte 
Grössen,  die  Dualität  und  die  Homographie  der  Figurai 
anschliessen,  sind  solche  Mcthodcu  der  Transformation. 

Diese  Gattungen  von  Methoden,  deren  Nützlichkeit  ui 
hinlänglich  erwiesen  scheint,  verdienen  cultivirt  zu  werdet 
und  wenn  wir  nicht  irren,  so  werden  die  Geometer,  wd 
che  über  diesen  Gegenstand  nachdenken  wollen ,  noch  rael 
die  philosophische  Wichtigkeit  der  Methode  der  Transfoi 
mation  würdigen  lernen,  als  wir  es  versucht  haben  ai 
den  Principicn  der  beschreibenden  Geometrie  von  Mong 
hervortreten  zu  lassen. 

§.  9.  Die  Lehren  des  Monge  habe 
Geometrie  per-  8chojl  zu  eincm  Wcrke  derselben  Gattan 
spective*     von  ,T         ,  .  ,  .  ,     ,. 

Cousinery.      veranlassung    gegeben,    von    dem    sich  hie 

durch  Anticipirung  zu  sprechen  die  Gelegen 
heit  darbietet,  die  Geometrie  perspective  von  Cousiner} 
Ingenieur  der  Brücken  und  Wege  (in  4.,  1828),  welch 
dadurch  von  der  Methode  des  Monge  verschieden  ist,  daf 
der  Verfasser  nur  von  einer  einzigen  Projection  oder  Per- 
spective auf  eine  Ebene  Gebrauch  macht. 

Eine  Ebene,  welche  irgend  wie  im  Räume  liegt,  wifl 
in  dem  Entwurf  (épure)  durch  zwei  parallele  Gerade  b* 
stimmt,  von  denen  die  eine  die  Durchschnittslinic  dieen 
Ebene  mit  der  Projectionsebene  ist ,  und  die  zweite  dfc 
Durchschnittslinic  einer  zweiten  Ebene,  welche  durch  du 
Auge  oder  den  Centralpunkt,  von  weichein  die  projeeire* 
den  Linien  ausgehen,   parallel  mit  der  ersten  Ebene  gcleg! 
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L  Bine  Gerade  wird  auf  analoge  Art  durch  zwei  Punkte 
»stimmt,  von  welchen  der  eine  der  ist,  in  welchem  die 
ende  die  Projectionsebene  trifft,  und  der  zweite  dor- 
nige, in  welchem  eine  zweite  Gerade,  die  durch  das 
oge  parallel  mit  der  ersten  gezogen  wird,  durch  dieselbe 
tone  geht.  Um  einen  Punkt  zu  bestimmen,  muss  man 
rei  Gerade  kennen,  auf  welchen  er  zu  gleicher  Zeit  liegt, 
m  denen  die  eine  durch  das  Auge  gehen  und  sich  auf 
nen  Punkt  in  der  Perspective  reduciren  kann.  Diese 
orschriften  sind  einfach  und  geistreich;  die  Zeichnuugen 
?ptfret),  auf  welche  sie  fuhren,  sind  nicht  zu  sehr  com- 
lictrt  und  sind  wie  die  in  der  beschreibenden  Geometrie 
on  Monge  dazu  geeignet,  verschiedene  Theoreme  der 
leonietrie  auszudrucken,  wie  es  Cousinery  gezeigt  hat* 

Ohne  dieVortheile  zu  untersuchen,  welche  diese  Me- 
lode  vielleicht  in  industrieller  Hinsicht  wird  darbieten 
innen,  d.  h.  als  ein  der  beschreibenden  Geometrie  von 
longa  ähnliches  Hülfsmittel  fur  die  construirenden  Künste, 
etrachten  wir  sie  nur  als  ein  Mittel  zur  Transformation 
»  Figuren  und  als  eine  Methode  fur  die  Aufsuchung  und 
m  Beweis  einer  Menge  von  geometrischen  Wahrheiten; 
Ml  in  dieser  Hinsicht  scheint  sie  uns  die  Aufmerksamkeit 
Br  Liebhaber  der  Geometrie  zu  verdienen.  Indem  Cousi- 
ny  sich  auf  einige  Beispiele  beschränkte,  welche  hin- 
ziehend waren,  die  Nützlichkeit  seiner  Methode  darzu- 
nm,  eröffnete  er  ein  neues  Feld  fur  geometrische  Spe- 
ilationen,  auf  welchem  man  sicher  sein  kann,  noch  eine 
ächliehe  Nachlese  zu  halten. 

$.  10.      In   Bezug   auf  die  beschreibende 
leonietrie  von  Monge  bleibt  uns   noch   übrig,    Beweisart 
oa  dem  Einflüsse   zu  sprechen,   den   sie  auf 
ie  Fortachritte    der   Geometrie  gehabt  hat,    indem  hier- 
weh    in    die  Wissenschaften    eine   Beweisart    eingeführt 
rarde,  welche  die  Alten  als  eine,  mit  ihren  strengen  Prin- 
ipien    unvereinbare    Freiheit    verworfen    hatten,    welche 
her   unter  den   Händen   von  Monge  und  den   Geometera 
einer  Schule  zu  den  glücklichsten  Resultaten  geführt  hat. 

Um  diese  Methode  zu  erklären,  führen  wir  an:  »dass 
ie  darin  besteht,  die  Figur,  an  welcher  man  irgend  eine 
Ogemeine  Eigenschaft  beweisen  will,  unter  solchen  Um- 
tfaden  der  allgemeinen  Construction  zu  betrachten,  in 
hnen  das  Vorhandensein  gewisser  Punkte,  gewisser  Ebe- 
mb  oder  gewisser  Linien,  welche  unter  andern  Umstän- 
faa.  imaginär  werden,  den  Beweis  erleichtert.  Darauf 
sendet   man    dieses    Theorem,    welches    man    auf    diese 

G»**,  der  Geom.  13 
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Weise  bewiesen  hat,  auf  die  Fälle  der  Figur  an,  in  wet 
chen  diese  Punkte,  diese  Ebenen  und  Linien  imaginfl 
werden;  d.  h.  man  betrachtet  es  als  wahr  unter  allen  Da- 
ständen der  allgemeinen  Constructionen,  welche  diese  Fi- 
gur, worauf  sich  dasselbe  bezieht,  darbieten  kann."  Die 
Geometrie  von  Monge  liefert  viele  schöne  Beispiele  vot 
dieser  Art  zu  verfahren. 

Um  z.  B.  zu  beweisen,  dass  bei  Kegeln,  welche  Ober- 
flächen zweiten  Grades  umgeschrieben  sind,  und  welche  ihn 
Scheitel  in  einer  geraden  Linie  haben,  die  Ebenen  der  Beruh- 
rungscurven  alle  durch  eine  Gerade  gehen,  nimmt  Monge 
an,  dass  man  durch  die  gerade  Linie,  welche  der  Ort  fit 
die  Scheitel  der  Kegel  ist,  zwei  tangirendc  Ebenen  an  die 
Oberflachen  legen  kann.  Die  Beriïhrungscurven  der  Kegel 
werden  dann  alle  durch  die  beiden  Berührungspunkte  M 
tangirenden  Ebenen  gehen,  und  ihre  Ebenen  werden  dtt 
alle  durch  die  Gerade  gehen,  welche  diese  beiden  PunkH 
verbindet.  Das  Theorem  ist  also  fur  die  angenommen 
Lage  der  Figur  bewiesen,  und  Monge  sagt,  dass  die* 
Beweis  sich  auch  auf  den  Fall  erstreckt,  dass  man  nidi 
tangirendc  Ebenen  an  die  Oberfläche  legen  kann,  wefck 
durch  die  Gerade  gehen,  die  der  geometrische  Ort  für  dl 
Scheitel  der  Kegel  ist,  d.  h.  also,  dieses  Theorem  flndi 
fur  jede  mögliche  Lage  dieser  Geraden  statt. 

Diese  Methode  von  Monge  scheint  ihren  Grund  in  A 
Bemerkung  zu  finden,  dass  eine  Figur  in  ihrer  allgemein 
sten  Construction  zwei  verschiedene  Fälle  darbieten  kani 
in  dem  ersten  sind  gewisse  Grössen  (Punkte,  Ebenen,  Li 
nieii  oder  Oberflächen) ,  von  welchen  nicht  nothwendig  di 
allgemeine  Construction  der  Figur  abhängt,  sondern  wd 
che  zufällige  Folgen  (conséquences  contingentes)  davo 
sind,  reell  und  erkennbar;  im  zweiten  Fall  erseheine 
diese  Grössen  nicht  mehr,  sie  sind  imaginär  gewordei 
während  die  allgemeinen  Bedingungen  der  Constructio 
der  Figur  dieselben  geblieben  sind. 

Wenn  man  z.  B.  eine  Oberfläche  zweiten  Grades  b» 
eine  Gerade  darstellen  will,  welche  unter  einander  di 
möglich  allgemeinste  Lage  haben,  so  sind  hierbei  iw« 
Fälle  möglich:  der,  dass  die  gerade  Linie  die  Oberflicfc 
trifft,  und  der,  dâss  sie  dieselbe  nicht  trifft.  Beide  R* 
bieten  dieselbe  Allgemeinheit  dar,  weil  in  jedem  von  ihn* 
die  gerade  Linie  ganz  willkuhrlich,  ohne  Rücksicht  • 
die  schon  gegebene  Lage  der  Oberfläche  des  zweit* 
Grades,  gezogen  wird;  sie  werden  sich  nur  dadurch  urte* 
scheiden,  dass  die  beiden  Durchschnittspunktc  der  gend* 
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»  und  der  Oberfläche  im  ersten  Fall  reell  sind,  im 
len  imaginär.  Wir  sagen  dann,  dass  diese  beiden 
tte    eine    von    den  zufälligen  Beziehungen  (relations 

ingenteê)  des  Systems  der  Oberfläche  und  der  Ge- 
i  sind. 

Wir  dürfen  nicht  besonders  anmerken,  dass  wir  hier 
tswegs  von  besondern  Umständen  bei  der  Construction 

Figur  sprechen  wollen,  fur  welche  man  den  Aus- 
c  besondre  Fälle  (cas  particuliers)  hat,  und  welche 
ind,  in  denen  mehre  Punkte,  Linien  oder  Oberflächen 
ounenfallen.  So  wäre  bei  dem  vorigen  Beispiel  das 
besondrer  Fall,  wenn  die  gerade  Linie  Tangente  fur 
Oberfläche  des  zweiten  Grades  würde;  und  ein  Theo- 
,  welches  an  dieser.  Figur  bewiesen  würde,  könnte 
.  so  betrachtet  werden,  als  müsste  es  sich  nothwendig 
lie  allgemeine  Figur  anwenden  lassen. 

(.11.  Diese  Methode,  um  die  es  sich  hier  handelt, 
int  uns  bei  den  schönen  Beispielen  entstanden  zu  sein, 
he  uns  Monge  in  seiner  beschreibenden  Geometrie 
ben  hat.  Sie  wurde  seitdem  von  dem  grössten  Theil 
»r  Schüler  befolgt,  aber  immer  stillschweigend,  wie 
fonge  selbst  gethan  hatte,  d.  h.  ohne  in  solche  Be- 
ttungen einzugehen,  wie  wir  es  gethan  haben,  und 
*  für  diese  gewagte  Manier  zu  raisonniren,  eine  Recht- 
pung  zu  versuchen. 

Erst  in  letzterer  Zeit  hat  Poncelet  diese  *    **+ 

trsuchung  aufgenommen,  welche  gründlich  ConUnuifät. 
mdelt  zu  werden  verdient  und  welche  er 
ânen  wichtigen  Punkt  in  der  rationellen  Geometrie  an- 
lüpft  hat.  Wir  meinen  das  Princip  der  Continuität, 
!hes  dieser  gelehrte  Geometer  in  seinem  Traité  des 
mitée  projeetives  ausgesprochen  und  entwickelt  und 
no  die  glücklichsten  Anwendungen  gemacht  hat;  wcl- 
i  aber ,  da  es  nicht  streng  bewiesen  war ,  von  den  an- 
i  berühmten  Acadcmikern  nur  als  eine  starke  Induction 
als  ein  herrliches  Mittel  betrachtet  wurde,  um  Wahr- 
en zu  errathen  und  aufzufinden,  aber  nicht  um  ge- 
zu  und  in  allen  Fällen  den  strengen  Beweis  zu  er- 
en. 

Man  muss  uns  zugestehen,  wenn  die  Geometer,  in- 
sie  die  Methode  von  Monge  oder  das  Princip  der  Con- 
ttät  anwenden,  diese  Verfahrungsart  durch  rein  geo- 
ische  Betrachtungen,  welche  aus  zuvor  schon  vor- 
lenen  und  a  priori  bewiesenen  Principien  geschöpft 
bd,    beweisen  sollten,    so  würden  die  bis  heute  be- 

13* 
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kannten  Mittel  nicht  zureichen.  Und  wenn  ihr  Weg,  wi 
der  des  Monge,  beständig  sicher  war  und  keine  Dunkel 
heit  in  ihrem  Geiste  zurückliess,  so  scheinen  sie  mir  dk 
ses  Vertrauen  nur  durch  das  Gefühl  der  Unfehlbarkeit  ei 
halten  zu  haben,  welches  in  ihnen  die  algebraische  Abi 
lysis  erzeugt  hatte. 

§.   18.     Wir  glauben  in  der  That.  dal 

Jîeîïe*J  der   man  *n  Jedem  einzelnen  Fall  die  in  Rem  sie 

Muge*0"  hende   Methode    a  posteriori    durch    ein,  n 

allgemeine  Verfahrungsarten  der  Analysis  gl 

gründetes,  Raisonnement  rechtfertigen  könne. 

Es  reicht  hin  zu  bemerken,  dass  die  beiden  allgi 
meinen  Umstände  der  Construction  der  Figur,  von  dem 
wir  gesprochen  haben,  und  deren  Unterschied  wichtig  il 
weil  sie  uns  der  wahre  Ursprung  der  Frage,  die  uns  Im 
schäft igt,  zu  sein  scheint,  niemals  in  der  Anwendung  d 
endlichen  Analysis  auf  Geometrie  in  Betracht  komme 
Die  Resultate,  welche  man  durch  diese  Methode  erhl 
wenden  sich  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  auf  die  träft 
allgemeinen  Umstände  der  Construction  an.  Diese  Résulta 
sind  Theoreme,  welche  sich  auf  die  integrirenden  und  Uè 
b enden Theile  (parties  intégrantes  et  permanente 
der  Figur  beziehen*,  welch  der  allgemeinen  Construction  ai 
gehören  und  in  beiden  Fällen  immer  reell  sind;  Theorem 
ganz  unabhängig  von  den  secututären  oder  zufalligen  Pä 
thien  der  Figur  (parties  secondaires,  ou  contingen 
tes  et  accidentelles^^  welche  ohne  Unterschied  rei 
und  imaginär  sein  können,  ohne  die  allgemeinen  Bedingm 
gen  der  Construction  der  Figur  zu  ändern. 

Wenn  also  diese  allgemeinen  Resultate,  gleichg&M 
an  welcher  von  diesen  beiden  Figuren,  bewiesen  sind,  f 
kann  man  daraus  schliessen ,  dass  sie  an  der  andern  Figi 
ebenfalls  stattfinden. 

Diese  Art,  die  Lehre  von  Monge  zu  rechfertigw 
welche  man  auch  als  einen  Beweis  a  posteriori  für  dl 
Princip  der  Continuität  betrachten  kann,  leidet  in  dcrGe* 
metrie  dieselben  Ausnahmen,  als  dieses  Princip  ;  denn  diel 
Ausnahmen  werden  keine  anderen  sein,  als  die,  auf  wet 
che  die  Analysis  selbst  stösst.  So  z.  B.  muss  man  «d 
hüten,  dieses  Princip  auf  Untersuchungen  anzuwenden,! 
denen  man,  wenn  man  die  genannten  allgemeinen  U* 
stände  der  Construction  in  die  Analysis  eingehen  ta* 
sen  will,  eine  andre  Sache  zu  verändern  fände,  d 
die  Zeichen  von  den  Coefficientcn  der  veränderliche! 
Grössen;   z.  B.  die  Zeichen  der  Exponenten  dieser  Gri* 
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en.*).  Man  darf  auch  nicht  dieses  Princip  auf  Unter- 
ocaangen  anwenden,  welche,  analytisch  behandelt,  be- 
tiaunte  Integrale  erfordern,  weil  eine  einfache  Verände- 
■g  des  Zeichens,  welches  den  Unterschied  zwischen 
»  beiden  allgemeinen  Umstanden  der  Coustruction  der 
igur  ausmacht,  die  Resultate  der  Analysis  gänzlich  ver- 
idern^  würde. 

Aber  bei  allen  Fragen  der  Geometrie,  welche  nur  die 
lülfe  der  endlichen  Analysis  erfordern,  so  wie  uns  Des- 
utes  deren  Anwenduug  gelehrt  hat,  kann  man  volles 
'ertraoen  in  die  Methode  von  Monge  setzen.  Wenn  man 
•  fe.  ha  Raum  einen  Kegel  zweiten  Grades  betrachtet  und 
ioe  Transversal -Ebene,  welche  ganz  allgemein  irgend 
ne  Lage  gegen  den  Kegel  hat,  so  wird  diese  Ebene 
irai  verschiedene  Lagen  haben  können,  welche  auf  glei- 
te Weise  dieser  Bedingung  der  grösstmöglichen  Allge- 
icmheH  genügen.  In  der  ersten  Lage  wird  sie  den  Kegel 
keiner  Hyperbel  schneiden,  fur  welche  man  die  beiden 
jjmptoten  ziehen  kann;  in  der  zweiten  schneidet  sie  den 
«gel  in  einer  Ellipse;  und  die  beiden  Geraden,  welche  in 
er  ersten  Figur  Asymptoten  der  Hyperbel  waren ,  werden 
i  der  «weiten  Figur  imaginär  sein.  Nichts  desto  weniger 
ehört  jede  allgemeine  Eigenschaft  der  ersten  Figur,  selbst 
enn  sie  mit  Hülfe  der  beiden  Asymptoten  bewiesen  wird, 
er  zweiten  Figur  an  ;  vorausgesetzt ,  natürlich ,  dass  sich 
iese  Eigenschaft  nicht  direct  oder  implicite  auf  die  Asym- 
toten  bezieht,  weil  sie  in  diesem  Fall  nicht  eine  allge- 
letae  Eigenschaft  wäre,  die  unabhängig  von  den  Umstän- 
en  der  Construction  ist,  welche  macheu,  dass  die  Asym- 
Hen  reell  oder  imaginär  werden. 

Das,  was  wir  eben  von  der  Ellipse  und  Hyperbel 
igten,  lässt  sich  nicht  auf  die  Parabel  anwenden,  weil 
lie  Lage  der  transversales  Ebene,  welche  als  Schnitt  am 
iefel  die  Parabel  giebt,  eine  besondere  und  nicht  mehr 
olikommcn  allgemein  ist.  Es  würde  also  eine  Eigenschaft 
ta  Parabel,  welche  man  dadurch  bewiesen  hätte,  dass 
Ha  sich  auf  die  besondere  Lage  der  transversalen  Ebene 
Pgen  den  Kegel  stützte,  nicht  vermöge  des  Princips  von 


2)  Wir  glaifheit  nicht,  da**  solche  Uittcr«iirhungen  vorkommen 
Denn  die  beiden  allgemeinen  Umstände  der  Construction 
Figur,  deren  Betrachtung ,  bei  misrer  Art  die  Methode  des 
**H*  aaso«ehen ,  die  Ba*i«  i»t,  scheint  u  uns  in  dein  algebraischen 
^■kuck  von  der  Figur,  nur  durch  den  Unterschied  der  Zeichen 
**  «aiibingigen  Coefficicntcu  verschieden  zu  sein. 
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Afonge  allein,  auch  der  Ellipse  oder  Hyperbel  angehören 
müssen. 

§.  13.  Dieselben  Betrachtungen  finden  auch  für  die 
Oberflächen  des  zweiten  Grades  statt.  Sie  theilen  sich, 
in  gewisser  Hiusicht,  in  zwei  Klassen:  fur  die  eine  dieser 
Oberflächen  (das  Hyperboloid  mit  einem  Fach)  berührt  die 
tangirende  Ebene  für  jeden  ihrer  Punkte  dieselbe  in  zwei 
geraden  Linien ,  die  ganz  in  der  Oberfläche  liegen  ;  für  die 
beiden  andern  Oberflächen  (das  Ellipsoid  und  das  Hyper- 
boloid mit  zwei  Fächern)  f  sind  diese  beiden  Geraden  ima- 
ginär. Es  wird  mithin  eine  allgemeine  Eigenschaft  des 
Hyperboloids,  welche  mit  Hülfe  der  beiden  in  Rede  ste- 
henden Geraden  bewiesen  wird,  vorausgesetzt,  dass  sie 
dieselben  nicht  direct  oder  implicite  in  ihrem  Aussprach 
enthält ,  auch  ebenfalls  für  die  beiden  andern  Ob 
gelten. 

Wenn  man  z.  B.  die  beiden  Theoreme  beweisen  wffl,  ■ 
welche  die  Lehre  von  den  stereographischen  Projectiom 
ausmachen,  so  wählt  man  das  Hyperboloid  mit  Einen 
Fach,  fur  welches  diese  beiden  Theoreme  mit  Hülfe  der 
beiden  Geraden,  welche  man  durch  jeden  Punkt  in  seiaer 
Oberfläche  ziehen  tonn,  evident  sind;  und  hieraus  schliert 
man  unmittelbar  mit  vollkommncr  Sicherheit,  dass  sie  für 
die  andern  Oberflächen  des  zweiten  Grades  ebenfalls  statt- 
finden. 

Man  sieht  ein,  dass,  wenn  man  diese  beiden  Theoreme, 
statt  sie  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  mit  Einem  Fach, 
welches  eine  Oberfläche  von  eben  so  allgemeiner  Con- 
struction ,  als  das  Ellipsoid  und  Hyperboloid  mit  zwei  Fi- 
ebern ist,  für  die  Kugel  bewiesen  hätte,  dass  man  ne 
nicht  vermittelst  der  Methode  von  Monge  allein  hätte  auf 
die  andern  Oberflächen  des  zweiten  Grades  anwenden  kön- 
nen, weil  die  Kugel  nicht  eine  Oberfläche  von  allgemeiner 
Construction,  sondern  im  Gegeutheil  von  besondrer  Con- 
struction ist. 

§.   14.     Wir   können    aber   ferner  sagen, 
Methode  der  ^ass  man  mft  Hülfe  einer  andern  Methode  die 

Ve7erung!1'  allgemeinen  Eigenschaften  der  Kugel  auf  das 
Ellipsoid  anwendet;  und  alsdann  werden  sie, 
vermittelst  der  Methode  des  Monge,  allgemeine  Eigen- 
schaften der  Oberflächen  zweiten  Grades.  Diese  Methode 
der  Transformation,  welche  wir  in  der  Correspondance 
polytechnique  (tom.  HI,  p.  326)  auseinandergesetzt  haben, 
ist  analytisch;  sie  besteht  in  dem  proportionalen  Wachsen- 
lassen    der  Coordinaten   jedes  Punkts   der  Sphäre     Wir 
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haben  uns  derselben  bedient,  um  die  beschreibenden  Ei- 
genschaften und  die,  welche  sich  auf  das  Volumen  der 
Körper  beziehen,  zu  transformiren;   seitdem  haben  wir  sie 
noch  auf  die  Eigenschaften  angewandt,   welche  sich  auf 
die  Länge  der  krummen  Linien  und  auf  den  Flächeninhalt 
der  krummen  Oberflächen  beziehen.     Wir   haben  sie  auch 
noch    in    andrer  Hinsicht   verallgemeinert,   indem  wir  sie 
dazu  geeignet  machten,  die  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Paraboloide  auf  die  Hyperboloide  zu  übertragen,  und   die 
der  Kugel  auf  die  Ellipsoïde.     Da  aber  diese  allgemeine 
Methode  als  besondrer  Fall  in  unserm  allgemeinen  Princip 
der  /tomographischen  Deformation  enthalten  ist ,  so  gründen 
wir  nichts  weiter  auf  ihre  Anwendung  und  ihren  beson- 
dern  Grad  von  Nützlichkeit. 

Wir  müssen  aber  noch  einen  charakteristischen  Un- 
terschied anfuhren,  welcher  diese  Methode  von  jener  un- 
terscheidet, vou  der  wir  zuerst  sprachen,  obgleich  man 
durch  die  eine  wie  durch  die  andre  ein  erstes  Resultat 
verallgemeinert. 

Die  eben  genannte  Art  der  Deformation  ist  eine  wirk- 
liche Metkode  der  Verallgemeinerung ,  welche  auf  eine  Fi- 
gur von.  vollkommen  allgemeiner  Construction  die  bekann- 
ten Eigenschaften  einer  Figur  von  besondrer  Construction 
■beiträgt.  Die  andre  Methode  dagegen,  welche  von  den 
zufälligen  Relationen  Gebrauch  macht,  operirt  nur  mit  einer 
Figur  von  der  allgemeinsten  Construction  und  trägt  sie  auf 
eine  andre  Figur  von  nicht  weniger  allgemeiner  Construc- 
tion über,  welche  sich  von  der  ersten  Figur  nur  durch 
aeeuudäre  oder  zufällige  Umstände  unterscheidet,  die  zum 
Beweise  gedient  haben,  welche  aber,  indem  sie  gewisser 
Maassen  aus  dem  Resultat  des  Raisonnements,  in  das  man 
aie  eingeführt  hat,  climinirt  sind,  weder  direct  noch  im- 
pliciie  in  dem  Ausspruch  des  Satzes,  um  dessen  Beweis 
es  sich  handelt,  Etwas  zu  bedeuten  haben. 

§.  15.  Diese  Methode  scheint  uns  mehr,  als  irgend 
eine  andre,  den  Namen  einer  Methode  der  Anschauung  zu 
verdienen,  weil  sie  sich  wirklich  auf  das  Anschauen  der 
Sacken  gründet.  Aber  dieser  Charakter  der  Anschauung 
ist  im  Allgemeinen  den  Methoden  eigentümlich ,  welche 
auf  der  reinen  Betrachtung  der  Ausdehnung  beruhen,  und 
besonders  denen,  in  welchen  die  Betrachtung  der  Figur 
dreier  Dimensionen  zum  Beweise  von  Sätzen  aus  der  ebe- 
nen Geometrie  zu  Hülfe  genommen  wird.  Diese  Benen- 
nung, Methode  der  Anschauung,  welche  im  Allgemeinen 
der  Methode  von  Monge  zukommt ,  würde  also  das  Princip, 


vermöge  dessen  man  auf  einen  allgemeinen  Zustand  eines 
Systems  die  für  einen  andern,  ebenfalls  allgemeinen  Zu- 
stand desselben  Systems,  bewiesenen  Eigenschaften  an- 
wendet, nicht  characterisiren.  Aber  die  Benennung,  Jtfe- 
thode  oder  Princip  der  zufälligen  Relationen  (principe 
des  relations  contingentes),  scheint  uns  dies  hin- 
länglich bestimmt  und  vollständig  zu  thun. 

Wir  ziehen  diese  Benennung  der  andern,  Princip  der 
Conlinuiiät y  vor,  weil  dieses  Princip  die  Idee  des  Unend- 
lichen in  sich  schliesst,  welche  keineswegs  in  der  Me- 
thode der  zufälligen  Relationen  enthalten  ist  Wir  werden 
diese  Idee  noch  in  der  XXIVten  Note  weiter  entwickeln. 


Wir  könnten  viele  Beispiele  von  der  Anwendung 
führen,  welche  man  stillschweigend  von  dem  Princip  der 
zufalligen  Relationen  gemacht  hat;  aber  wir  sind  auf  eine 
neue  Aufgabe  gekommen,  welche  uns  vorzüglich  geeignet 
scheint,  die  Anwendung  und  die  Nützlichkeit  dieses  Prin- 
cips  zu  beweisen;  es  ist  nämlich  die,  in  welcher  es  sich 
darum  handelt,  der  Grösse  und  Richtung  nach  die  drei 
Hauptaxen  eines  Ellipsoïde  zu  bestimmen,  von  welches 
drei  conjugirte  Durchmesser  gegeben  sind.  Die  Auflösung 
dieser  Aufgabe  dürfte  sich  vielleicht  durch  keine  andre 
Methode  eben  so  leicht  ergeben.     (S.  Note  XXV.) 

§.  16.  Dieses  Princip  der  zufälligen  Relationen  wird 
sich  vielleicht  einmal  auf  irgend  ein  metaphysisches  Prin- 
cip der  begrenzten  Ausdehnung  gründen,  welches  mit 
Ideen  der  Homogeneität  zusammenhängt,  wie  man  derglei- 
chen in  die  Naturwissenschaften,  hauptsächlich  in  die  der 
organisirten  Körper,  eingeführt  hat.  Schon  jetzt  erscheint 
es  als  zu  einem  gewissen  allgemeinen  Princip  der  Dualität 
gehörig,  welches  die  Körper  selbst  darzubieten  scheinen, 
bei  denen  man  zwei  Arten  von  Elementen,  permanente 
und  veränderliche  Elemente,  Unbeweglichkeit  und  Bewe- 
gung anerkennen  muss. 

Aber  bis  unser  Princip  der  zufälligen  Relationen 
a  priori  bewiesen  sein  wird,  scheint  es  uns  durch  die 
Vcrfahrungsarten  der  Analysis ,  wie  wir  gezeigt  haben ,  in 
so  fern  hinlänglich  gerechtfertigt  zu  sein,  dass  man  es 
mit  Sicherheit  anwenden  kann. 

Es  wäre  übrigens  ein  Glück  für  die  Fortschritte  der 
rationellen  Geometrie,  wenn  kein  Geomcter  die  strengen 
Principien  der  Alten  verlassen  möchte,  und  wenn  die  Einen, 
den  leichten  Vorschriften  der  Methode  von  Monge  ver- 
trauend,  die  Wissenschaft   mit  neuen  Wahrheiten  berei* 
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i,  die  Andern  aber  versuchen  möchten,  diese  Wahr- 
Mle»  auf  anderm,  jede  wünschcnswerthe  Strenge  dar- 
etenden  Wege  zu  begründen.  Diese  Art  der  Gemein- 
ikaft  und  dieser  doppelte  Zweck  würden  der  Geometrie 
Ar  nützlich  sein  und  mächtig  dazu  beitragen,  sie  mit 
»en  Principicn  zu  beschenken  und  ihre  wahre  Metaphy- 
k  zu  gründen.  In  der  That,  nachdem  man  durch  die, 
einiger  Hinsicht  oberflächliche  Methode  von  Monge,  der 
gend  einen  äussern  und  am  Tage  liegenden,  aber  zufal- 
len und  veränderlichen  Umstand  erfasst  und  daraus  Nut- 
en zieht,  eine  Wahrheit  entdeckt  hat,  muss  man,  um 
iese  Wahrheit  durch  bleibende  und  von  den  verändern- 
ben  Umständen  der  Construction  der  Figur  unabhängigen 
Mmde  festzustellen,  auf  den  Grund  der  Sache  geheu  und 
icht  mehr,  wie  Monge,  von  den  seeundären  und  zu  fall  i- 
en  Eigenschaften  Gebrauch  machen,  welche  in  gewissen 
ülen  znr  Erklärung  verschiedener  Parthien  der  Figur 
enen,  sondern  vielmehr  nur  von  den  innern  und  bleibcn- 
ra  Eigenschaften  derselben  Theile  der  Figur.  Wir  ver- 
dien unter  innern  und  bleibenden  Eigenschaften  solche, 
eiche  in  allen  Fällen  zur  Erklärung  und  Construction  der 
ignr  dienen,  welche  wir  integrirende  oder  Haupt -Theile 
mannt  haben;  während  die  seeundären  und  zufälligen 
igenschaften  die  sind,  welche  unter  gewissen  Umständen 
5T  Construction  der  Figur  verschwinden  und  imaginär 
erden  können. 

Die  Theorie  der  Kreise  in  einer  Ebene  bietet  *uns  ein 
eispiel  von  diesem  Unterschied  dar,  welchen  wir  zwi- 
rnen den  zufälligen  und  den  bleibenden  Eigenschaften 
ner  Figur  gemacht  haben.  Das  System  zweier  Kreise 
»stattet  immer  das  Vorhandensein  einer  gewissen  geraden 
inie,  deren  Betrachtung  in  dieser  ganzen  Theorie  von 
lotsen  ist.  Wenn  beide  Kreise  sich  schneiden,  so  ist 
iese  Gerade  ihre  gemeinschaftliche  Sehne ,  und  dieser  ein- 
ige Umstand  reicht  hin,  um  sie  zu  erklären  und  zu  con- 
rairen;  dieses  ist  eine  von  den  Eigenschaften,  welche 
ir  zufällige  genannt  haben.  Wenn  aber  die  beiden  Kreise 
ch  nicht  schneiden,  so  verschwindet  diese  Eigenschaft, 
bgleich  die  Gerade  dennoch  immer  besteht  und  ihre  Be- 
achtung von  ausserordentlichem  Nutzen  in  der  Theorie 
es  Kreises  ist.  Man  muss  daher  diese  Gerade  dcfiiiircn 
od  construiren  durch  irgend  eine  andre  ihrer  Eigcnschaf- 
«,  welche  stattfindet  in  allen  Fällen  der  allgemeinen 
Construction  der  Figur,  welche  hier  das  System  der  hei- 
len Kreise  ist.  Diese  wird  eine  ihrer  permanenten  Eigen- 
tchtften  sein.    Durch  diese  Betrachtungen  bewogen  nannte 


Gaultier9)  diese  Gerade  nicht  die  gemeinschaftliche  Sehne 
beider  Kreise ,  sondern  axe  radical ,  ein  Ausdruck,  der  aus 
einer  bleibenden  Eigenschaft  dieser  Geraden  geschöpft  ist, 
die  darin  besteht,  dass  die  Tangenten,  welche  man  vom 
irgend  einem  ihrer  Punkte  an  beide  Kreise  zieht,  unter 
einander  gleich  sind,  so  dass  jeder  Punkt  dieser  Geradeo 
der  Mittelpunkt  eines  Kreises  ist,  der  die  beiden  gegebe- 
nen Kreise  rechtwinklig  schneidet.4) 

Die  Kenntniss  der  innern  und  bleibenden  Eigenschaf- 
ten der  verschiedenen  Thcile  einer  Figur ,  auf  deren  Auf- 
suchung mau  geführt  wird,  wenn  die  zufalligen  Eigea- 
schaften  verschwinden,  wird  zur  Vervollkommnung  der 
geometrischen  Theorien  sehr  dienlich  sein,  indem  sie  die- 
sen <ihre  ganze  ihnen  zukommende  Allgemeinheit  und  oft 
den  Grad  der  anschaulichen  Evidenz  giebt,  welche  einen 
llauptcharakter  der  Methode  des  Monge  ausmacht 


3)  Journal  de  Ve'cote  polytechnique.  1813.  Heft  16. 

Dan  schöne  Memoire  von  Gaultier  enthält  die  ernte  irlrklM 
allgemeine  Lösung  der  Aufgabe  Ober  die  Berührung  von  Kreise«  Mi 
von  Kugeln;  eine  Lösung,  welche  anzunehmen  erlaubt ,  dass  of 
Kreise  Puukte  oder  gerade  Linien  werden  uud  die  Kugeln  Pakte 
oder  Ebenen. 

4)  Wegen  derselben  Eigenschaft  hat  Steiner  diese  Gerade  Mt 
Linie  der  gleichen  Potenzen  genannt.  (S.  Journal  von  CreXle,  tl> 
und  Annales  de  Geraonne,  t.  XVII,  p.  295. 

Diese  Gerade  erfreut  sich,  wie  man  weiss,  noch  vieler  anders 
bemerkenswerthen  permanenten  Eigenschaften,  welche  zu  ihrer Coa» 
struetion  hinreichen  und  welche  zu  ihrer  Definition  ebenfalls  hattet 
dienen  können.  Wenn  mau  z.  B.  irgend  einen  Kreis  beschreibt, 
welcher  die  beiden  gegebenen  schneidet,  so  treffen  sich  die  gemein- 
schaftlichen Sehnen  auf  dieser  Geraden. 

Wenn  man  durch  einen  der  beiden  Aehnlichkeitspunkte  der  lei- 
den Kreise  eine  Transversale  zieht,  und  man  in  den  Durchschnkt*- 
puukten  derselben  mit  den  Kreisen  die  Tangenten  coustruirt,  so  wer- 
den die  Tangenten  des  ersten  Kreises  respective  diejenigen  des  zwei- 
ten, welche  nicht  mit  ihnen  parallel  sind,  in  zwei  Punkten  treffet, 
welche  auf  dieser  Geraden  liegen. 

Diese  letzte  Eigenschaft  findet  auch  bei  dem  Systeme  irgend 
zweier  Kegelschnitte  statt,  die  in  einer  Ebene  gezeichnet  sind,  nnd 
wir  haben  uns  derselben  bedient,  um  zwei  Gerade  zu  definireu,  welche 
immer  bei  dem  System  zweier  Kegelschnitte  vorhanden  siud  und  wn 
denen  jede  dieselbe  Holle  in  Bezug  auf  die  beiden  Kegelschnitte 
spielt,  als  die  axe  radical  in  Bezug  auf  zwei  Kreise.  Da  der  Alp- 
druck der  axe  radical  sich  auf  eine  HcJation  der  Grösse,  die  den 
Kreisen  eigeutliiimlieh  ist,  gründete,  so  konnte  er  nicht  für  die>e 
beiden  Geraden  passeu  uud  wir  haben  sie  deshalb  axes  de  symjtUU 
genannt,  weil  auf  ihnen  diejenigen  Taugeuten  der  beiden  Kegelschnitte 
zusammentreffen,  welche  au  Punkten  gezogen  werden,  die  auf  einer 
von  einem  ihrer  Mittelpunkte  der  Homologie  ausgehenden  Transver- 
sale liegen«    CS.  Annal  es  des  Mathématiques,  toin.  XVIÜ,  p.  285») 


So  hat  der  Umstand,  dass  die  mxe  radical  zweier 
ihre  gemeinschaftliche  Sehne  ist,  wenn  sie  sich 
,  Monge  darauf  geführt,  indem  er  drei  Kreise 
einer  Ebene  als  die  diametralen  Schnitte  dreier  Kugeln 
{trachtete,  nachzuweisen,  dass  die  drei  axes  radicaux 
esor  Kreise  durch  einen  Punkt  gehen.  Dieses  Theorem 
t  nicht  weniger  evident,  wenn  man  bei  der  Erklärung 
eser  drei  Axcn  von  ihrer  durch  Gaultier  erkannten  per- 
anenten  Eigenschaften  ausgeht.  Denn  man  sieht  sogleich, 
iss  der  Durchschnittspunkt  zweier  von  diesen  Axen  sich 
aer  charakteristischen  Eigenschaft  der  Punkte  der  dritten 
xe  erfreut;  woraus  also  folgt,  dass  er  auf  dieser  dritten 
xe  liegen  muss. 

J.  17.  Die  Lehre  von  den  zufälligen  Rc- 
üonen  scheint  uns  noch  einen  andern  Vor-  *****  jma9^m 
eil  darbieten  zu  können,  nämlich  eine  genü-  Gtomttrt* 
;nde  Erklärung  von  dem  Wort  imaginär  zu 
»fern,  welches  gegenwärtig  in  der  reinen  Geometrie  ge- 
sucht wird ,  wo  es  ein  Sein  des  Verhältnisses  ohne  Exi- 
enz  ausdrückt,  von  welchem  man  aber  gewisse  Eigen- 
ftaften  annehmen  kann,  deren  Hülfe  man  momentan  in 
nsproch  nimmt,  und  bei  welchem  man  dasselbe  Raison- 
nent, als  bei  reellen  Objccten  anwendet.  Diese  Idee 
»  Imaginären,  welche  zuerst  dunkel  und  paradox  er- 
:heint,  erhält  in  der  Theorie  der  zufälligen  Relationen 
nen  klaren,  bestimmten  und  legitimen  Sinn.  (S.  Note 
XVI.)  In  dieser  Hinsicht  erscheint  uns  der  Unterschied, 
eichen  wir  zwischen  den  innern  und  bleibenden  Eigen - 
rhaften  der  Figuren  und  zwischen  ihren  vergänglichen 
»d  zufälligen  gemacht  haben,  vielleicht  nicht  gauz  Un- 
its. 

$.  18.  Die  beschreibende  Geometrie  von 
[ouge  ist  eine  Quelle  von  vorzüglichen  Lch-  ^mjen  siyi 
m9  welche  noch  nicht  versiegt  ist.  Nachdem  %n  metHe^°~ 
ir  hierin  mehr  oder  weniger  entwickelt  den 
eim  mehrcr  Methoden  erkannt  haben,  welche  die  Macht 
*r  Geometrie  vergrössern  und  ihr  Gebiet  erweitern,  iin- 
*n  wir  auch  darin  den  Anfang  einer  neuen  Schreib-  und 
prechart  für  diese  Wissenschaft.  Der  Styl  ist  in  der 
hat  so  innig  mit  dein  Geist  der  Methoden  verbunden, 
iss  er  mit  ihnen  fortschreiten  muss;  so  wie  auch  umge- 
ehrt, wenn  der  Styl  besser  wird,  dieses  einen  bedeuten- 
m  Einfluss  auf  die  Methoden  und  auf  die  allgemeinen 
ortachritto  der  Wissenschaft  hat.  Dieses  ist  unleugbar 
id  bedarf  keiues  Beweises. 


Dio  alte  Geometrie  strotzt  von  Figuren.  Das  Raiso 
nement  darin  ist  einfach.  Weil  man  damals  allgemei 
und  abstracte  Principicn  entbehrte,  so  konnte  jede  Aufgi 
nur  in  ihrem  coucrcten  Zustande  an  der  Figur  selbst  b 
handelt  werden,  deren  Anblick  nur  dio  zum  Beweis  cm 
zur  Auflösung  nöthigen  Elemente  entdecken  lassen  konn 
Man  hat  aber  die  Unbequemlichkeit  dieser  Verfahrungs 
erfahren  durch  die  Schwierigkeit  der  Construction  gewi 
ser  Figuren  und  durch  die  Complication,  welche  das  Vf 
standniss  mühsam  und  beschwerlich  macht.  Hauptsächii 
bei  den  Untersuchungen  in  der  Geometrie  dreier  Dirne 
sionen,  wo  die  Figuren  vollkommen  unmöglich  werd 
können,  wird  diese  Unbequemlichkeit  recht  fühlbar. 

Dieser  Fehler  der  alten  Geometrie  war  der  Grund 
einem  der  Vorzuge  der  analytischen  Geometrie,  in   der 
vermieden  war.    Man  muss  sich  hiernach   fragen,    ob 
nicht  auch  in  der  reinen  und  speculativen  Geometrie  ei 
Art  des  Raisonnements  gäbe,  wobei  nicht  bestandig  Fig 
ren  nöthig  wären,  deren  wirkliche  Unbequemlichkeit,  seil 
wenn  die  Construction  leicht  ist,  doch  immer  darin  beste! 
den  Geist  zu  ermüden  und  die  Gedanken  zu  hemmen. 

Die  Schriften  von  Monge  und  die  öffentlichen  Lehr 
dieses  berühmten  Meisters,  dessen  Art  und  Weise  v 
durch  einen  seiner  berühmtesten  Schüler 5) ,  dem  Nad 
folger  in  seinem  Amte,  aufbewahrt  ist,  haben  diese  Fraj 
gelöst.  Sie  haben  uns  gelehrt,  jetzt  da  die  Elemente  d 
Wissenschaft  in  eine  Form  gebracht  und  bedeutend  e 
weitert  sind,  dass  es  hinreichend  sei,  in  unsre  Sprac 
und  in  unsre  geometrische  Auffassung  diese  allgemein' 
Principien  und  Transformationen,  ähnlich  denen  der  An 
lysis,  einzuführen,  welche  uns  eine  Wahrheit  in  Uli 
primitiven  Reinheit  und  in  allen  ihren  Gestalten  kenn 
lehreu  und  zugleich  leichte  und  fruchtbare  Ableitung 
gewähren,  wodurch  man  natürlich  zum  Ziele  kommt.  Sc 
ches  ist  der  Geist  in  den  Lehren  von  Monge;  und  ol 
gleich   seine   beschreibende   Geometrie,    welche    uns  Bf 


5)  Arago,  gegenwärtig  beständiger  Secrctäir  der  Académie  < 
Wissenschaften,  verliess  die  Hörsäle,  um  die  Stelle  Monge's  Jen  < 
netzen  nnd  bald  darauf  Titular-  Professor  zu  werden.  Die  wis» 
schaftlichen  Nachrichten  des  Annuaire  du  bureau  des  longitui 
durch  welche  dieser  berühmte  Astronom  die  so  schwierige  Wi«< 
schaft  der  physischen  Erscheinungen,  in  Europa  bekannt  mach 
sind  noch  eiu  herrliche*  Muster  von  einem  Vortrag  ohne  Figur 
welcher  uns  vorzüglich  geeignet  scheint,  die  Fortschritte  der  Geoa 
trie  zu  beschleunigen. 
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spiele  davon   giebt,  ihrer  Natur  nach  wesentlich  von  Fi- 
gurai Gebrauch  macht,  so  geschieht  dieses  doch  nur  in 
den  wirklichen    und    mechanischen  Anwendungen,    worin 
sie  die  Stelle  eines  Instrumentes  vertreten;    aber  Niemand 
hat  mehr   als  Monge  die  Geometrie  ohne  Figuren  aufge- 
fasst  und  ausgebildet.    Es  pflanzt  sich  noch  die  Erzählung 
m  der  polytechnischen  Schale  fort,  dass  Monge  in  uner- 
hörtem Grade  verstanden  habe,  die  zusammengesetztesten 
Formen  der  Ausdehnung  im  Raum  deutlich  zu  machen  und 
due  allgemeinen  Relationen  und  ihre  verstecktesten  Eigen- 
schaften  zu  versinnlichen,  ohne  eine  andre  Hülfe  als  die 
semer  Hinde,  deren  Bewegungen  wunderbar  seinem  Wil- 
len folgten  und  immer  begleitet  waren  von  einer  wahrhaf- 
ten Beredsamkeit  des  Sprechers,  von  Präcision,  von  Reich- 
Ünun  nnd  Tiefe  der  Ideen. 

§.  19.    Wir  haben  auf  den  vorigen  Seiten  versnobt. 

so  viel  es  unsre  geringe  Einsicht  gestattete,  die  Natur 
und  die  Ausdehnung  der  Dienste  zu  würdigen,  welche  der 
rationellen  Geometrie  durch  die  Lehren  von  Monge  ge- 
leistet  sind.     Es  bliebe  uns  jetzt  noch  übrig,    von  dem 

Einfluss  zusprechen,  welchen  sie  auch  auf  die  analytische 
Geometrie  und  selbst  auf  die  Algebra,  als  reine  Theorie 
der  abstracten  Grössen  betrachtet ,  im  Allgemeinen  gehabt 
hat  Dieses  würde  uns  aber  zu  weit  von  dem  Zweck 
dieser  Schrift  entfernen,  und  ausserdem  würde  es  Ver- 
gessenheit sein,  uns  an  einen  Gegenstand  zu  wagen,  von 
den  wir  wissen,  dass  wir  darin  nur  Historiker  sind  und 
welcher  schon  von  einem  Gcometcr  behandelt  ist,  der  die 
Tiefe  mit  der  Vielseitigkeit  der  Wissenschaft  verbindet, 
wovon  er  in  allen  Theilcn  der  mathematischen  und  philo- 
sophischen Wissenschaften  Beweise  geliefert  hat.0)  Auch 
begnügen  wir  uns ,  einfach  zu  sagen ,  dass  die  Algebra, 
welche  der  Geometrie  schon  beträchtliche  Fortschritte  zu 
verdanken  hatte,  zur  Zeit  der  Verbindung,  welche  Des- 
firtes  zwischen  diesen  beiden  Wissenschaften  herbeiführte, 
ihr  noch  neue   in   ihren  erhabensten  und  misslichsten  Par- 

,  thien  schuldig  geworden  ist:  die  Integration  der  Differential- 
gleichungen mchrer  Variabein,  vermittelst  der  Corrélation, 
welche  Monge  zwischen  den  Symbolen  dieser  Sprache 
und  den  Formen  und  Grössen  der  Ausdehnung  aufzustel- 
ta  wusste.      Wir  führen   als   Beispiel    an  den  doppelten 


6)  Essai  historique  sur  les  services  et  les  travaux  scienti- 
Wt  de  Gaspard  Monge*  par  M.  Ch.  Dupin;  p.  199  —  248  der 
*■**.  io  8. 


analytischen  Ausdruck  gewisser  Gesohlechter  von  Ober- 
flächen durch  eine  Differentialgleichung  uud  durch  eine 
endliche  Gleichung,  welche  willkührliche  Functionen  ent- 
hält, von  denen  die  zweite  genau  das  vollständige  Inte« 
gral  der  ersteu  ist. 

Man  begreift ,  indem  man  auf  diese  Weise  analytische 
Ausdrucke  auf  sichtbare  Gegenstände  bezog,  deren  Thefle 
unter  einander  offenbare  Beziehungen  und  Verhältnisse 
haben,  dass  die  Geometrie  bedeutend  zu  den  Fortschritte* 
der  Analysis  hat  beitragen  können,  und  mit  einem  Wort, 
dass  Monge  der  Algebra  so  gut  wie  der  Geometrie  hat 
nützen  können.  7) 

§.  SO.  Aus  den  Betrachtungen ,  in  wekfce 
teder Geome-  w*r  ^DCr  ^en  Gegenstand  der  rein  geomefri- 
frte,  die  aus  sehen  Lehren  von  Monge  eingegangen  sind, 
den  Schriften  scheint  hervorzugehen,  dass  beim  Erscheinen 
Monge'*  her-  jer  Géométrie  descriptive  die  Geometrie,  wel- 
rorglngen.  ^  gftnz  ^gan^ich  so  genannt  wird,  die* 
Wissenschaft,  durch  welche  Euclidcs,  Archimedes  mA 
Apollonius  berühmt  geworden  sind,  welche  für  Galilii, 
Kepler,  Pascal  und  lluygcns  das  einzige  Hülfsmittel  bei 
ihren  erhabenen  Entdeckungen  der  Gesetze  des  Univer- 
sums waren,  welche  endlich  die  unsterblichen  Principiä 
mathemuticci  philosophiae  naturalis  hervorgebracht  haben 
—  dass  diese  reine  Geometrie ,  sag*  ich ,  welche  seit  einem 
Jahrhundert  vernachlässigt  war,  mit  einem  Male  in  ih- 
ren Begriffen  und  in  ihren  eignen  Ilülfsmitteln  erweitert 
wurde. 

Man  muss  hieraus  das  Verlangen  und  die  Hoffnung 
schöpfen,  aus  dieser  Wissenschaft  allein  die  zahlreichen 
Wahrheiten  zu  ziehen,  mit  denen  sie  die  Analysis  den 
Descartcs  bereichert  hat. 

Zu    diesem   Zweck    und   in   diesem  Sim 

Carnotl'1    wur(^en    verschiedene    Werke     unternommen. 

Die   ersten,    welche    erschienen    und   welche 

ihrer  Wichtigkeit    und    ihres    gehabten   Einflusses   wegen 

ausgezeichnet  zu  werden  verdienen,  sind  die  Géométrie  A 


7)  ,J>ie  Analysis  raus  s  durchaus  au»  ihrer  Anwendung  aof  dlM 
Art  von  Geometrie  einen  bedeutenden  Vortheil  ziehen;  denn  ich  JE«** 
die  Lösung  in  dir  er  Probleme  der  Analysis,  welche  man  vielleicfct 
nur  mit  vieler  Mühe  ohne  geometrische  Betrachtungen  losen  würde." 
(Monge ,  Memoire  sur  tes  propriétés  des  plusieurs  genres  de  «f- 
faces  cour  h  es,  im  IX.  Rande  der  Mémoires  des  sa  raus  étrangers, 
1775.) 


fsHUên  und  der  Essai  sur  la  théorie  des  transversales  von 
Canot 

Diese  beiden  Werke  dürfen  in  der  Geschichte  der 
rationellen  Geometrie  nicht  von  der  beschreibenden  Geo- 
netrie  von  Monge  getrennt  werden,  da'  sie  eben  so  wie 
Aase  und  su  derselben  Zeit  eine  Fortsetzung  der  schö- 
i  aen  Methoden  von  Desargues  und  Pascal  waren,  und  so 
wie  me  wesentlich  su  den  neuen  Theorien  und  Entdec- 
kungen der  Geometrie  beigetragen  haben. 

Dieser  Zusammenhang  zwischen  den  Lehren  und  Ar- 
beiten der  vier  genannten  grossen  Gooroetcr,  welchen 
whoa  unsre  Bemerkungen  über  Desargucs  und  Pascal  ha- 
ben ahnen  lassen ,  scheint  uns  die  wahre  verbindende  Kette 
derjenigen  Gedanken  zu  sein,  welche  bei  den  Fortschrit- 
ten der  Geometrie  vorgeherrscht  haben. 

Aber  vielleicht  ist  es  zweckmässig,  wenn  wir  noch 
einige  Worte  zur  Entwickelung  unsrer  Ideen  über  diesen 
Pankt  und  zur  Rechtfertigung  dieses  Zusammenhangs  hin- 
afugen. 

Îi.  tl.  Die  Figuren  und  ihre  Theilc,  wcl-  Zwei  Arten 
ie  Geometrie  betrachtet,  haben  unter  ein-  von  Methoden 
ander  zwei  Arten  von  Relationen  ;  die  einen  *w  der  ratio- 
beziehen  sich  auf  ihre  Fonnen  und  ihre  Lage,  n*l££°~ 
und  heissen  beschreibende  (descriptive')  Rela- 
tionen, die  andern  bezichen  sich  auf  ihre  Grösse ,  und  wer-* 
den  metrische  genannt.  Lässt  man  z.  B.  um  einen  festen 
Punkt,  der  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  gewählt  ist, 
eine  Transversale  drehen  und  zieht  man  in  jede  ihrer  La- 
gen durch  die  beiden  Punkte,  in  welchen  sie  die  Curve 
schneidet,  die  Tangenten  fur  diese  Curve,  so  werden  die 
beiden  Tangenten  ihren  Ditrchschnittsptmkt  auf  einer  festen 
Geraden  haben,  welcher  die  Polare  des  festen  Punkts  sein 
wird.  Dieses  ist  eine  beschreibende  Eigenschaft  des  Ke- 
gelschnitts und  eine  beschreibende  Relation  eines  Punkts 
ond  seiner  Polare.  —  Nimmt  man  nun  auf  jeder  Trans- 
versale den  zum  festen  Punkt  conjugirten  harmonischen, 
in  Bezug  auf  die  beiden,  in  welchen  die  Transversale  die 
Cn.-ve  schneidet,  so  wird  dieser  conjugirte  harmonische 
Punkt  genau  auf  der  Polare  des  festen  Punkts  liegen. 
Das  ist  eine  metrische  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  und 
Me  metrische  Relation  des  Punkts  und  seiner  Polare. 

Diese  beiden  Arten  von  Eigenschaften,  die  beschrei- 
benden und  die  metrischen ,  der  Figuren  rcicheu  einzeln 
betrachtet  zur  Auflösung  einer  grossen  Anzahl  von  Auf- 
pbea  hin.    Aber  es  ist  immer  nützlich  und  oft  durchaus 


nothwendig,  zu  gleicher  Zeit  die  einen  und  die  andern 
betrachten.    Die  Wissenschaft  der  Ausdehuung  muas 
beide   ohne  Unterschied  enthalten,  wenn  sie  nicht  unvoll- 
ständig sein  soll. 

Hieraus  entstehen,  wie  man  begreift,  zwei  Gattungen 
von  Methoden  in  der  rationellen  Geometrie,  oder  wem** 
stens  zwei  gesonderte  Parthien  einer  allgemeinen  Methoift, 
die  der  beschreibenden  und  die  der  metrischen  Relation«. 

Desargues,  Pascal,  De  La  Hire  und  Le  Poivre  gin* 
gen  von  diesen  beiden  Methoden  aus,  d.  h.  sie  machtes 
von  beiden  Arten  von  Relationen  der  Figuren  Gebrauch; 
von  den  beschreibenden  Relationen,  indem  sie  sich  der 
Perspective  zur  Transformation  der  Figuren  bedient«!, 
und  der  metrischen  Relationen  vermittelst  der  wiederholtet 
Anwendung  der  harmonischen  Proportion,  der  Relation  de* 
Involution  und  der  verschiedenen  andern  Sätze,  die  sfck 
auf  die  Theorie  der  Transversalen  beziehen. 

Wenn  man  diese  Unterscheidung  zugesteht,  so  er*. 
kennt  man,  dass  die  beschreibende  Geometrie  von  Mengt 
eine  sehr  bedeutende  Verallgemeinerung  der  ersten  Me* 
thode,  der  Perspective,  war,  welche  diese  Geometer 
Beweis  der  rein  descriptiven  Relationen  ihrer  Figuren 
wandten;  wir  haben  in  der  That  gesehen,  dass  sie  sich 
zu  dieser  Anwendung  eignete;  und  es  geschah  in  der  Ab- 
sicht, unsern  gegenwärtigen  Ausspruch  zu  rechtfertige^ 
dass  wir  uns  damals  über  ihre  Anwendungen  in  dieser 
Hinsicht  weitläufiger  ausgesprochen  haben. 

Was  die  Theorie  der  Transversalen  betrifft,  die  ur» 
sprürig! ich  in  der  Geometrie  der  Lage  mitbegriffen  war, 
hernach  aber  unter  ihrem  eigentlichen  Titel  in  einer  be- 
sondern Schrift  aus  einander  gesetzt  wurde,  so  haben  wir 
schon  gesagt  und  bewiesen,  dass  ihre  Principien  und  mehre 
ihrer  Ilaupttheorien  die  Entdeckungen  von  Desargues  nsi 
Pascal  zur  Basis  gehabt  haben;  wir  müssen  also  die» 
Theorie  als  das  Zusammenfassen  der  Principien  dieser 
beiden  grossen  Geometer  in  eine  Doctrin  betrachten. 

Wir  können  mithin  sagen,  dass  die  Methode  von  Monge 
und  die  von  Carnot  in  der  rationellen  Geometrie  die  Ver- 
allgemeinerung und  unmittelbare  Vervollkommnung  der  Me- 
thoden von  Desargues  und  Pascal  sind,  dass  sie  swai 
Unterarten  einer  allgemeinen  Methode  sind,  welche  ihie 
eigentümlichen  und  besondern  Vortheile  haben  und  wel- 
che man  in  der  vollständigen  Untersuchung  der  Eigen- 
schaften der  Ausdehnung  nicht  trennen  darf.  Es  wäre  im 
Gegeutheil  ausserordentlich    nützlich,    von    ihnen  aus  auf 


nrei  neben  einander  taufenden  Wegen  immer  gleichm&sstg 
fortsaschreiten:  sie  würden  sich  gegenseitig  unterstütze  i 
ud  die  Fortschritte  der  Wissenschaft  würden  dadurch 
voUst&ndiger  und  schneller  sein. 8)  Monge,  und  uniec 
idnen  Schülern  vorzüglich  der  golohrte  Verfasser  der 
Développement  und  Applications  de  Geometrie,  haben  uns 
da  Beispiel  einer  solcheu  gegenseitigen  Beziehung  de; 
Méthode  gegeben,  welche  sie  zwischen  den  logische  i 
Verfahnuigsarten  der  reinen  Geometrie  und  der  abstracton 
tad  symbolischen  Sprache  der  Algebra  aufgestellt  haben. 

$.  SS.  Wir  können  hier  nicht  eine  Analyse  der  zahl« 
reichen  und  wichtigen  Sätze  aufstellen,  mit  denen  die  bei- 
den Werke  von  Carnot  angefüllt  sind,  wir  wollen  uns 
begnügen,  auf  die  schöne  allgemeine  Eigenschaft  der  geo- 
metrischen Curven  aller  Grade  anfmerksara  zu  machen, 
welche  sich  auf  die  Segmente  bezieht,  die  eine  solche 
Curve  auf  den  Seiten  eines  in  derselben  Ebene  des  Poly- 
gons abschneidet  ;  eine  Eigenschaft ,  welche  die  Ausdch- 
nmg  der  Theorie  der  Transversalen  auf  die  Geometrie 
1er  Curven  bestimmt  und  aus  der  sich  ins  Besondre  als 
Cotallar  das  dritte  Theorem  von  Newton  ableitet,  welches 
äeh  auf  die  Producte  der  Segmente  bezieht ,  dio  auf  Pa- 
rallelen gebildet  werden. 

Wir  gehen  zu  den  andern  Werken  über, 
reiche  nach  denen  von  Monge  und  Carnot  am  Verschiedene 
»eisten  der  Wissenschaft  genützt  haben.     Es    i%„L"^r 
•fheinen  uns  diese  folgende  zu  sein: 

Die  interesssante  Abhandlung  über  die  Geometrie  de* 
Lineals,  unter  dem  Titel:  Solutions  peu  connues  de  diffé- 


8)  Die  Werke  von  Monge  ttnd  Carnot  bieten  schone  Beispiele 
*•■  beiden  Methoden  für  den  Reweis  derselben  Theoreme  dar  und 
beweisen  ausserdem  die  Nützlichkeit  der  Ceber  einst  imraung,  welche« 
wir  fiAera  herausgestellt  zu  sehen  wünschen  ;  denn  die  Anwendungen, 
welche  Carnot  von  seiner  Theorie  der  Transversalen  macht,  führen 
ni  Tbeil  auf  mehre  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  und  auf  die 
der  axes  radicaux  und  der  Aehnlichkeitsniiukte  dreier  in  einer 
Ebene  liegenden  Kreise,  welche  Monge  durch  reine  Betrachtungen 
den  Geometrie  bewiesen  hat.  ludem  sich  aber  Carnot  der  metuNcheu 
ItkUionen  der  Figuren  bedient,  gelangt   er    zu   den  Theoremen  von 

w  and  sit  gleicher  Zeit  zu  mehren  Kigeuschaften ,  die  sich  auf 
Relationeu  beziehen,  welche  im  Allgemeinen  der  andern 
,  die  sich  auf  ein  Princip  der  rein  descrintiven  Eigenschaften 
ier  Figuren  beziehen,  entgehen. 

Wir  haben  schon  bei  (Gelegenheit  nnsrer  Betrachtungen  über  das 
Princip  der  zufälligen  Relationen  einige  Reflexionen  angestellt  über 
lies«  zweifache  Art,  in  der  («eoinetrie  zu  beweisen  and  zu  eut- 
lecken. 
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rens  problèmes  de  Géométrie  pratique  (in  S.;  00 
Jahre  XII);  worin  Servoi»  zuerst  aie  Haupttheore 
der  Tlioorio  der  Transversalen  zusammenstellt  un 
deren  Nutzen  nachweist  fur  die  rationelle  Oeonett 
Salze  xii  beweisen,  nnd  far  die  praktische  Geomeb 
auf  dem  Felde  durch  Abmessen  verschiedene,  bei 
auf  den  Kric£  bezügliche  Probleme  aufzulösen. 

Die  Dêveloppemens  und  die  Application*  de  Gé 
von  Cli.  Diipin,  worin  man  zum  ernten  Male  die  • 
rigen  Kragen  über  die  f'tibatur  der  Oberflaehen  dur 
geometrische  Betrachtungen  behandelt  findet,  zu  i 
Kulcr  und  Monge  alle  Hülfsmittcl  der  höchsten  A 
brauchten. 

Die  Kiemen*  de  Géométrie  à  froi*  dimensions 
thetischcr  Theil)  von  Hachette,  worin  mehre  Ai 
über  Tangenten  und  Rerfihrungskrcise  der  f'tirvc 
welch©  man  bis  dahin  nur  analytische  Lösungen 
hatte,  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  durch  rein  ge 
«che  Betrachtungen  aufgelöst  sind. 

Das  Memoire  von  Briaiichou,  sur  les  lignes  du 
orrfre,  worin  »ich  zum  ersten  Mal«  au*  dem  ber 
Theorem  von  Desargucs  über  du*  lit\i»luti<iii  \m\ 
1'iinkteu,  zahlreiche  Kigciischaftcu  der  t'urven  ab 
linden. 

Das  Memoire  nur  VapplicatinH  de  la  théorie  des 
vertales  von  demselben  Verfasser.  ,JJ 


9)  I»ir»r4  Werk  hat,  wie  da«  vnu  8er  voN.  die  tuflr»«a 
rer  rruUeaie  terinitleM  der  geradrn  l.iuir  allrtn  xun  <;<aj 
Briaiirhmi  halle  *m  b  m  Iiuii  nul  dir -fin  Theil  drr  I Geometrie  ni 
Tilrl  lirumftrie  itr  la  rvi//i-  \*rm  ti.ifli^t.  (S.  Vorrt*pon4m 
Vetute  /Ni'y/fr-Aiiif/m*,  Th.  II.   p.  3AJ.  ) 

Pie««  Art  drr  Kenmetrie  i»l  turht  durrhan«  nea.  \\ 
von  einem  Werke  \mi  ><  linulen  nier  dir  »en  (■  fem  »Und  er 
nnd  Viii»  ei  m- m  et%va«»  frühem  Wrrkr.  »wtitell:  iifumrtriM 
nun».  Pie  Aliluinllmi^  «on  >■  lnmtm  ;  fie  enn*  inruitutt •  4m 
î itiMiA|f  «  cti . ,  rnlh.iK  aiu'h  Bi-i«pirlc  von  d'e»«r  ISenmeCrt' 
flndrt  man  in  di'ri  I  î»  i  r>  .ttiim%  m*t' hrnt-ii iqu**  run  (lu  an  an 
177K)  nnd  in  ver«rlnri|riirii  llrriandltitt^rii  drr  r'rldmr««L«i 
«omli-r*  in  drr  *  mi  I1a*i  In-mm .  tieliirlt:  Prnhtt'mr*  f*iur  lei 
fem«,  isrrr  tttfft'mttt't  sut  ut  mut  (Pavia  1791 1. 

y.%  biriri  -ii  h  lnrr  die  (■elegrnhett  da.-,  die  ti'nm'tne  i 
fNfi  %on  Ma*<  hernni  /u  erwUhnen,  ein  eiRriiihii»lirhe«i  und  ' 
lirlir»  Werk,  nrlihr«  xnm  l>eKrn«(.iiti|  h.il  die  AuriùMinx. 
teUt  itr«  y.irkrl«  «'Irin .  \ou  Aufnähen,  ivelrhe  man  tr» 
dur«  h  Xirkrl  mut  l.tnr.il  1  »*l.  I»i*»c  Kruim  die  i«l  retther  c 
Krilehnfrr ,  aï»  »fi*-  i!r«  /.jfi«'i'r,  uni  «ie  die  \nf  gaben  d« 
l«<.i'i/«    iijaf.i%M,    Mrklir   alle   die  «mit,    uelrhe   da«  tieH»et 
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Der  Trcdté  des  propriété*  projectives  des  figures  von 
;,  welcher ,  wie  es  der  Titel  angiebt,  die  Untcr- 
_  m  derjenigen  Eigenschaften  sum  Gegenstand  hat, 
eiche  bei  der  Transformation  der  Figuren  auf  dem  Wege 
m  Projection  dieselben  bleiben,  und  worin  durch  eine 
Ackliche  Anwendung  der  drei  viel  vermögenden  Doctri- 
m,  des  SWncips  der  Continuilät,  der  Theorie  der  reci- 
nofan  Polaren  und  der  Theorie  der  homologischen  Figuren, 
er  gelehrte  Verfasser  verstanden  hat,  ohne  den  gelang- 
ten Calcul,  alle  bekannnten  Eigenschaften  der  Linien  und 
Iberf&chen  des  zweiten  Grades  zu  beweisen,  und  eine 
passe  Anzahl  andrer,  von  denen  mehre  schon  als  die 
richtigsten  dieser  reichen  Theorie  betrachtet  sind. 

Verschiedene  Memoiren  von  Gergonne,  Quetelet,  Dan- 
Wm  und  andern  Geometern ,  welche  in  wissenschaftlichen 
huraalen10)  erschienen  sind,  haben  auch  die  Wissenschaft 
■it  kostbaren  Entdeckungen,  welche  zu  ihrem  Fortschrei- 
te beigetragen  haben,  bereichert.  ^ 


ifhnlichtn  Geometrie  bilden.  Mascheroni  zeigt,  dass  sie  s  ich  auch 
IH  Leichtigkeit  auf  die  annähernde  Auflösung  von  Aufgaben  auwen- 
et,  welche   von  den  Kegelschnitten  u:id   einer  hohem  Geometrie 


▼ersuche  derselben  Art,  als  die  Geometrie  des  Lineals  und  des 
Urkels,  welche  so  zu  sagen  die  Mitte  zwischen  beiden  halten,  hat- 
tn  schou  lange  Zeit  vorher  berühmte  Mathematiker  beschäftigt. 
ardan  hat  zuerst  in  seiuem  Buch  de  suhtilitate  mehre  Probleme  des 
BClid  durch  die  gerade  Linie  und  eine  einzige  OefTnung  des  Zirkels 
■{gelöst,  so,  als  hätte  man  In  der  Anwendung  nur  ein  Lineal  und 
Im  unveränderlichen  Zirkel.  Tnrtalea  folgte  bald  seinem  Rival 
■f  dieses  Feld  and  erweiterte  diese  Materie  durch  neue  Probleme: 
'rentrai  trattato  di  numeri,  e  misure;  5t  a  parte ,  libro  terzo; 
i  foL  Venedig  1560.  Endlich  machte  ein  gelehrter  Piemonteser, 
.  B.  Benedict!,  dieses  zum  Gegenstand  eines  Werks,  welches  den 
'itel  Airt:  Hesolutio  omnium  Euclidis  prohlematum,  aliorumque 
\d  hoc  necessario  inventorum^  una  taniummodo  circini  data  aper- 
irs;  in  4.,  Venedig  1553. 

10)  Das  Journal  und  die  Correspondance  de  Ve'cole  polytech- 
rffw*;  die  Annales  von  Gergonne;  die  Correspondance  mathèmati- 
me  et  physique  von  Quetelet;  das  Mathematische  Journal  von 
falle. 

Mehre  deutsche  Geometer,  Steiner,  Plflcker,  Möbius  n.  aM  war- 
Mitarbeiter  der   berühmten    Analysten  Gauss,    Crelle,   Jacohi, 
^e-Df richtet  u.  a.  schreiben   in  dem  xuletxt  genannten  Journal 
die  neuen  Lebren  der  rationellen  Geometrie. 

hm  titter 'Stell«  bedauert  der  Verfanaer  et  lebhaft,  die  Arbeiten  die  irr 
Cutter  alrht  aafiifarf  q  kfinnen ,  weil  ihm  die  dewttrhe  Sprache  vnbeka  nnt 
Wi!  Jt.  d.  V. 

14» 
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§.  83»     Das  gemeinsame  Verdienst 
.   Feuere  Me-  dieser  Werke   bestand   in  den  mannigfa* 
thGe^etriee.r  überzeugenden   Beweisen    für    die   ungct 

Hülfe,  welche  die  reine  Geometrie  dareil 
selbst  erhält,  und  aus  ihnen  sind  diese  einfachen 
fruchtbringenden  Wahrheiten  entstanden,  welche  für 
allein  schon  die  Vollkommenheit  der  Wissenschaft  be 
sen,  deren  wahre  Grundlage  sie  bilden.  Theorien, 
donen  der  Keim  schon  seit  Jahrhunderten  in  den  Schi 
der  Geometer  lag,  entstanden,  entwickelten  sich  mit 
glaublicher  Schnelligkeit,  und  veranlassten  die  Metht 
welche  die  neue  Geometrie  begründen. 

Von  diesen  Methoden  heben  wir  heraus: 

Erstlich  y  die  Theorie  der  Transversalen,  deren  Ha 
Satz  in  Bezug  auf  ein  Dreieck ,  welches  von  einer  Ger 
geschnitten  wird,  schon  bedeutend  alt  ist,  den  aber  < 
not  wieder  hervorrief,  indem  er  zuerst  seine  ganse  N 
lichkeit  und  Fruchtbarkeit  nachwies  und  ihn  durch 
sehr  Hficklichc  Verallgemeinerung  auf  die  Theorie 
krummen  Linien  und  Oberflächen  übertrug.  n) 

ZfveiicHS,  die  Lehren  von  der  Transformation  der 
guren  in  andre  derselben  Art,  wie  es  die  Perspective 

Unter  den  Methoden  dieser  Gattung  führen  wir  a 

1)  Die  Perspective  selbst,  deren  Principien  die  Gr 
läge  der  Werke  von  Desargues  und  Pascal   über  die 
gclschuitte  bilden  und  deren  Anwendung  sich  seitdem 
weitert  und  vermehrt  hat. 

2)  Die  Methode,  welche  darin  besteht,  die  Gern 
linien,  welche  nach  den  verschiedenen  Punkten  der  I 
gezogen  sind,  in  einem  coustantcii  Vcrhältniss  wac 
zu  lassen,  um  dadurch  eine  ähnliche  und  ähnlich  lieg 
Figur  zu  bilden. 

3)  Die  Methode,   welche   die  Ordinatcn  der  ein« 
Punkte  einer  Figur  proportional  wachsen  lässt,  ebenso 
man  bei  der  Zeichnung  eines  Durchschnitts  verfahrt, 
sen  Dimensionen  in  der  Höhe  man  leichter  der  Schaft 
unterwerfen  will.     Diese  Methode  wurde  von  Dürai 


11)  Ein  analoges  Theorem,  beeiiglich  anf  die  Segmente,  * 
auf  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  durch  drei  gerade  Linien  gft 
werden,  die  von  Einem  Punkte  ausgehen  nnd  respective  aad 
gegenüberliegenden  Scheiteln  gerichtet  sind,  ist  auch  einer  rm 
Hauptsfitzen  in  der  Theorie  der  Transversalen.  Man  hat  4 
Theorem  bisher  dem  Johann  Bernouilli  eugesch rieben,  es  tot 
Äuerst  von  Johann  Cava  bewiesen.     (S.  die  VHte  Note.) 

12)  Institution e$  geometricae.  Lib.  I. 
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'ort«1*),  Stevin,  Mydorge  und  Grégoire  von  St.  Vincent 
ngewandt,  um  ans  dem  Kreise  die  Ellipse  zu  bilden.14) 

4)  Die  Methode,  nach  welcher  man  alle  Ordinaten 
iner  Figur  um  ihre  Fusspunkte  in  der  Projectionscbene 
relit,  indem  man  sie  unter  einander  parallel  lässt;  ein 
rerfahren,  welches  man  besonders  in  der  Baukunst  an- 
rendet,  um  abschüssige  Bögen  zu  construire!). 15) 

5)  Die  Methode  zur  Construction  der  Basreliefs,  die 
in  Bosse  und  Pctitot 10)  gelehrt  uud  spater  von  Brey- 


15)  Element*  currilinea.  Lib.  I. 

14)  P.  Micolas,    welcher  in  seinem  Werk  {De  conchoidibus  et 
exercitationes  Geometricaef  in  4.,  Tolosae  1692)    von 

Methode  Gebrauch  nachte,  hat  die  auf  diese  Art  durch  ein- 
gebildeten Curven  homogene  genaunt. 

15)  Mau  kann  auch  zu  gleicher  Zeit  die  Ordinaten  proportional 
vtrgrÔsseni.  Hachette  macht  von  dieser  Art  der  Deformation  bei 
iwet  Sätzen  der  Geometrie  Gebrauch ,  um  xu  beweisen ,  dass  eine 
Ummchaft  der  stereographisch  en  Projection  der  Kugel  in  einer  au- 
ata  OaarMche  nur  insofern  stattfinden  köuue,  als  diese  vom  Zwei- 
fel Qrndm  ist.  (S.  Corresftondance  polytechnique ,  t.  1,  p.  77.)  — 
h  M  leicht  xu  sehen,  dass  diese  Art  der  Deformation  darauf  zu- 
Itftgefftbrt  werden  kann,  dass  man  die  Ordinaten  einer  Oberfläche 
loa   iarar  eignen  Bicbtung  und  in  constantem  Vcrhältniss  wachset* 


16)  Dit  Construction  der  Basreliefs  ist  so  betrachtet  worden  %  als 
ira  sie  unbestimmt  und  ohne  sichere  Regeln,  ho  wie  es  die  Per- 
»active  noch  vor  zwei  Jahrhunderten  im  Sinne  der  meisten  Maler 
ar.  lvwischep  schrieb  schon  vor  langer  Zeit  Bosse  einige  geo- 
ttri*che  Hegeln  fflr  diese  Construction.  Wir  finden  sie  in  seinem 
rmité  des  pratiquée  géomèt  raies  et  perspectires  {jn  8.,  1G65). 
iae  Stelle  aus  diesem  Werk  beweist  uns,  duss  Desargues,  der  den 
■ha  bat,  In  die  construirenden  Künste  die  Grundsätze  uud  die 
trente  der  geometrischen  Operationen  eingeführt  zu  haben,  auf  die 
sastractfeii  der  Basreliefs  seine  Art  der  Perspective  angewandt  hat. 
fîr  dürfen  vermothen ,  dass  es  die  Ideen  von  Desargues  oder  selbst 
aatt  Methode  sind,  welohe  uns  Bosse  überliefert. 

Seif  dem  finden  wir  Ähnliche  Regeln  für  die  Basreliefs  In  dem 
Verke  Aber  Perspective  von  Petitot:  Raisonnement  sur  la  perspec- 
tot,  pour  en  faciliter  l'usage  aux  artistes,  in  fol.,  Parma  1758. 
Jhaazüsisch  and  italioniseb.) 

i  Diese  Hegeln  fur  die  Construction  der  Basrelief  müssen  wir  un- 
IVaW  Methoden  mit  aulholmicn,  welche  wir  hier  aufzählen,  indem 
rihUgvea  erzeugt,  welche  von  derselben  Art  sind,  als  die  vorge- 
Zwar  ist  es  wahr,  dass  diese  Hegeln  beinahe  uubekaunt 
l«  aad  besonders,  dass  sie  niemals  in  der  rationellen  Geometrie 
Aifsschunjc  und  zum  Beweise  von  Eigenschaften  der  Figuren 
raodt  sind;  aber  nichts  desto  weniger  sind  aie  einer  soleheu 
Aawtatung  fähig. 
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sig  17)  in  seiner  Theorie  der  Perspective  fur  Maler  war 
einandergesetzt  ist. 

6)  Die  Methode  der  Plamconiqites  von  De  La  Hirt, 
und  die  von  Le  Poivre  >a  welche  beide  zum  Zweck  habea, 
in  der  Ebene  der  Basis  eines  Kegelschnitts  dieselben  Car- 
ven  zu  beschreiben,  welche  im  Haume  die  Schnitte  riaei 
Kegels  durch  eine  Ebene  geben  würden. 

T\  Die  von  Newton  zur  Transformirung  von  Figura 
in  andre  derselben  Gattung,  die  in  dem  ttsten  Lemma  des 
ersten  Buchs  seiner  Principia  enthalten  ist  und  die  vm 
Waring  l8)  verallgemeinert  wurde. 

8)  Die,  von  der  wir  Gebrauch  gemacht  haben,  m 
auf  das  Ellipsoid  die  beschreibenden  Eigenschaften  der 
Kugel  anzuwenden,  und  welche  darin  besteht,  das»  ma 
die  Coordinaten  der  Punkte  der  Figur  in  constantem  Vtrt 
hältniss  wachsen  lässt  (Correspondance  sur  récote  /afjh 
technique,  t.  III,  p.  326.)  ") 


17)  Wir  kennen  von  diesem  Werke  von  Breyalg  nur  des  TtaL 
welchen  uns  Poncelct  berichtet  hat  (Crelle's  Mathenu  Jour*.  U  Villi 
p.  397);  aber  wir  stehen  durchaus  nicht  au,  die  darin  enthaltene 
Constructionsart  der  Reliefs  jeu  den  Methoden  zu  rechnen,  welch* 
zur  Transformation  der  Figuren  dreier  Dimensionen  in  andre  Vignm 
derselben  Gattung  geeignet  sind,  weil  Poncelet  uns  sagt,  dast  itt 
Vorschriften  dieses  Verfassers  in  Uebereinstimmung  mit  seinen  eiff- 
nen  sind,  welche  solche  Figuren  erzeugen. 

18)  Wenn  x  und  y  die  Coordinaten  eines  Punkts  einer  gegebe*« 
Cnrve  sind,  und  a:1,  yl  die  des  entsprechenden  Punkts  der  tramtfbr- 
mirten  Curve,  so  nimmt  Waring  diese  Relatioueu: 

__  P*1  +  qy1  +  r       ___  Ps'  +  Qy'+B 

X  ~~  Ax^B^+C'  y  ~~  Ax^  +  Byi  +  c' 

Er  stellt  diese  Art  der  Transformation  als  eine  VeraUgemeinensj 
von  der  des  Newton  dar,  wonach  man  hat: 

*  —  xi>  y  —  xi . 

{Princ.  math.  Lib.  I,  Lern.  22);  und  begnügt  sich  zu  zeigen,  éW 
die  neue  Cnrve  von  demselben  Grade  sein  wird,  als  die  vorgegeben» 
QMiicellanea  analytica,  p.  82;  Proprietäten  curvarum  alge. 
rum*  p.  240.) 

Wir  werden  nachweisen,  dass  die  so  constrnirten  Curven, 
so  gut  wie  die  des  Newton  durch  die  Perspective  erzeugt  wert* 
können ,  so  dass  die  Verallgemeinerung  von  Waring  sich  nur  rtf 
die  Lage  der  netten  Curve  in  Bezug  auf  die  vorgegebene  betUM 
und  nicht  auf  ihre  Form  und  ihre  individuellen  Eigenschaften, 

19)  Eulor  hat  diese  Art  von  Transformation  für   ebene  Cef*« 
angegeben,  aber  ohne  Anwendungen  davon  zu  machen;  er  sagt, 
die  so  coiistruirten  Curven  eine  Verwandtschaft   besitzen  nnd 
sie  Lineas  affines,    tlntrod.  in  Anal.  In  fin.  Lib.  2,  Art.  442.) 
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9)  Endlich y  die  schöne  Theorie  der  homologischen  Fi- 
lm* (oder  perspective  -  relie  /")  von  Poncclet,  welche  auf 
lie  von  De  La  iure  und  Le  Poivre  für  den  Fall  ebener 
Pigurcu  zurückkommt,  welche  aber  noch  nicht  für  die 
Figuren  dreier  Dimensionen  aufgefasst  war.*0) 

Wir  vereinigten  unter  einem  gemeinsamen  Tilel  diese 
verschiedenen  Methoden,  weil  wir  zeigen  werden,  dass 
■e  alle  und  selbst  die  eigentliche  Perspective  sich  aus 
MMm  einzigen  Fundamental  -  Princip  ableiten,  von  dem  sie 
w  besondre  Anwendungen  sind. 

Drittens f  die  Theorie  der  reeiproken  Polären,  welche 
de  Schüler  von  Monge  aus  den  herrlichen  Vorträgen  die- 
ses berühmten  Professors  schöpften.  Von  ihr  wurde  im 
Anfang  ciu  besondrer  Gebrauch  zur  Transformation  von 
Figuren  in  andre  gemacht,  bei  denen  Punkten  Gerade  und 
Geraden  Punkte  entsprechen  (s.  Note  XXVI),  und  auf 
ab  hat  der  berühmte  Verfasser  des  Traité  des  propriétés 
projeetives  des  figures  die  Aufmerksamkeit  der  Geometcr 
gelenkt,  indem  er  sie  zuerst  auf  die  Transformation  der 
Rektionen  der  metrischen  Winkel -Grösse  anwandte. 

Viertens,  die  Lehre  von  den  stereographischen  Pro- 
jeetionen,  welche,  zunächst  auf  der  Kugel  allein  betrachtet, 
iw  Construction  geographischer  Karten  dient,  und  welche, 
im  ein  neues  Theorem  vermehrt  und  sehr  allgemein  auf 
lie  Oberflächen  zweiten  Grades  ausgedehnt,  heut  zu  Tage 
io  eben  so  einfaches,   als  schnell  zum  Ziele  führendes 


20)  Le  François  hat  in  letzter  Zeit  die  Theorie  der  homologi- 
chen  Figuren  als  ein  Mittel  zur  De  formal  ion  der  Curvcn  dritten 
;rades  angewandt,  hauptsächlich  der  Foculen  des  Quetelet  und  Van 
leet.  {Üissertatio  inaugurales  mathematica  de  quihusdam  curris 
itoMttricis  ;  iu  4.,  Gand.  1830.)  Die  Methode  dieses  Gcometcrs 
interne  heidet  sich  von  der  des  Poncclet  dadurch,  dass  dabei  zur 
toastruetiou  der  honiologischen  Curvcn  eine  ihrer  metrischen  Heia- 
ioaen  gebraucht  wird.  Aber  diese  Relation  ist  nicht  die  all  gemein- 
te, welche  diese  Theorie  mit  sich  bringt;  sie  ist  ein  harmonisches 
rerfcûltnîss,  während  man  ein  anharmonisches  Verhiilliiiss  wühlen 
i,  welches  grössere  Allgemeinheit  iu  der  Construction  der  Ffgu- 
ge wührt.  Wir  sprechen  näher  über  diesen  Gegenstand  in  un- 
Aleaoire  über  die  homographische  Deformation. 

Da  die  Betrachtung  der  metrischen  Relationen  der  Figuren  einen 
aapttfceil  diese»  Memoire»  aufmacht,  erlauben  wir  uns  hier  anzu- 
ihrcu,  dass  dieses  Memoire  im  Januar  1830  an  die  Académie  von 
Assel  geschickt  ist  und  dass  sie  al*o  der  Veröffentlich  um;  der  Ah- 
ifldlunjE  vou  François  vorhergegangen  ist,  wck-he  uns  dieser  Gcu- 
ster  einige  Zeit  hernach  freundlichst  zuzuschicken  die  Güte  hatte. 
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Mittel  fur  die  Untersuchung  ist.  sl)  Besonders  die  Me- 
moiren der  Académie  zu  Brüssel  enthalten  von  Quetelet 
und  Dandeliii  die  glücklichsten  Anwendungen  dieser  ele- 
ganten Doctrin. 

§.  84,  Diese  scheiuen  uns  die  vier  grossen  Abthd- 
Jungen  zu  sein,  an  welche  man  unter  dem  philosophischen 
Gesichtspunkt  der  Methoden,  bei  dem  gegen  wörtigen  Zu- 
stand der  Geometrie,  die  meisten  der  zahlreichen  notice 
Entdeckungen  anschliessen  kann.  In  eine  fünfte  AbtheV* 
lung  würde  man  einige  besondre  und  specielle  Theoriék 
zusammenfassen ,  welche  ihre  Verfasser  auf  die  Principiei 
der  reinen  Tlieoric  allein  gegründet  haben.  Dergleieim 
sind  unter  andern  die  Theorie  der  conjugirien  Tangente* 
von  Dupin,  welcher  die  möglichsten  spéculatives  ul 
praktischen  Anwendungen  davon  machte;  und  die  noo» 
Theorie  der  Brennlinien ,  wodurch  Quetelet  auf  einige 
Principien  der  elementaren  Geometrie  denjenigen  wichtiget 
und  schwierigen  Theil  der  Optik  zurückgeführt  hat,  st 
welchem  alle  Mittel  der  Analysis  nicht  hinreichten. 

Diese  Theorien ,  welche  beim  ersten  Anblick  den  Me« 
thoden  fremd  erscheinen  können,  von  welchen  wir  ge- 
sprochen haben,  können  sich  in  gewisser  Hinsicht  dam 
anknüpfen  und  aus  ihnen  manchen  Nutzen  ziehen.  Die 
einzelnen  Annäherungen,  welche  Quctclet  zwischen  seiner 
Theorie  der  Brennlinien  und  der  der  stenographischen 
Projectionen  versucht  hat,  sind  dafür  ein  erster  Beweis; 
Mir  werden  noch  Gelegenheit  haben,  andre  zu  geben. w) 


21)  Die  Theorie  der  stereograplsohen  Projection  der  Engel,  wft 
man  sie  heilte  in  der  speculativen  Geometrie  gebraucht,  besteht  an 
(olgenden  zwei  Priucipien: 

1.  Vie  Projection  jedes  Kreises  auf  der  Kugel  ist  ein  Kreis} 

2.  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  ist  die  Projection  des  &W- 
tels  eines  Kegels ,  welcher  der  Kugel  nach  dem  projecirU* 
Kreise  umgeschrieben  ist. 

Dieses  zweite  Theorem ,'  welches  eben  so  wesentlich  als  das  erst* 
ist,  ist  erst  seit  einigen  Jahren  bekannt;  wir  haben  es  zum  *• 
sten  Male  ausgesprochen  und  analytisch  bewiesen  in  den  Eléeus*. 
de  Geometrie  à  trois  dimensions  von  Hachette  (1817).  tieitfkV 
haben  wir  durch  einfache  Betrachtungen  der  Geometrie  die  Tbetrk 
der  stenographischen  Projection  auf  jede  Oberfläche  des  zwettta 
Grades  angewandt  und  sie  in  doppelter  Hinsicht  vcrallgemeisflrts 
1)  indem  wir  statt  der  ebenen  Schnitte  die  Ober  (lachen  betrachtetet, 
welche  der  vorgelegten  eingeschrieben  sind,  und  2)  indem  wir  AT 
Projectionseheue  irgend  eine  Ebene  nah  m  eu.  (8.  Annales  dt*  ms* 
thématiques,  t.  XVIII,  p.  805  und  t.  XIX,  p.  157.) 

22)  Dupin  hat  z.  U.  in  seiner  schönen  Théorie  géométrique  4$  U 
courbure  des  surfaces  nicht  ganz  von  aualvtidcheu  fietraefctongot 
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$.  *5.  Ein  gründliches  Studium  dos  ge- 
«nw&rtigen  Zuslaodes  der  reinen  Geometrie  ^rvoUkottun- 
Khtfertigt  die  von  uns  aufgestellte  systema-  ""netZdm™ 
sehe  Eiutheilung,  zeigt  aber  auch  zugleich 
Dreh  den  Mangel  an  Allgemeinheit  und  bestimmten  Cha- 
ikter  in  einer  Menge  von  Theoremen ,  welche  sich  an  die 
Bgegebenen  Methoden  knüpfen ,  dass  diese  Methoden 
»eh  nicht  die  Ausdehnung  und  Fruchtbarkeit  und  den 
rad  von  Macht  erlangt  haben ,  welche  man  ihnen  wan- 
dten muse. 

So  sind  s.  B.  die  Methoden ,  welche  in  der  zweiton  und 
ritten  Abtheilung  enthalten  sind  und  welche  sich  leicht 
nd  allgemein  auf  die  Entdeckung  und  den  Beweis  der 
lêckrtwenden  Eigenschaften  der  Figuren  anwenden  lassen, 
nr  in  sehr  beschränkter  Weise  auf  die  Relationen  der 
(Linien,  Oberflächen  und  Volumina)  angewandt, 
man  nicht  vermuthen,  dass  ihnen  irgend  ein  l'rincip 
Alt,  welches  sie  auf  viel  allgemeinere  Relationen  und 
gleicht  auf  alle  Arten  von  Rclatiouon  anwendbar  macht? 


In  Beweit  folgenden  Satzes  befreit:  „Wenn  in  zwei  Oberflächen 
(weiten  Grades  die  Hauptschnitte  um  dieselben  Brennpunkte  bcT 
■stieben  sind,  so  scheiden,  sich  dieselben  stets  unter  rechtem  Win- 
kel.11 Pie  nenen  Methoden  führen  auf  verschiedene  Art  zu  einem 
Nb  geometrischen  Beweis  dieses  Theorems. 

Um  ein  Beispiel  für  die  Wichtigkeit  dieser  Methode  zu  geben, 
wsUen  wir  noch  anführen,  dass  man  ohne  grössere  Schwierigkeit  zu 
Mgendem  viel  allgemeinem)  Satz  gelangt:  Wenn  in  zwei  Oberflächen 
txtiten  Grades  die  Hauptschnitte  um  dieselben  Brennpunkte  be- 
trieben sind*  so  scheinen  sich  ihre  sichtbaren  Umrisse  %  von  wel- 
fins  Punkt  im  Raum  man  sie  auch  betrachten  mag ,  immer  unter 
tuam  rechten  Winkel  zu  schneiden. 

Wir  fügen  noch  hinzu,  dass  die  schönen  Resultate,  welche  in 
*■■*■  Memoire  über  die  conjugirten  Axen  und  die  Momente  der 
frsffcit  der  Körper  (J6tes  Heft  des  Journal  de  l'écote  polytech- 
tifse)  enthalten  sind ,  worin  Bin  et  von  demselben  Matze  als  Ch.  Du« 
4b  ind  von  denen  Gebrauch  gemacht  hat',  auf  welche  Ampère  bei 
fesuelben  Gegenstand  in  dem  Memoire  :  Quelques  proprirtès  nouvel- 
le ies  axes  per  mu  tiens  de  rotation  des  corps,  gekommen  ist;  wir 
Igen  noch  hinzu,  sag1  ich,  dass  diese  schönen  Entdeckungen,  wei- 
le in  das  Gebiet  der  Mechanik  gehören  und  welche  ihre  Krfln- 
er  durch  die  Analysis  erhalten  haben,  auch  ans  rein  geometrischen 
etraeataagen  abgeleitet  werden  können;  und  vielleicht  dürfte  man 
■den,  dass  dieser  Weg  diese  verschiedenen  Entdeckungen  noch 
ehr  an  ihre  ernten  Principien  knüpft,  besser  ihren  Zusammenhang 
igt  nnd  ihre  Exposition  leichter  und  mehr  rationell  macht 

Es  int  in  der  That  wahr,  dass  die  Geometrie,  wenn  mau  ihre 
«nze  weiter  hinaiiit»chiebt,  immer  ihr  Licht  auf  irgend  einen  neuen 
eil  der  physikalisch -mathematischen  WissenscJtalten  wirft« 
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Man  sieht  also,  dass  diese  Methoden  noch  nicht  auf 
hinlänglich  starken  Grundlagen  ruhen.  Und  wir  glauben 
in  der  That  sagen  zu  können,  dass  jode  vou  ihnen  einer 
bedeutenden  Erweiterung  fähig  ist. 

§.  26.  Die  erste  Methode,  die  der  Tram- 
Theorie  versalen,  kann  um  neue  Principien  vermehrt 
*%>erHa'en!~  werden,  welche  sie  zu  neuer  Anwendung  ge- 
eignet machen  und  welche  bei  tausend  Gele- 
genheiten, besonders  in  der  Lehre  von  den  allgemeinen 
Eigenschaften  der  geometrischen  Curven,  die  Aunlysis  dee 
Descartes  ergänzen.  In  dein  gegenwärtigen  Zustand  kann 
diese  Methode  bei  verschiedenen  Untersuchungen  dienlieh 
sein,  welche  ihr  noch  nicht  unterworfen  sind;  s.  B.  bei 
dein  allgemeinen  Problem  der  Tangenten  und  bei  dem  der 
KrümmHugshalbmetser  aller  geometrischen  Curven,  wovon 
wir  die  Lösungen  in  dem  Bulletin  universel  des  science* 
(Juni  1830)  angegeben  haben.  '•") 


23)  Construction  der  Tangenten.  —  Um  die  Tangenten  ftr 
irgend  einen  Punkt  m  einer  geometrischen  Cnrve  von  beliebiges 
Grade  zu  bestimmen,  ziehe  man  durch  diesen  Punkt  zwei  Trans- 
versalen m  A  und  f/i.41  in  willkührlirhcr  Hichtuug;  darauf  bilde  min 
die  Producte  der  Segmente,  welche  auf  diesen  Geraden  zwischen 
dem  Punkte  m  und  deu  andern  Punkten,  in  welchen  sie  die  Cnrve« 
schneiden,  enthalten  sind,  und  es  seien  P  und  I"  diese  Prrduete; 
durch  einen  in  der  Ebene  der  Curve  willkührlich  gewählten  Punkt  u 
ziehe  man  zwei  Transversalen,  welche  mit  m  A  und  mA*  parallel 
sind,  und  bilde  die  Producte  der  JSegniente,  welche  auf  diesen  beide* 
Transversalen  zwischen  dem  Punkte  /*  und  der  Curve  liegen,  owL^ 
bezeichne  sie  durch  II  und  721.  —  Auf  deu  Geraden  t/iA  und  $nA^ 
trage  man  endlich  vou  m  ausgehend  zwei  Linien  auf,  die  respectives 

Il  llx 

den  Verhältnissen  —n-    und   -pf  proportional  sind,  so  wird  die  fite» — 

rade,  welche  die  Endpunkte  dieser  Linien  verbindet^  mU  der  Tt 
gente  im  Punkte  m  parallel  sein. 

Mau' könnte  auch  die  Normale  direct  construiren.      S5u  dît 
Eude  würde  man  auf  den  beiden  Transversalen,  die  von  dem  Pauke  eu 

P  *W» 

m  ausgehen ,  Ltnieu  auftragen ,  welche  den  Verhältnissen  -yj-  and 


proportional  sind  und  durch  die  Endpunkte  dieser  Linien  uud  dure* 
den  Punkt  m  einen  Kreis  legeu,  dann  wird  der  Mittelpunkt  dieses 
Kreises  auf  der  Normale  der  Curve  für  den  Punkt  m  liegen. 

Construction  der  Berührungskrei*e.  —  Um  den  Berührung** reit 
für  einen  Punkt  m  einer  geometrischen  Curve  zu  bestimmen,  wirf 
man  durch  dienen  Punkt  die  Tangente  an  die  Curve  ziehen  uud  irggmi 
eine  Transversale  ffi.-i,  ferner  wird  mau  die  Producte  der  »Scgmeeto 
nehmen ,  welche  auf  diesen  beiden  Geraden  zwischen  dem  Paukte  m 
und  den  auderu  Achten  der  Curve  enthalten  sind,  diese  Producta 
mügeu  T  und  P  Min;  durch  einen  in  der  Ebene  der  Curve  willkisr- 
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f.  f7.    Die  Lehre  von  den  stercographi- 

•ckeo  Projeciionen  ist  ausser  der  Ausdehnung,    ^l^V*' 

welche  sie  schon   durch   ihre  Anwendung  auf  p  fectionenT 

äk  Arten  von  Oberflächen  zweiten  Grades  er- 

kfeea    hat,    noch    einer    neuen   Verallgemeinerung   fällig, 

welche  darin  besteht,  das  Auge  nicht  mehr  in  eiuon  Punkt 

der  Oberfläche,  sondern  beliebig  an  irgeud  eine  Stelle  des 


Heb  gewählten  Punkt  sieht  man  alsdann  zwei  Linien,  parallel  mit 
4er  Tangente  und  der  Transversale,  rund  bildet  die  Pioducte  der 
Ntgmeate,  die  auf  diesen  Parallelen  zwischen  dem  Punkte  /u  uud  der 
Carve  liegen;  diese  Producte  seien  t  und  n.  —    Auf  der  Trans ver- 

p        J 
srnle  wUL  tragt  man  endlich  eine  Linie  =  —  •  -j-  auf,  so  wird  der 

bùfunkt  dieser  Linie  auf  dem  gesuchten  Berührungskreise  liegen. 

Ans  dieser  Construction  folgt,   das*,  wenn  man  durch   0-  den 
Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Trausversale  inA  macht,  der  Krum- 

1  P  T 

mugsbalbmesser  —  R  ==■  JTîuT?  "  ~3T  '  "ï"  scîu  wird' 

Wenn  die  Curve  vom  Grade  m  ist,  so  enthalten  r  und  tt,  m 
ladre  Factoren,  JP  enthalt  m  — 1 ,  und  T,  m — 2, 

Wenn  diese  Curve  gezeichnet  ist,  so  werden  diese  Factoreu  die 
Uaton  sein,  welche  auf  den  Transversalen  liegen;  uud  wenn  die 
Girre  durch  ihre  Gleichung  gegeben  ist,  so  wird  man  vermittelst 
üwer  Gleichung  unmittelbar  die  Werthe  der  vier  Grössen  I',  T,  n,  t 
•(kernen,  was,  wie  man  sieht,  aus  der  allgemeinen  Theorie  der 
Meinungen  folgt 

Wenn  die  Curve  gezeichnet  wird ,    so  ist  es  nftthig ,    dans  sie 

-j      ^lat&ndig   ist,  d.  h.  dass   alle   ihre  Aeste  beschrieben  sind,  damit 

-"}      *ie  von  den  Transversalen  in  eben  so  vielen  Punkten  getroffen  werde, 

-";      ftl*  1er  Grad  ihrer  Gleichung  anzeigt.    Wenu  die  Curve  z.  B.  eine 

*•■  lesen  des  vierten  Grades  ist,  welche  man  Oralen  des  Descartes 

■fnnt,   so   muss    mau   ihre  Genossin   (compagne^   kennen,    welche 

rri      *»e  «weite  Ovale  Ist,  die  sich  derselben  Eigenschaften ,  als  die  erste, 

crfcot,  und  welche  nicht  durch  die  geometrische  Construction  ange- 

sctairird,   die  Descartes  und  andre  Geometcr  gegeben  haben,   wel- 

c*e  aler  in  derselben  Gleichung  mithcgriffen  ist.    (S.  Note  XXI.) 

Die  vorhergehenden  Constructioneii  können  noch  vereinfacht  wer- 
°^Q,  weil  man  statt  vier  Transversalen,  von  denen  je  xwei  und  zwei 
FlreJlel  sind,  nur  drei  ziehen  darf,  von  denen  zwei  von  dem  Punkte 
der  Corvo  ausgehen  und  die  dritte  ganz  willkfihrlich  ist.  Diese  Mo- 
"\  fifleation  der  obigen  Losungen  beruht  auf  der  schönen  allgemeinen 
Kfeenschaft  der  geometrischen  Curven ,  welche  Caruot  in  seiner  GVo- 
Hettie  de  position  p.  291  gegeben  hat 

Poncelet  hat  auch  eine  Construction  der  Tangenten  an  geometri- 
sche Corven  gegeben,  in  einem  Memoiro,  welches  September  1831  der 
Académie  der  Wissenschaften  zu  Paris  vorgelegt  wurde,  unter  dem 
Titel:  Analyse  de*  transversales  appliquée  à  la  recherche  de  pro- 
priétés pn*j  retire*  des  lianes  et  sut' faces  géométriques.  (8.  deu 
VIII.  Bund  des  Journals  von  Crelle,  p.  229.) 


220 

Raum*,  selbst  ins  Unendliche  zn  aefzeti.  Auf  nVse  . 
werde»  die  ebenen  Schrulle  der  Oberfläche,  zweiten  (2i 
des  iu  der  Projection  nicht  mehr  unter  einander  venrao 
Kegelschnitte  (AoirioMc7«ynr«)  sein,  oder  solche  Keg< 
schnitte,  die  alle  dieselbe  Axc  der  Symptome  haben,  nn 
dein  diene  C'urvcn  werden  eine  allgemeiner  ansgedrüd 
Abhängigkeit  haben ,  nie  werden  alle  einen  doppelten  Co 
tart  (reell  oder  impgiiiuY)  mit  ein  und  demselben  Key 
schnitt  haben,  welcher  die  Projection  des  scheinbaren  V 
risses  der  Oberfläche  zweiten  (ârudes  sein  wird  (wahr« 
dieser  Kegelschnitt  selbst  imaginär  sein  kann). 

Dieses  Theorem  gehört  l'oncclet  an,  welcher  es 
seinem  Tratte  de*  propriétés  pvujeclnet  {  art.  610  )  g 
gehen  und  dessen  Anwendung  gezeigt  hat,  hei  der  l 
terauckuiig  der  Kigeuschuitcii  eines  System*  \on  Kep 
schnitten,  die  ulle  einen  dojincîtcn  Contact  mit  Kia» 
Kegelschnitt  haben.  Wenn  iiiuu  hiermit,  wie  in  der  i 
gentlich  sogenannten  stlercogra|>!i;:-c!icn  Projection,  in* 
ein  zweites  Theorem  vcrhmiirt,  welches  nich  auf  die  Pr 
joction  der  Scheitel  von  Kegel  bezieht ,  die  der  Oberflâr 
des  zweiten  Grades  in  der  Kichtung  ihrer  ebenen  Sehnt 
uiibeschriebcn  sind,  so  wird  diese  neue  Theorie  ein  Fi 
von  interessanten  und  unerschöpflichen  l  nt«'r>ni  hui!"* 
darbieten,  in  denen  sicli  eine  Menge  \wi  Prrhh'ir.cri  ^i^ 
die  Construction  von  Kegelschnitten,  die  gi'\\in-i':i  IS 
dingiingcn  unlerworfcn  sind,  uul'gelust  linden.  (S.  -V 
XXYIU.) 

§.  2^.  Obwohl  die  in  tiusrcr  zweiten  A 
Hirt  hotten  J*r  thoilung  enthaltenen  Methoden  einander  frei 
m'Vmamm^Mm  SU  sein  scheinen  und  zu  \crsrhirdeiieii  pral 
Usclion  /«wecken  hrstiiiniit  sunt ,  so  ko.iiicu  i 
doch,  als  ein  theoretisches  Mittel  zur  Defnrmut'im  i/(r  / 
guren  betrachtet,  in  ein  einzigr*  Pruicip  der  Deluriuaii< 
zusamnieiigcfasst  werden,  welchem  sie  ulle  er>etzL  Du 
si's  Priucip  scheint  uns  eine  neue  Lehn*  \mi  gro%» 
Wohligkeit  darzubieten,  welche  \on  leichlerer  und  ai: 
gedehnterer  Anwendung  ist,  als  die  der  \erschiedcneii  Mi 
thoden.  Ne  beruht  auT  einem  e>n/.igeu  Thc'ircm  der  üv* 
melriev  welches  wir  als  die  lr(/.(e  \  erull^iMiii'ioriiin^  m 
m»  zu  Nagen  als  das  l  r|mnci|i  für  dirse  McthodtMi  I* 
trachten.  Wir  scl/.i>n  um  h  hinzu  .  das»  ainh  ule  iiitd,* 
ähnlichen  Melhodi'ii  7.ur  \  i-rwundliin::  miii  Figuren  m  *i 
die  derselben  Art.  welche  man  um  li  in  di*r  rolr'.e  m 
dreken  kann,  uut  Ableitungen  aus  dic.vcw  einzigen  Prior 
acin  werden. 
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f.  89.    Was  die  Theorie   der  reziproken  THe  r^pf^ 
Polaren    betrifft,    welche    zur    Transformation  ken  FoUiren 
tob  Figuren  in  andre  von  verschiedener  Art,    und  andre 
ia  denen  Ebenen  und  Punkte  respective  Punk-  äknJl^£Uerm 
Jen  und  Ebenen   der  gegebenen  Figuren  ent-  ^ 

sprechen ,  und  sur  Umwandlung  von  Eigenschaften  dieser 
Figuren  in  Eigenschaften  der  neuen  Figuren  «. 
(fient,  was  eine  beständige  Dualität  der  For-  Dualität* 
men  und  Eigenschaften  der  ausgedehnten  Grös- 
sen bildet,  so  haben  wir  schon  (in  den  Annalee  des  m«* 
ihématîqueê,  t.  XVIII,  p.  270)  gesagt,  dass  diese  Theorie 
nicht  die  einzige  Methode  für  diesen  Zweck  ist,  sondern 
dans  es  deren  mehre  gieht,  welche  dieso  Dualität  augen- 
scheinlich machen  und  welche  sich  eben  so  leicht  anwen- 
den lassen. 

Die  Dualität  z.  B.,  welche  seit  zwei  Jahrhunderten3*) 
in  der  Geometrie  der  Kugel  bekannt  ist,  wo  jede  Figur 
ihre  supplementäre  hat,  in  der  die  Bögen  grösster  Kreise 
Punkten  der  ersten  Figur  entsprechen  und  durch  denselben 
Punkt  gehen,  wenn  diese  Punkte  der  ersten  Figur  auf 
demselben  grössten  Kreise  liegen ,  diese  Dualität ,  sag'  ich, 
nacht  die  Dualität  der  ebenen  Figuren  augenscheinlich 
und  bietet  ein  leichtes  Mittel  zu  ihrer  Transformation  dar« 

Man  denke  sich  in  der  That  auf  einer  Kugel  irgend, 
eine  erste  Figur  und  ihre  supplementäre  (d.  h.  die  Figur 
hüllt  die  Bogen  grösster  Kreise  ein,  deren  Ebenen  senk- 
recht auf  den  Radien  stehen,  welche  nach  den  Punkten 
«1er  ersten  Figur  gehen) ,  und  bilde  die  Perspective  dieser 
beiden  Figuren  in  einer  Ebene,  indem  sich  das  Auge  im 
Mittelpunkt  der  Kugel  befindet,  so  wird  man  in  der  Per- 
spective zwei  Figuren  erhalten,  von  denen  die  eine  die 
transformirte  der  andern  sein  wird  und  wo  die  Dualität 
offenbar  ist. 

Man  erkennt  aber  leicht,  dass  diese  Transformation 
*jner  ebenen  Figur  sich  in  der  Ehene  der  Figur  direct  aus- 
Jähren  Iftsst,  ohne  die  Kugel  zur  Hülfe  zu  nehmen.  In 
der  That  wird  das  Perpendikel ,  welches  von  jedem  Punkt 
JCr  vorgelegten  Figur  auf  die  Gerade  gefallt  wird,  welche 
diesem  Punkt  in  der  zweiten  Figur  entspricht,  durch  einen 


24)  Wir  haben  gesagt,  dass  das  Theorem,  auf  welchem  diese 
"Qatitat  beruht,  von  Snclliu*  ist,  und  dass  seine  Entdeckung  vorhe- 
r*ittt  war  durch  die  Transformation  der  Triangel  aar  der  Kugel, 
Cetebe  Vieta  nur  Auflösung  einiger  Fälle  4er  sphärischen  Trigono- 
metrie angewandt  hat 


festen  Paukt  gehen  f  der  die  senkrechte  Projection  de 
Mittelpunkts  der  Kugel  auf  die  Ebene  der  Figur  ist;  im 
das  Perpendikel  wird  in  diesem  Punkt  in  zwei  Segment 
get heilt  sein,  deren  Product  coustant  ist,  nämlich  gleic 
dem  Quadrat  der  Entfernung  des  Mittelpunkts  der  Kugc 
•von  der  Ebene  der  Figur.  Um  also  die  transformiite  eine 
gegebenen  Figur  zu  bilden,  wird  es  hinreichen,  durd 
einen  festen  Punkt  in  ihrer  Ebene  einen  Radius  nad 
jedem  Punkte  dieser  Figur  zu  ziehen,  auf  der  Verlange- 


proportional  dem  inversen  Wcrth  desselben  aufzutragei 
und  durch  den  Endpunkt  dieser  Linie  eiu  Perpendikel  an 
dem  Radius  zu  ziehen.  Alle  diese  Perpendikel  eutsprecha 
respective  den  Punkten  der  vorgelegten  Figur  und  hüll« 
ihre  transformirto  ein. 

§.  30.  Es  ist  einleuchtend ,  das  diese  Constructions« 
der  transformirton  Figuren  sich  auch  auf  Figuren  dreie 
Dimensionen  anwenden  lässt.    Wir  sprechen  dieses  so  aus: 

Wenn  man  nach  allen  Punkten  einer  im  Räume  aege> 
benen  Figur  von  einem  willkfihrlich  angenommenen  Ami 
Radien  zieht  und  man  auf  diesen  Radien  (oder  auch  an 
deren  Verlangerungen  über  den  festen  Ptnkt hinaus)  Link* 
aufträgt,  welche  ihnen  respective  proportional  sind,  nul 
wenn  man  endlich  durch  die  Endpunkte  dieser  Linien  Ehe 
tien  senkrecht  auf  die  Radien  legt,  so  werden  alle  dies 
Ebenen  eine  zweite  Fianr  einhüllen,  welche  die  trans 
for  mir  te  der  vorgegebenen  ist,  wie  man  es  bei  dem  Prin 
cip  der  Dualität  erfährt.  Das  heisst  also,  den  Ebene 
in  der  vorgelegten  Figur  werden  Punkte  in  der  neuen  Fi 
gur  entsprechen ,  und  wenn  diese  Ebenen  durch  einen  Pool 
gehen,  so  werden  diese  Punkte  in  einer  Ebene  liegen. **) 

Wenn  auf  den  Richtungen  der  Radien,  die  von  einei 
festen  Punkte  nach  den  Punkten  der  vorgegebenen  Fign 
gezogen  sind,  Linien  genommen  werden,  welche  propor 
tional  den  inversen  Werthcn  dieser  Radien  sind,  so  kön- 
nen die  Ebenen,  welche  in  den  Endpunkten  dieser  Liaifl 
senkrecht  auf  den  Radien  stehen,  als  die  Polur-EbtvW 
der  Punkte  der  vorgegebenen  Figur  betrachtet  werden,  in 
Bezug  auf  eine  gewisse  Kugel,  die  um  den  festen  Punkt 
als  Mittelpunkt  beschrieben  ist. 

Unsre  Transformationsweise  umfasst  also  zugleich  die 
Transformation,  welche  sich  aus  der  Theorie  der  redpr** 


25)  Der  Beweis  dieses  Theorems  ist  Äusserst  leicht.    Wir  geh« 
ihn  in  der  XXLXsten  Note. 


fan  Maren ,  auf  der  Kugel  betrachtet,  ergiebt,  und  ist 
allgemeiner  als  diese,  weil  in  der  Theorie  der  Polären  die 
Rhenen,  welche  den  Punkten  einer  vorgegebenen  Figur 
entsprechen,  immer  zwischen  diesem  Punkt  und  dem  Mit- 
telpunkt der  Kugel  gelegt  werden,  während  bei  unsrer 
Transformationsart  diese  Ebenen  auch  über  den  festen 
Punkt  hinaus  liegen  können,  welcher  den  Mittelpunkt  re- 
prisentirt.  **) 

Dieser  innige  Zusammenhang  zwischen  der  Theorie 
der  reeiproken  Polaren,  einer  ganz  neuen  Erfindung,  und 
■wischen  der  Dualität  der  Figuren,  die  auf  der  Kugel  ge- 
■eichnet  werden,  welche  seil  beinahe  zwei  Jahrhunderten 
bekannt  und  angewandt  ist,  schien  uns  hier  eine  Erwäh- 
nung zu  verdienen. 

J.  31.  Wir  gehen  zu  andern  Arten  der  Transforma- 
tion über. 

Es  giebt  zwei,  welche,  wie  die  vorhergehende,  anf 
bekannten  Theorien  beruhen.  Die  erste  ist  durch  <!as  Po- 
rtern* des  Euclid  gegeben,  welches  wir  bei  Gelegenheit 
der  mathematische»  Sammlungen  von  Pappus  angeführt 
Üben  (Erste  Epoche,  §.  31,  in  der  Note);  denn  in  die- 
sem Porisma  construirt  man  für  jeden  Punkt  einer  ebenen 
Figur  eine  gerade  Linie,  und  erkennt  leicht,  wenn  die 
Punkte  der  ersten  Figur  in  gerader  Linie  liegen,  dass  die 
entsprechenden  Geraden  in  der  zweiten  Figur  durch  einen 
Punkt  gehen. 

4  Die  zweite  folgt  aus  der  Theorie  der  reeiproken  Cur- 

J     Ten  und  Oberflächen,  für  welche  Monge  den  analytischen 
*     Ausdruck  gegeben  hat.    (ß.  Note  XXX.) 

$.  32.    Man  kann  auch  noch  andre  Arten  der  Trans- 
3     formation  ersinnen. 

Man  denke  sich  z.  B.  im  Raum  einen  dreikanti- 
gen Winkel  und  ein  Dreieck,  welches  in  einer  Ebene 
fegt,  die  durch  den  Scheitel  dieses  Winkels  geht;  durch 
J  jenen  Punkt  einer  gegebenen  Figur  im  Raum  lege  mau 
Ali  Ebenen,  welche  durch   die  drei  Seilen  des  Dreiecks 


26)  Die  h  fer  angegebene  grouse  Allgemeinheit  findet  nur  in  geo- 
metrischer Beziehung  utatt,  nicht  aber,  wenn  man  den  analytischen 
Weg  wühlt,  weil  m  .in  in  htzterm  Kall  den  Rmhm  der  Kugel,  in 
Besag  auf  welche  man  die  Polären  nimmt,  imaginär  annehmen  kann, 
nd  dann  die  Polarehenen  (Ar  die  Punkte  der  vorgegebenen  Figur 
Her  den  Ptmkt  hinaus  liegen,  welcher  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
repr&  seil  tir  t. 
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gehen,  so  schneiden  diese  respective  die  drei  Knien  des 
Winkels  in  drei  Punkten,  welche  eine  Ebene  bestimmen;  « 
alle  diese  Ebenen  hüllen  eine  zweite  Figur  ein,  welche' 
zu  der  gegebeneu  die  Beziehungen  und  Abhängigkeiten 
haben  werden,  welche  die  in  Rede  stehende  Dualität 
bestimmen. 


Wenn  eine  Figur  im  Raum  gegeben  Ist  und 
theilt  ihr  irgend  eine  unendlich  kleine  Bewegung  mit,  uni 
legt  durch  ihre  verschiedenen  Punkte  Normal  -  Ebenen  üf 
ihre  Trajectorien,  so  werden  alle  !  diese  Ebenen  dit 
zweite  Figur  einhüllen,  welche  eine  Transformation  der* 
«vorgegebenen  sein  wird,  von  derselben  Natur  als  die  vot* 
hergehende.  \ 

Wenn  man  von  einer  im  Raum  gegebenen  Figur  an-« 
nimmt,  dass  sie  von  mehren  Kräften  sollicitirt  wird,  und., 
wenn  man  durch  jeden  Punkt  der  Figur  die  Hauptcbens  t 
dieser  Kräfte  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  legt,  so  werden.. 
alle  diese  Ebenen  eine  zweite  Figur  einhüllen,  welche^ 
noch  eine  Transformation  der  gegebenen  sein  wird,  V0|. 
derselben  Natur  als  die  vorhergehenden. 

§.  33.    Von  diesen  drei  Arten  der  Transformation  ta1 
Räume  hat  die  erste,  welche  von  dem  dreikantigen  Wm*i'< 
kel   Gebrauch   macht,   ihre  analoge  in  der  Ebene;  diese*4 
ist  das  Porisma    des  Euclid.      Die   beiden    andern  habe* 
nicht  ihre  analoge  in  der  Ebene  ;  sie  sind  aber  nichts  desto 
weniger  geeignet  zur  Transformation  ebener  Figuren.    Bs 
sei  in  der  That  eine  ebene  Figur  zu  transformiren  gogebaa, 
80  theilo  man  ihrer  Ebene  eine  unendlich  kleine  Bewegung 
im  Räume  mit,    so  werden    die  Normal -Ebenen  auf  die 
Trajectorien  der  verschiedenen  Punkte  der  Figur  eine  to- 
nische Oberfläche  einhüllen   (deren  Scheitel   ein  Punkt  ■ 
der  Ebene   der  Figur  sein  wird)  *7),  und   eine  im  RtW    . 
willkührlich  gelegte  Transversal  -  Ebene  wird  diese,  cow-    j 
sehe    Oberfläche    in    einer    Figur    schneiden,    welche   db 
transformirte  der  gegebenen  ist. 

Man  kann  also  zur  Transformation  der  ebenen  Figurée  . 
jedes  Verfahren  geeignet  machen,  welches  man  zur  Trane- 
formation der  Figuren    im  Raum  gebraucht   und  welobee 
nicht  sein  analoges  in  der  Ebene  hat. 


27)  Wir  werden  den  Bcwefa  dieses  Theorem*  In  einer  Schrill 
ilher  die  geometrischen  Eigenschaften  der  freien  Bewegung  eines  Kee- 
pers in  Raum  geben. 


$.  Si.  War  könnten  noch  andre  besondre  Arten  von 
Msformaftion  anführen ,  welche,  wie  die  vorhergehenden, 
Bus  im  Rannte,  theils  in  der  Ebene  denselben  Dienst 
iten,  als  die  Theorie  der  reeiproken  Pott- 
i.  Aber  alle  diese  Methoden  können ,  wie  **a*  *£*** 
m  der  Deformation,  von  dem  >rir  oben  ge-  ^pdrrTrm^i 
fachen  haben f  durch  ein  einziges  Princip  formation.' 
■eist  werden,  welches  allgemeiner  und  aus- 
jenhnlor  ist,  als  jede  von  ihnen«  Dieses  Princip,  wel- 
ms  eine  vollständige  Lehre  von  der  Transformation  der 
igaran  bestimmt,  hat  seinen  Ursprung  in  einem  einzigen 
beonm  der  Geometrie,  welches  uns  fur  diese  fiigen- 
chaft,  welche  den  Formen  der  Ausdehnung  innewohnt, 
îr  die  Dualität,  der  erste  Grund  gewesen  zu  sein  scheint. 
■  diese  haben  zwar  gelehrte  Geometer  geschrieben,  aber 
der  sehr  philosophischen  Gesichtspunkte,  welche  sie 
i  fiesen  Theil  der  Geometrie  gebracht  haben,  sind  sie 
och  nicht  bis  zu  dem  anfänglichen  Grundprincip ,  welches 
Mbh&ngig   von  jeder    besondem  Lehre    ist,   zuruckge- 

§.  35.    Wir  wollen  nun  zugleich  zeigen,     Besonderer 
lach   einige  Betrachtungen    über  die  Natur  Charakter  der 
Bases  Principe  der  Transformation   und  über     Theorie  der 
Es  Theorie  der  reeiproken  Polären,  wie  es  reciprokenBo- 

grossere  Allgemeinheit  gewährt,  als  diese  reiu 


Die  Figuren ,  nach  dieser  Art  der  Transformation  be- 
trachtet, haben  unter  einander  eine  Uebereinstimmung  oder 
EUdprocität ,  welche  darin  besteht,  dass  jedem  Punkt  in 
hr  gegebenen  Figur  eine  Ebene  in  ihrer  abgeleiteten  ent- 
jpridfcf,  und  umgekehrt  jedem  Punkt  in  dieser  eine  Ebene 
ja  der  gegebenen  Figur.  Dies  folgt  aus  einer  einzigen 
Btdiagnng  bei  der  Construction  der  zweiten  Figur,  nära- 
ich,  dau  alle  Ebenen,  welche  in  dieser  Figur  Punkten  der 
gegebenen  entsprechen ,  die  in  einer  Ebene  liegen ,  noth- 
mendig  durch  ein  und  denselben  Punkt  gehen  müssen.  Auf 
esse  Weise  entspricht  einem  Punkte  der  zweiten  Figur 
:me  Ebene  der  ersten. 

Diese  Bedingung  bestimmt  durch  sich  allein  die  Lehre 
Li*  Transformation,   von    der   wir    sprechen,    indem   sie 
l  theo  wesentlichen-  Unterschied  von  unendlich  vielen  an« 
[4eni  Transformationsarteii  bildet,  in  welchen  den  Punkten 
Kienen   entsprechen   oder  auch   den  Ebenen  Punkte,  wo 
.  iber  diese  beiden  Umstände  nicht  zu  gleicher  Zeit  statt- 
laden.   Und  diese  Bedingung  findet  sich  in  der  Theorie 
1er  Polaren  erfüllt,  wo  mau  weiss,  dass  alle  Polar -Ebe- 

Goch.   der  Geoa.  15 
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nen  der  Punkte  einerlei  Ebene,  durch  denselben  Puni 
gehen  (oder  mit  andern  Worten,  wenn  die  Kegel,  wdd 
einer  Oberfläche  zweiten  Grades  umgeschrieben  sind,  ün 
Scheitel  in  einer  Ebene  haben,  so  gehen  die  Ebenen  ihn 
Beruhrungscurven  mit  der  Oberfläche  durch  einen  Paukt 
Hierin  liegt  es,  weshalb  die  Theorie  der  Polären  ein  lütt 
Cur  die  Transformation  der  Figuren  darbietet  und  die  Am 
lität  bei  den  ausgedehnten  Grossen  erklärt. 

Diese  Theorie  bietet  aber  einen  besondern  Unat« 
dar,  dass  nämlich  der  Punkt,  durch  welchen  die  Pohl 
Ebenen  von  solchen  Punkten  der  ersten  Figur  gebe 
welche  in  einerlei  Ebene  liegen,  diese  Ebene  selbst  m 
Polar  »Ebene  hat:  so  dass  sich  die  erste  Ebene  vermittel 
der  aweiten  vollkommen  auf  dieselbe  Art  construira  ê 
diese  zweite  durch  die  erste  construirt  wordun  ist  À 
diese  Weise  findet  hier  eine  Beciprocität  oder  viebad 
eine  vollkommene  Identität  der  Construction  zwisek 
beiden  Figuren  statt. 

Da  die  Theorie  der  Polären  bis  auf  den  heutigen  fi 
das  einzige  Mittel  war,  welches  zur  Transformation  à 
Figuren  angewandt  wurde,  so  konnte  mau  glauben,  du 
sie  ihre  Uebereinstinimung  oder  Reciprocität  der  Fonne 
wovon  wir  eben  sprachen,  der  Identität  der  Construdk 
verdanken,  welche  bei  dieser  Theorie  der  Polären  stall 
findet.  Das  wäre  aber  ein  grosser  Irrthum.  Denu  diai 
Identität  der  Construction  ist  eine  zufallige  Eigeoscbai 
welche  den  Figuren,  die  durch  die  Theorie  der  Poläfl 
entstehen,  eigenthüralich  ist  und  welche  sich  auch  bei  M 
dem  Transformationsarten  vorfindet;  aber  sie  ist  nicht  à 
Eigenschaft,  welche  die  Dualität  bedingt,  und  in  der  Tb 
findet  sie  sich  nicht  bei  den  andern  Arten  der  Transfin 
mation  und  namentlich  bei  der,  welche,  wie  wir  erwähl 
haben,  alle  andern  als  Folgerungen  oder  besondre  Fäll 
in  sich  schliesst.  Auch  wollen  wir  keinen  Gebrauch  vi 
dieser  Identität  der  Construction  machen  und  sie  von  é 
Exposition  unsrer  Theorie  der  Transformation  ausseht!« 
son,  weil  sie  ihr  fremd  ist  und  nur  durch  einen  besondec 
und  zufalligen  Umstand  darin  eingeht» 

Besondrer  §'  ^#     **e'  ^er  ' ra,18forniÄ^on8aTt  auf  d« 

Charakter    Wege  der  unendlich  kleinen  Bewegung  ladt 

mekrer    an-  sich  auch  die  Identität  der  Construction,  ébeos 

dem     Arten  wie  in  der  Theorie  der  Polären  ;  d.  h.  die  Ner- 

"fortnlt™~  mal-Ebenen  *uf  den  Trajectorien  der  Punk* 

'  '    einer  ersten  Figur  hüllen  eine  zweite  Figur  sa 

welche  von  der  Beschaffenheit  ist,  dass,  wenn  sie  seh* 

construirt  wäre  und  dieselbe  Bewegung  als  die  erste  tf" 
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Ine,  dio  Normal  -  Ebenen  auf  ihren  Trajectorien  die 
rte  Figur  einhüllen  würden. 

Eine  ähnliche  Reciprocität  findet  auch  bei  den  Figuren 
Ut,  welche  vermittelst  eines  Systems  von  Kr&ften  go- 
det werden« 

Nicht  dagegen  ist  dieses  der  Fall  bei  den  Transfor- 
itionen,  welche  durch  die  Betrachtung  des  dreikantigen 
Inkels  gebildet  werden.  Wenn  ein  Punkt  eine  gegebene 
rar  durchläuft ,  so  hüllt  die  Ebene ,  welche  auf  die  an- 
fiihrte  Art  vermittelst  des  dreikantigen  Winkels  bestimmt 
t,  eine  zweite  Figur  ein,  welche  die  abgeleitete  oder 
aflsformirte  der  ersten  sein  wird.    Wenn  aber  der  Punkt 

•  zweite  Figur  durchläuft,  so  wird  die  bewegliche  Ebene 
tat  die  erste  Figur  einhüllen ,  so  wie  es  in  der  Theorie 
jt  Poliren  und  bei  der  Transformation  vermittelst  der 
tendlich  kleinen  Bewegung  geschieht;  sondern  sie  wird 
ae  dritte  vollkommen  verschiedene  einhüllen.  Nur  in  dem 
ins  besondern  Fall,  dass  die  drei  Scheitel  des  Dreiecks 
r  den  Ebenen  der  Seitenflächen  des  dreikantigen  Winkels 
ßgen,  findet  Identität  statt,  d.  h.  die  dritte  Figur  wird 
mn  von  der  ersten  nicht  verschieden  sein. 

Bei  der  Transformationsart  der  ebenen  Figuren,  wei- 
he das  Porisma  des  Euclid  liefert,  kann  niemals  Identität 
er  Construction  stattfinden.  Wenn  der  bewegliche  Punkt 
Im  gegebene  Figur  durchläuft,  so  hüllt  seine  correspon- 
ireaoe  oder  derivirte  Gerade  eine  zweite  Figur  ein  ;  wenn 
fcer  der  bewegliche  Punkt  diese  zweite  Figur  durchläuft, 

•  wird  die  daraus  abgeleitete  Gerade  eine  dritte  Figur  ein- 
Allen,  welche  von  der  ersten  verschieden  ist. 

Man  kann  aber  immer  statt  der  Constructionsart,  wei- 
he sur  Bildung  der  zweiten  Figur  vermittelst  der  ersten 
»braucht  wurde,  eine  andro  snbstituircn ,  welche  zur 
Instruction  dieser  .  ersten  Figur  vermittelst  der  zweiten 
lient.  In"  solchen  besondern  Fällen,  wie  die  sind,  welche 
Se  Theorie  der  Polären ,  die  unendlich  kleine  Bewegung 
1er  gegebenen  Figur  u.  s.  w.  darbieten ,  fallen  diese  hei- 
len Mittel  der  Construction ,  welche  im  Allgemeinen  ver- 
chieden  sind,  in  eines  zusammen.  Wir  werden  die  all- 
gemeinen Relationen  angeben,  welche  zwischen  diesen 
laden  Constmctionsartcn  stattfinden,  um  immer  die  eine 
Ms  der  andern  abzuleiten. 

$.  37.  Wir  sind  in  diese  Betrachtungen  Vie  Theorie 
ipecieller  eingegangen ,  um  es  dem  Leser  recht  for  Polaren 
riadringlich  zu  inachen ,  dass  die  Idee  der  Dua-  **/  wirÄ.'  ,Iie 
BfA  keineswegs  aus  den  Umständen  der  Con-  Trl^fomL 
Mruction   hervorgeht,    welche    in    der  Theorie  tfoiuweU«. 

1»* 


228 

der  reciproken  Poliren  den  unterscheidenden  Charakter 
zu  bilden  scheinen,  ;fur  die  Transforniationsarten/  welche 
sich  zur  Veranschaiilichung  der  Dualität  eignen. 

Es  folgt  aus  diesen  Betrachtungen,  dass  die  Theorie 
der  reciproken  Polaren  nicht  die  allgemeinste  Transforma- 
tionsart  ist.  Wenn  aber  dies  die  einzige  Wahrheit  wir«, 
welche  wir  herausstellen  wollten,  so  wurde  es  hinreichen 
zu  sagen,  dass  man  bei  der  allgemeinen  Methode,  welche 
alle  andern  in  sich  schliesst,  um  fur  eine  gegebene  Figur 
die  corrélative  zu  construiren,  willkührlich  im. Raum  fünf 
Ebenen  annehmen  kann,  welche  fünf  bestimmten  Punkten  der 
ersten  Figur  entsprechen  ;  während  in  der  Theorie  der  lect* 
prokenPolären  zwei  corrélative  Figuren  eine  viel  beschränk- 
tere Abhängigkeit  von  einander  haben.  Denn  wenn 
zwei  Tetraeder  betrachtet,  in  welchen  die  Scheitel  des  en 
den  Flächen  des  andern  entsprechen,  so  werden  die 
Geraden,  welche  die  Scheitel  des  ersten  respective  ait 
den  Scheiteln  des  andern  verbinden,  welche  den  Ebenes 
gegenüber  liegen,  die  den  vier  Scheiteln  des  ersten  cor« 
respondiren  —  so  werden  diese  vier  Geraden,  sag9  ich, 
immer  vier  erzeugende  Linien  (génératrices)  für  dieselbe 
Art  der  Erzeugung  eines  Hyperboloids  mit  einem  Fach 
sein.  *28) 

Die  andern  Transformationsarten  bieten  ebenfalls  einige 
besondre  Abhängigkeiten  der  Lage  der  Figuren  und  ihrer 
Transformirtcn  dar,  welche  aber  von  der  verschieden  sind, 
die  wir  als  die  reeiprok  -  polaren  Figuren  angegeben  haben« 

Eben  so  findet  man  bei  der  Transformation  vermittelst 
der  unendlich  kleinen  Bewegung ,  dass  Irgend  zwei  Geraib 
und  ihre  Abgeleiteten  immer  vier  erzeugende  Linien  für 
dieselbe  Art  der  Erzeugung  eines  Hyperboloids  sind. 

Trans  for  ma-         §.  38.    Wir  haben  bis  jetzt  nur  von  den 

\r°ilcten  und  Rc,ationen    zwischen    den  Figuren  und   ihren 

Winkel- Be-  transfonnirtcu  in  Bezug  auf  ihre  Beschreibung 

Ziehungen,    und   ihre  Lage  gesprochen  j   mau   muss  aber 


28)  Dieses  folgt  daraas ,  dass  die  Geraden ,  welche  die  vierScksU 
tel  eines  Tetraeder»  mit  den  Polen  der  gegenüberliegenden  Seite** 
flächen ,  in  Bezug  auf  irgend  eine  Oberfläche  zweiten  Grades  jenem» 
tuen ,  vier  erzeugende  Linien  für  dieselbe  Art  der  Erzeugung  eines 
Hyperboloids  mit  einem  Fache  sind. 

Dieses  Theorem ,  welches  wir  in  den  Annales  des  mathématiques, 
t.  XIX ,  p.  7G  bewiesen  haben ,  hat  noch  mehre  Corollare  sur  Folge» 
Man  schliesst  z.  B.  daraus,  dass  die  vier  Perpendikel ,  welche  reu 
den  Scheiteln  eines  Tetraeders  auf  die  gegenüberstehenden  Seiten» 
flächen  gefällt  werden ,  vier  erzeugende  Linien  für  dieselbe  Art  der 
Erzeugung  eines  Hyperboloids  sind. 
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auch  ihre  Abhängigkeiten  in  Bezug  auf  die  metrische  und 
die  Winkel  -Grösse  betrachten.  Dieses  werden  die  Ab-» 
hängigkeiten  sein,  welche  zur  Uebcrtragung  der  Theoreme 
dienen ,  in  welche  die  Relationen  der  Grösse  eingehen. 

Diese  allgemeinen  Abhängigkeiten  der  Grosse  zwi- 
schen einer  Figur  und  ihrer  transformirteu  beruhen  auf 
einem  sehr  einfachen  Princip,  welches  in  der  Theorie  der 
Polaren  nicht  in  Anwendung  gebracht  ist;  auch  ist  diese 
Theorie,  welche  man  in  sehr  allgemeiner  Weise  zur  Trans- 
formation der  beschreibenden  Relationen  angewandt  hat, 
nur  in  sehr  beschränkter  Art  bei  den  Relationen  der  Grösse 
gebraucht y  erstlich,  weil  man  ihr  nicht  alle  Relationen  un- 
terwerfen hat,  fur  welche  sie  geeignet  ist,  und  dann,  was 
ein  Fehler  des  Princips  ist,  von  dem  wir  sprechen ,  weil  man 
zwei  besondre  Fälle  der  Theorie  annehmen  muss,  um  die 
Transformation  einer  Relation  der  Grösse  zu  bilden.  Man 
hat  als  Hülfsoberflächc  entweder  die  Kugel  angenommen, 
wie  es  zuerst  Poucelet  that  in  seinem  Memoire  sur  la 
théorie  générale  des  polaires  réciproques**'),  und  hernach 
Bebillier  *•)  ;  oder  ein  Paraboloid,  wio  wir  es  in  unsern 
zwei  Memoiren  über  Transformation  parabolique  des  rc- 
laiâms  métriques*1)  gethan  haben. 

Die  Abhängigkeiten  der  Grösse  zwischen  einer  Figur 
uud  ihrer  abgeleiteten  sind  nicht  dieselben  bei  beiden  Arten 
der  Transformation,  In  dem  ersten  Fall  bestehen  sie  darin, 
das«  der  Winkel  zweier  Ebenen  einer  Figur  gonau  dem 
Winkel  zwischon  den  Radien  der  Hülfs-  Kugel  gleich  ist, 
die  nach  zwei  Punkten  gezogen  sind ,  welche  diesen  Ebe- 
nen in  der  zweiten  Figur  entsprechen;  und  im  zweiten 
Fall  ist  das  Segment,  welches  auf  der  Axo  des  Hülfs - 
Paraboloids  zwischen  zwei  Ebenen  einer  Figur  liegt ,  gleich 
der  sonkrechten  Projection  auf  diese  Axe  von  einer  Linie, 
welche  die,  diesen  beiden  Ebenen  entsprechenden,  beiden 
Punkte  in  der  anderij  Figur  verbindet. 

Diese  Transformationsarten  wandten  sich  beide  mit 
gleicher  Leichtigkeit  auf  alle  Relationen  au ,  welche  in  der 
Theorie  der  Transversalen  vorkommen.  Die  erste  ist  aus- 
serdem noch  auf  einige  besondre  Relationen  der  Winkel 
angewandt,  z.  B.  auf  die  Theoreme  von  Newton  und 
Maclaurin    über    die  organische  Beschreibung  der  Kegel- 


20)  f'retle's  Journal,  t.  IV.    Pieaea  Memoire  wurde  der  Ara- 
toaie  der  Wwmeimchaflcu  *:i  Paris  am  12.  April  1824  Turj-elrgt. 
30)  Aium  le  s  des  mathématiques  ^  t.  XVIII,  J.  1827—28. 
31  j  Correspondance  mathématique  von  Quetelct,  t.  V  et  VI. 


schnitte  **):  und  die  «weite  auf  mehr»  Retationm  der 
radliuigen  Entfernungen ,  besonders  auf  die  Tbeoresae 
Newton  Ober  die  geometrischen  Curveu ,  was  ans  s«  e 
gsnn  neuen  Gattung  von  Eigenschaften  dieser  Curve» 
führt  hat.10) 

$.  39.    Ausser  diesem  Unterschied  zwischen  den 
gemeinen  Abhängigkeiten    der  Grösse   sind    diese   bei 
Transformationsaitcu    noch    von    einander    durch    die 
schreibenden  Relationen    verschieden ,   welche   jeder 
ihnen  irgend  etwas  Besondres  und  Eingeschränktes  gë 

Wenn    man  s.  B.  eine  Kugel    als  IIGlfs  -  ObcriH 
anwendet  und   es  findet  sich  eine  andre  Kugel  in  der 
gur,  welche  man  transformiren  will,   so  wird   ihr  in 
neuen  Figur  eine  iRevolulions- Oberfläche  des  zweiten  C 
des  entsprechen,  man  wird  also  nicht  die  allgemeinen 
genschafteu    irgend  einer  Oberfläche  des  zweiten   Gn 
erhallen. 

Eben  so,  wenn  man  als  Hülfs- Oberfläche  ein  Pi 
boloid  nimmt,  und  man  hat  eine  Figur  zu  transforay 
in  welcher  ein  Kllipsoid  enthalten  ist,  so  wird  diesem 
der  zweiten  Figur  ein  Hyperboloid  entsprechen  und  i 
mala  ein  Kllipsoid.  Aber  es  ist  nicht  dieses  Fehlen 
Allgemeinheit,  welches  die  grossie  Unbequemlichkeit  & 
vorbringt;  es  ist  vielmehr  dies,  dass  alle  Linien,  wel 
mau  in  der  vorgegebenen  Figur  als  in  der  l'neudbch 
liegend  betrachten  kann,  zu  Üircn  abgeleiteten  in  der  si 
teil  Figur  Linien  haben,  die  mit  der  Axe  des  Parabel 
parallel  gehen  und  also  in  einem  unendlich  m  eil  entfen 
Punkt  zusammenlaufen.  Man  wird  also  eine  Kigensd 
verschiedener  unter  einander  parallelen  Linien  haben .  « 
rend  man  hei  einer  andern  HülfoubernV  he  die  corresp 
direncle  Kigcnsehaft  für  (àerailc  erhallen  halle,  uelcbc 
einem  Punkt  zusammenlaufen. 

Km  i.st  wahr ,  dass  man  auf  einem  an  dem  Wege  ( 
das   iM   der  (îegciiMauil  der  Methoden ,  welche  in 


32)  Mfin**irt-  von  Tom  cid  titier  di<-  re«  iprukrn  Pourra. 

JJ)  Wir  fii*  irii  x.  II.  li'l^rintr«  Ttirprrm  ait,  wrliSr»  g«  4\ 
lirurn  tânflun^  %<n  l.i^rn«i  luiim  »I«t  Curirn  i*rti.ir|-  Il  ma  bmi 
#ia#  promet  il*'  kr  t'utrr  •://<  t^rr  T.im,tri:trn  ?icAf  .  ifi  r  »wraffW 
ir$tnä  einer  Urrttdrtê  ttth-n .  ••»  vir»!  der  Viff'f/'wnÀf  %%**  mttth 
fiftj.'.iiérf/i  lAivr  //,  rii/if  uft»/»iMff  /  lr  rm  nuzmer  iri.-i .  n  elrhn  * 
äte  tßemru'game  fti*  '.tu.  <r  drr  T.i-  irnirn  .»-in  tum?  \\  *r  »abm 
im    Puhll    t!ii|    .tfiffr//»tjji/.f    ilil   Ciinr    «i*"r .Tfn.t .      ll.r*rlt-^  )-'»f*'' 

SnrtcC   bei  «Ich  Rcoairiri-cbcn  Obri fl.iv.:  ru  Mjk 
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vreîton  Abthotlung  enthalten  sind)  die  Eigenschaften  der 
Agel  auf  die  andern  Überflächen  des  zweiten  Grades  an- 
wrien  kann,  und  die  Eigenschaften  eines  Systems  pa- 
ttteler  Linien  auf  Gerade,  die  in  einem  Punkt  zusammen«« 
raunen;  man  hätte  aber  dabei  3\vei  graphische  oder  in- 
Uectuelle  Operationen  statt  einer  zu  machen, 

C.  40.  Wenn  man  übrigens  einige  besondre  Fällq| 
»rechnet,  in  welchen  die  Relationen  der  Beschreibung 
1er  der  Grösse  einer  Figur  zu  beschränkt  sind,  als  dass 
an  das  allgemeine  Transformatiousgesctz  anwenden  sollte, 
eiches  wir  auseinandersetzen  werden,  so  bietet  dieses 
rindp  beinahe  immer,  besonders  in  Bezug  fwf  metrische 
•Stationen ,  ausser  dem  Vortheil  einer  grossem  Allgemein- 
rit  in  den  Resultaten  noch  den  einer  leichtern  und  mehr 
ituriichen  Anwendung  dar,  als  irgend  eiue  besondre  Me*» 
ode. 

In  dieser  Beziehung  scheinen  uns  dieses  Princip  der 
)raHt formation  und  das  Princip  der  Deformation,  welches 
e  verschiedenen  Methoden  ersetzt,  die  wir  in  unsre 
Teile  Abtheilung  zusammengefasst  haben,  wenn  sie  in 
rer  grössten  Allgemeinheit  und  auf  vollkommen  abstracte 
rt  angewandt  werden ,  die  Vorschrift  des  berühmten  Ver- 
ssers  der  Mécanique  céleste  zu  rechtfertigen:  »Gebet 
m  allgemeinen  Methoden  den  Vorzug,  bemüht  {Such,  sie 
if  die  einfachste  Weise  darzustellen,  und  Ihr  werdet 
leichzeitig  sehen,  dass  sie  beinahe  immer  die  einfachsten 
od"**);  wozu  noch  Lacroix  mît  der  Autorität,  welche 
m  seine  grosse  Erfahrung  und  seine  gründlichen  Kennt- 
sso  in  der  Wissenschaft  geben,  hinzufügt:  »Die  allge- 
meinen Methoden  sind  auch  am  meisten  geeignet,  die 
ahre  Metaphysik  der  Wissenschaft  erkennen  zu  las- 
en. "») 

§.  41.  Die  Geometrie  ist  in  den  letzten  dreissig  Jäh- 
en um  so  viele  und  verschiedene  Sät%c  und  selbst  neue 
'hcorien  vermehrt  worden,  dass  wir  in  unserm  Abris»  der 
icftchirhte  ihrer  Kortschriitc  in  diesem  Zeitraum  uns  dar- 
uf  haben  einschränken  müssen,  die  hauptsächlichsten  Me- 
thoden hervorzuheben,  ihren  Ursprung,  ihre  Natur  und 
hre  Anwendung  in  der  rationellen  Geometrie  zu  zeigen. 

Eine  ausführliche  Analyse  so  vieler  Arbeiten,  auf 
■reichen  in  diesem  Momente  die  Fortschritte  und  die  Zu- 


34)  Srttacea  des  tcote*  normales,  t.  IV,  p.  49,  1800.,  in  S. 
3jj  Essais  huv  VeutciijHCiitcnti  Sic  Ausg.,  in  S.  1S28. 
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kunft  der  Geometrie  beruhen ,  wäre  bestimmt  von 
Nutzen ,  sie  würde  aber  bedeutenden  Raum  erfordern  vi 
bei  weitem   die  Grenzen  überschreiten,   welche  wir  Uer 
beobachten  müssen. 

Indessen  können  wir  es  uns  nicht  versagen,  nü 
vielen  andern ,  zwei  Doctrinen  anzuführen,  weiche  m  v*L 
*  chiedéner  Hinsicht  uns  von  grösserer  Wichtigkeit  zu  sein 
scheinen,  fur  die  Vervollkommnung  der  spéculatives  Gas» 
metrie  und  für  ihre  Anwendungen  auf  Untersuchungen- te 
physischen  Phänomene,  Wir  wollen  nämlich  sprechen  vu 
der  Theorie  der  Oberflächen  des  zweiten  Grades  und  tu 
der  Geometrie  der  Kugel ,  d.  h.  von  der  Lehre  der  Figura, 
die  auf  der  Kugel  beschrieben  sind«  * 

Diese  letztere  ist  so  alt  und  die  Oberflächen  defe 
zweiten  Grades  sind  ein,  zumal  in  den  letzten  Jahren,  •* 
wiederholt  behandelter  Gegenstand,  dass  es  vielleidlt 
scheint,  als  wäre  für  diese  beiden  Gegenstände  nichts Be* 
deutendes  zu  thun  übrig  geblieben  und  als  verdienten  m 
nicht  die  Wichtigkeit,  welche  wir  ihnen  eben  geben  vfqU 
len.  Wir  müssen  uns  also  bemühen ,  unsre  Meinung  tik 
rechtfertigen,  um  dem  Gefühl  des  Unglaubens  zuvom« 
kommen,  von  dem  wir  fürchten,  dass  es  sich  bei  mehraa 
Geometcrn  finden  dürfte,  welche  es  für  wertE  halten,  ubs 
zu  lesen, 

G       tri  §'  4*'    *^°  Geometrie  der  Kugel  ist  ro 

dtrlluûel.  bedeutendem  Alter,  sie  entstand  an  demsebea 
Tage,  an  welchem  der  philosophische  Astro* 
nom  das  Band  aufzufinden  sich  vornahm,  welches  die 
Phänomene  der  planetarischen  Welt  an  einander  kettet 
So  haben  wir  gesehen,  dass  Hipparch,  Theodosius,  Me- 
nelaus  und  Ptolcmäus  in  der  sphärischen  Trigonometrie 
sehr  weit  vorgeschritten  waren.  Aber  diese  ganze  Theorie 
reducirte  sich  auf  die  Berechnung  der  Dreiecke ,  und  wenn 
sie  auch  seitdem  erweitert  ist  und  unter  den  Händen  unsrer 
berühmtesten  Gcometor  einen  hohen  Grad  von  Vollkom* 
meuheit  erlangt  hat,  so  hat  sie  doch  immer  so  ziemlich 
denselben  Umfang  beibehalten,  weil  sie  beständig  dieselbe 
Bestimmung  erhielt,  die  Berechnung  der  Dreiecke  für  den 
Astronomen  und  den  Schiffer  und  für  die  grossen  geodl* 
tischen  Unternehmungen,  welche  uns  die  wahre  Gestalt 
des  Erdballs  kennen  gelehrt  haben.  Aber  diese  Lehre, 
welche  ungefähr  der  der  geraden  Linien  und  der  Dreiecke 
entsprechen,  macht  nicht  allein  die  Gcomelrie  der  Kngd 
ans.  Wie  viele  andre  Figuren,  wie  z.  B.  der  Kreis,  kön- 
nen nicht  auf  dieser  krummen  Oberfläche  betrachtet  wer» 
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nach  Art  der  Figuren ,  die  in  der  Ebene  beschrieben 

i 

Es  sind  jedoch  erst  ungefähr  vierzig  Jahre,  dass  diese 
itürliche  Erweiterung  in  die  Geometrie  der  Kugel  ein*- 
irt  ist.  Denn  wenn  wir  die  Theorie  der  sphärischen 
rcloiden  ausnehmen  und  noch  einige  isolirt  stehende 
rsuchungen,  wie  die  über  die  Curven,  welche  Guido 
ii  délies  genannt  hat,  so  finden  wir  nicht  leicht,  dass 
auf  der  Kugel  dieselben  Aufgaben  aufzulösen  ver- 
i  hat,  die  denen  in  der  ebenen  Geometrie  entsprechen, 
icxell  in  den  Actis  PeiropoL  (t.  V  und  VI)  die  Ei- 
chàften  der  Kreise  auf  der  Kugel  untersuchte,  welche 
ii  der  Kreise  in  der  Ebene  analog  sind.  Diesem  Geo- 
r  verdankt  man  das  elegante  Theorem  über  die  Curve, 
he  der  geometrische  Ort  für  dio  Scheitel  aller  sphä- 
en  Dreiecke  ist,  welche  gleichen  Flächeninhalt  und 
ilbe  Basis  haben» 

Bald  darauf  löste  sein  Landsmann  Fuss  in  zwei  Me- 
dii  in  den  Novis  Actis  (t.  II  und  III)  einige  Probleme 
der  Geometrie  der  Kugel  und  beschäftigte  sich  haupt- 
lich mit  einer  gewissen  sphärischen  Ellipse.  Es  ist 
ï  Curve  der  geometrische  Ort  der  Scheitel  von  Drci- 
n,  welche  dieselbe  Basis  haben  und  in  denen  dio 
me  der  beiden  andern  Seiten  constant  ist.    Fuss  findet, 

diese  Curve  der  Durchschnitt  der  Kugel  und  eines 
eis  vom  zweiten  Grade  ist ,  welcher  seinen  Scheitel  im 
elpunkt  der  Kugel  hat:  mit  andern  Worten,  es  ist  die 
b  der  Krümmung  der  Kegel  vom  zweiten  Grade.36) 
Diese  ersten  Arbeiten  von  Lcxell  und  Fuss  wurden 
ten  Memoiren  derselben  Académie 37)  von  Schubert 
gesetzt,  von  dem  wir  schon  angeführt  haben,  dass  er 
ganze  sphärische  Trigonometrie  auf  das  einzige  Thco- 
des  Ptolemäus  gegründet  hat.  Dieser  Geometcr  löste 
re  Aufgaben  über  die  geometrischen  Ocrtcr  der  Schci- 
ron  Dreiecken  auf,  welche  auch   einerlei  Basis  haben, 

in  den  Problemen  von  Lexell  und  Fuss,  bei  welchen 


S6)  Diese  Curve  wird  auf  der  Kngel ,  eben  00  wie  die  Ellipse  in 
Ebene,  vermittelst  eines  Fadens  beschrieben,  dessen  beide  £11- 
In  den  Brennpunkten  befestigt  siud  und  welcher  durch  einen 
glichen  Stift  gespannt  ist»  L>ie  analytischen  Formeln,  welche 
>  anwendet,  ffihreu  zu  dem  merkwürdigen  Hesultat,  da**,  wenn 
Linge  de*  Faden«  gleich  der  halben  Peripherie  der  Kuçcl  ist, 
beschriebene  Curve  immer  ein  grossier  Kreis  ist,  welche  auch 
Diitanx  der  beiden  Brennpunkte  sein  mag. 

37)  Xova  Acta,  t.  XII,  J.  1794,  p.  196. 
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aber  die  beiden  andern  Seiten  unter  einander 
andre  neue  Relationen  haben. 

Diese  Art  von  Untersuchungen,   welche   eine  reiche 
Ausbeute  von  neuen  Wahrheiten  verspricht,   ist  benähe 
ganz  unbeachtet  geblieben,  so  dass  das  elegante  Theorttté 
von  Lexell,  obwohl  es  von  Legendre  in  den  Bahtaidften* 
ausgaben  seiner  Geometrie  reproddeirt  worden  ist,  doejl 
che  Existenz  eines  analogen  und  nicht  weniger  merkwfcw 
digen  Theorems  hat  ahnen  lassen,    welches  die  Thddrie 
der   supplementären  Figuren  giebt.     Brst   in  der  letzte*' 
Zeit  ist  Sorlin  darauf  direct  gekommen,  in  einem  Menotoi 
über  sphärische  Trigonometrie,  worin  die  Dualität,  d^ü- 
die  doppelten  Eigenschaften  der  Figuren  auf  der  Kugel  Ji 
vollständiger  Ueberebistimmung  dargestellt  sind.  ••)    Aucft 
sind  es  nur  wenige  Jahre  her,  dass  die  sphärische  EIRpsè 
von  Fuss  durch  Magnus  in  Berlin  von  Neuem  in  Betradtf 
gesogen  ist,  welcher  durch  die  Analysts  die  correspond 
dirende  Eigenschaft  am  Kegel  entdeckte  und  direct  bewiei 
und  hieraus  die  dieser  Ellipse  schloss.     Aber  dieser  Ghé* 
moter    entdeckte  auch   noch    eine   zweite,   nicht  weniger 
schöne  Eigenschaft,  welche  ebenfalls  mit  einer  der  Haupt* 
eigensehaften   der  ebenen  Ellipse   analog  ist;    es  ist  die^ 
dass  die  beiden  Bögen  grdsster  Kreise,  welche -von  de* 
beiden  Brennpunkten  nach  einem  Punkt  der  Curve  gesogen 
werden ,  mit  dem  tangirenden  Bogen  m  diesem  Punkt  gfeii 
che  Winkel  bilden.  ») 

Einzelne  andre  Gcometer  haben,  schon  einige  Jahre 
früher  x  verschiedene  Aufgaben  aus  der  Geometrie  der  Ku- 
gel aufgelöst  und  ihre  Analogien  mit  denen  der  ebeneo 
Geometrie  aufgesucht«  So  hat  Lhuillier  aus  Genf  für  die 
rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke  Theoreme  gefunden, 
welche  den  Haupteigenschaften  der  rechtwinkeligen  gerad« 
liuigeti  Dreiecke  analog  sind,  wie  z,  B.  solche  in  Bestig 
auf  das  Quadrat  der  Hypotenuse40};  und  hat  den  Mit* 
telpunkt  der  mittlem  Distanzen  des  sphärischen  Dreiecks 
bestimmt.  41)  Gcrgonnc  hat  in  den  Annales  des  Mathé- 
matiques mehre  Aufgaben  aus  der  sphärischen  Geometrie 
aufgestellt,  welche  auch  ihre  analogen  in  der  Ebene  ha- 
ben.    Wir    führen  unter  andern  folgende  schöne  Eigen- 


38)  Annales  des  Mathématique*,  t.  XV,  J.  1824  — 1825. 

39)  übend.,   t.  XVI. 

40)  Ebenda   t.  I,  J.  1810  —  1811. 

41)  Ebenda   t.U,  J.  1811  —  1812. 


235 

halt  des  sphärischen  Vierecks  an,  welche  dieses  ge- 
riuschaftlich  mit  dem  geradlinigen  Viereck  hat:  wenn  die 
zweier  gegeniiberliegetuten  Seiten  gleich    ist   der 
\e  der  beulen  andern  Seiten,   so   läset  sich   in  das 
\ereck  ein  Kreis   beschreiben.  *3)      Queneau   d'Anmont, 
-ofessor  an  der  Facultät  der  Wissenschaften  su  Dijon, 
t  bei  den  sphärischen  Vierecken ,  welche  einem  Kreise 
igeschrieben    sind,    diese    charakteristische   Eigenschaft 
merkt,  welche  in  der  Theorie  der  supplementären  Figu- 
ii  dem  Theorem  von  Gcrgonne  entspricht,  dass  nämlich 
r  Summe  zweier  gegenüberliegenden  Winkel  im   Viereck 
rieft  ist  der  Summe  der  beiden  andern  Winkel  4»)  ;  eine 
geusebaft,  welche  nothwendig  eine  der  hauptsächlichsten 
den  Elemeuten    der  sphärischen  .Geometrie    sein  wird, 
.  sie  eine  einfache  und  fruchtbare  Relation  zwischen  vier 
inkten  ausdruckt,  welche  einem  kleinen  Kugelkreise  an« 
(hören.    Quctelet  hat  auf  der  Kugel  Polygone  betrachtet, 
eiche  ohne  Unterschied  von  Bögen  grosser  oder  kleiner 
reise  gebildet  sind,  und  hat  zur  Berechnung  ihrer  Ober- 
tchen    eine    einfache    und  elegante  Formel   gegeben **)  : 
ic  Untersuchung,  welche  schon  wiederholt  die  Geometer 
«chaftigt  hatte;  zuerst  Courrier*5),  von  dem  wir  gesagt 
hen,  dnss  er  über  gewisse  Curveu  doppelter  Krümmung 
achrieben    hat;     sodann   D'Alcmbcrt w)  und  Bossut*7), 
eiche  die  Hülfsmittcl  dor  Analysis  angewandt  haben  uud 
ir  welche  diese  Untersuchung  ein  Beweis  gewesen  war, 
■ss  die   reine  Geometrie  oft  einen  leichtern   und  kurzem 
lreg  darbiete,  als  der  sinnreichste  und  feinste  Calcul. 

$.  44.  Wir  bemerken  bis  jetzt  nur  einige  herausge-» 
ssene,  schöne  Sätze,  welche  fähig  sind,  don  Geschmack 
n  der  sphärischen  Geometrie  anzuregen,  welche  aber 
och  nicht  ein  methodisches  und  zusammenhängendes  Stu- 
lium  dieses  Thcils  der  Wissenschaft  verkündigen.  Erst 
a  der  letzten  Zeit  hat  man  es  unternommen,  die  Theorie 


42)  Ausgesprochen  t.  V,  p.  384,   und    von  Duraude    bewiesen 
l  V,  p.  49. 

43)  Annales  des  Mathématiques ,  t.  XU,  J.  1821  —  1822. 

44)  Nouveaux  Mémoires    de  V Académie    de  Bruxelles,    t.  IL 
'.  1822.  * 

45)  Suppleutentum  spnaerometrias^  sire  triangnlarlum  et  alia- 
'*"■  in  sphaera  fitjurarum  quo  ad  areas  mensumtin;  1(>76. 

46)  Mémoires  de  la  société  royale  de  Turin ,   tum.  IV,  p.  127, 
'•  1706—1700. 

47)  Traité  de  calculs  di/fcrcntial  et  intégral*  1. 11,  p.  522. 
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der  Kugel  gleich  der  der  ebenen  Geometrie  nu  begründet 
Steiner  hat,  wie  ich  glaube,  zuerst  diesen  Weg  betreten, 
in  seiner  Abhandlung:  Vertoandlung  und  Tkeilmg  spkêri* 
scher  Figuren  **),  vermittelst  graphischer  Construettoet 
welche  auf  dem  angeführten  eleganten  Theorem  von  GtasV 
neau  d'Aumont  beruht.  Steiner  beweist  darin  den  8aft% 
welcher,  nach  der  Theorie  der  supplementären  Figuras^ 
dem  Theorem  von  Fuss  über  die  sphärische  Ellipse  "eat* 
spricht49),  und  erkennt  bei  diesen  Çurven  swei  Bögea 
grösster  Kreise ,  welche  die  Stelle  der  Asymptoten  dir 
ebenen  Hyperbel  vertreten,  (Diese  sind  die  beiden  BöM^ 
welche  wir  in  unserm  Memoire  über  die  sphärischen  Ve* 
gelschnittc  cyhtische  Bögen  genannt  haben  und  auf  welche 
wir  unsrer  Seite  durch  die  Betrachtung  von  Ebenen  ge- 
kommen sind,  welche  einen  Kegel  zweiten  Grades  in 
Kreisen  schneiden. 

Wir  können  nicht  näher  auf  die  Arbeit  von  Steiner 
eingehen,  da  sie  deutsch  geschrieben  ist  und  wir  sie  nnr  ase 
dem  Bericht  kennen,  welcher  sich  darüber  in  dem  Bulletm 
universel  des  sciences  (t.  VIII,  p.  298)  findet.  Eben  sa 
fuhren  wir  auch  noch  Guderniann  an,  welcher  auch  noch 
specielle  und  tiefsinnige  Untersuchungen  über  die  Analogie 
der  sphärischen  Figuren  mit  den  ebenen  Figuren  angestellt 
hat.  *») 

§.  45.  Auf  diese  Weise  hat  die  Geometrie  der  Kugel 
in  regulärer  und  dogmatischer  Weise  begonnen;  und  die 


48)  Journal  von  Crelle ,  t.  II. 

49)  Dieser  Satz  Ist  folgender:  Die  Enveloppé  der  Grundliaum 
von  Dreiecken ,  tr  eiche  denselben  Flächeninhalt  und  einen  gesselsr 
schafllichen  Winket  haben ,  ist  eine  sphärische  Ellipse.  Als  aas* 
wir  diesen  Satz  bewiesen ,  zuerst  in  unserm  Memoire  Über  die  Be* 
▼olutions- Oberflächen  des  zweiten  Grades,  und  sodaun  in  einer  bf~ 
sondern  Schrift  über  die  sphärischen  Kegelschnitte ,  glaubten  wir 
zuerst  darauf  gekommen  zu  sein,  indem  Mir  damals  den  Berictt 
über  das  Memoire  von  titeiner,  welcher  sich  in  dem  Bulletin  in 
sciences  findet,  noch  nicht  kannten.  Ohne  diesen  Umstand  hattet 
wir  nicht  unterlassen,  die  Arbeit  dieses  tiefsinnigen  Ceometers  ehffr- 
falls  anzuführen,  wie  wir  es  bei  mehren  Gelegenheiten  mit  der  toi 
Magnus  über  denselben  Gegenstand  gethan  haben. 

50)  Das  Bulletin  des  sciences  (t.  XV,  p.  75,  Febr.  183t)  •»** 
in  seinem  compte  rendu  über  den  Vlten  Band  des  Journals  w* 
Crelle:  „Gudermann  set'/t  einige  Theoreme  auseinander,  wetest 
sich  auf  die  Theorie  beziehen,  die  er  analytische  Sphärik  u&& 
eine  Theorie,  deren  Principien  er  in  einer  vor  Kurzem  in  Köln  er- 
schienenen Schrift  gegeben  hat.  K*  handelt  sich  darin,  auf  dem  Weg* 
der  Analogie  von  den  Eigenschaften  der  ebenen  Figuren  zn  drftti 
der  Figuren  auf  der  Kugel  zu  kommen,  indem  mau  sie  auf  eta  iptf" 
rfcches  Coordùiateusjatcm  bezieht.1  ' 
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Mnen  der  Goometer,  welche  dies  unternommen  haben, 
verbärgen  um  schnelle  Fortschritte  in  diesem  Thcile  der 
Wissenschaft  der  Ausdehnung»  Alan  wird  nicht  den  theo- 
retischen Nutzen  solcher  Untersuchungen  bestreiten.  Um 
ihn  nachzuweisen,  reicht  es,  wie  ich  glaube,  hin,  be- 
■erkfich  zu  machen,  dass  die  ebene  Geometrie  nur  ein 
«sonder  Fall  von  der  Geometrie  der  Kugel  ist,  wenn  man 
Ira  Radius  unendlich  setzt;  so  dass  alle  Hauptwahrheiten 
er  ersten  auch  an  den  allgemeinsten  Eigenschaften  der 
weiten  Theil  nehmen  müssen  ;  und  es  ist  immer  von  Nut- 
en, die  geometrischen  Wahrheiten  zu  betrachten  in  ihrer 
rössten  Ausdehnung,  in  ihrer  grösston  Allgemeinheit,  in 
trer,  so  zu  sagen,  grössten  Annäherung  an  die  höchsten 
lesetze,  deren  Aufsuchung  beständiger  Zweck  bei  den 
jistrengungen  der  Gcomcter  sein  muss.  Sic  sind ,  in  die- 
tm  Zustand  der  Allgemeinheit,  Verhältnisse  und  Analo- 
ieo,  welche  man  nicht  in  ihren  Corollarien  findet  und 
-eiche  die  Verkettung  zeigen  und  dazu  dienen,  sich  im- 
1er  höher  zu  erheben  und  allgemeine  Principien  zu  out- 
ecken,  deren  Spuren  verwischt  oder  unbemerkt  geblieben 
ad  in  den  mehr  umschriebenen  oder  mehr  particulären 
ätzen»  Wenn  also  auch  die  Geometrie  der  Kugel  nur 
Is  eine  Art  von  Verallgemeinerung  der  Eigenschaften 
bencr  Figuren  betrachtet  würde,  unabhängig  von  ihrem 
ignen  und  absoluten  Charakter  und  Wcrth,  so  würde 
te  doch  die  Aufmerksamkeit  und  das  Studium  der  Geo- 
leter  verdienen.  Denn,  wir  haben  es  schon  bei  einer 
ndern  Gelegenheit  gesagt51),  in  dem  Zustande,  zu  wei- 
tem die  Geometrie  gekommen  ist,  ist  die  Verallgemeine~ 
mtg  das  geeignetste  Mittel,  uns  zu  neuen  Fortschritten 
pd  zu  neuen  Entdeckungen  zu  fuhren.  Diese  Art  des 
'erfahrens  bei  dem  Studium  der  Wissenschaft  muss  die 
arbeiten  des  Geometers  leiten.52) 

$.  46.    Um  unsre  Ucbersicht  über  den  Weg 
od  die  Fortschritte  der  neuen  Geometrie  zu  be-     Oberflächen 
iden,  ist  uns  noch  übrig,  von  einer  ihrer  wich-    ^Q^es.** 
gsten  und  ausgebildctstcn  besondern  Theorien 
x sprechen,  von  der  der  Oberflächen  des  zweiten  Grades« 


51)  Kapitel  III,  %.  20. 

32)  „Eine  wahrhaft  nützliche  Darstellung  der  Wissenschaft  ist 
•  •  welche  in  den  Fortschritten ,  die  aie  täglich  macht,  Nichts  sieht 
»4  Nichts  sucht,  ab  die  Mittel,  xu  allgemeinen  Gereuen  xu  kon- 
wn  and  die  erlangten  Begriffe  in  Verallgemeinerungen  einer  hohem 
irtaung  sna.jumeitiii(u«»cn.  "  (UcracbeJ,  Discours  sur  V  étude  de 
■  Philosophie  naturelle.} 
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Dio  Alten  scheinen  von  diesen  Oberflächen,  tut 
dem  Kegel  und  Cy linder,  nur  die  gekannt  zu  haben •  wt 
che  durch  Umdrehung  entstanden  sind  und  welcne  I 
Sphäroide  und  Conoide  nannten  ^  ;  und  bis  auf  Euler  b 
man  im  Raum  von  keiner  andern  Analogie  mit  den  i 
berüchtigten  ebenen  Curven,  den  Kegelschnitten  >  Ktw 
gewusst.  Aber  indem  dieser  grosse  Qeometer  anf  i 
krummen  Oberflachen  die  analytische  Methode  übertn 
welche  ihm  zur  Discussion  der  ebenen  Curven  gedii 
hatte M) ,  entdeckte  er  in  der  allgemeinen  Gleichung  i 
zweiten  Grades  zwischen  den  drei  rechtwinkligen  Coon 
naten,  fünf  verschiedene  Arten  von  Oberflächen**),  \ 
denen  die  Sphäroide  und  Conoido  der  Alten  nur  besoni 
Formen  waren.  Euler  beschloss  seine  Arbeit  mit  «fiel 
Classification.  Es  war  eine  genügende  Einleitung,  um  i 
Geometern  ein  weites  Feld  von  Untersuchungen  zu  erft 
nen,  welches  ihnen  diese  Theorie  der  Oberflächen  zwei 
Grades  darbot. 

Monge  und  sein  College  Hachette  sahen  die  Wie 
tigkeit  hiervon  ein  und  entdeckten  bei  einer  neuen  anal 
tischen  Discussion  dieser  Oberflächen,  welche  gründlicl 
und  vollständiger  als  die  von  Euler  war,  mehre  ihrer  vi 
züglichsten  Eigenschaften.  Man  bemerkt  darin  ihre  da 
pelte  Beschreibung  durch  einen  beweglichen  Kreis,  w 
eher  seit  Desargues M)  an  dem  Kegel  bekannt  war,  < 
einen  Kegelschnitt  zur  Grundfläche  hat,  welche  seitd 
aber  von  D'Alenibcrt  ™)  nur  an  dem  Ellipsoid  beme 
wurde;  man  findet  darin  auch,  zum  ersten  Mal,  die  de 
pelte  Erzeugung  zweier  von  diesen  Oberflächen  durch  e 
bewegliche  Gerade,  nämlich  die  des  Hyperboloids  i 
einem  Fach  und  des  hyperbolischen  Paraboloids.  **) 


53)  Man  muas  das  Révolutions -Hyperboloid  mit  einen  V 
ausnehmen*  welches  die  Alten  nicht  betrachtet  haben. 

54)  Introductio  in  analysin  InflnitoruM,  2  Vol.  in  4.,  1? 
Anhang,  Cap.  V. 

55)  Euler  hat  eine  sechste  Art  von  Oberflächen  «weiten  Grai 
angegeben,  den  paranoischen  Cy  linder;  spater  aber  hat  man  ti 
Oberfläche,  so  wie  die  Cylinder  mit  elliptischer  und  hyperbollscl 
Basis,  als  Unterarten  der  fünf  Hauptarten  betrachtet. 

56)  Wir  haben  bei  Gelegenheit  des  Desargbes  gesagt,  dasi  d 
*er  Geometer  die  Aufgabe  stellte,  einen  Kegel,  dessen  Basis  ein  I 
gelschnitt  ist,  in  einem  Kreise  zu  schneiden,  welche  er  seifet  i 
Descartes  auflösten. 

57)  Opuscule*  mathématiques ,  t.  VII,  p.  163. 

58)  Diese  Entdeckung,  eine  der  wichtigsten  in  der  Theorie 
Oberflächen  a  weiten  Grades,    von   der   mau  lu  der  beschreiben 
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ote,  welche  diesem  ÏYaité  der  Oberflächen  zweiten 
hinzugefügt  ist,  findet  sieh  iam  ersten  Male  eine 


Se  und  In  Ihren  Anwendungen  anf  die  Künste  vielfältig  Ge- 
tackt, ist  ein  Ktgenthum  der  élèves  chefs  de  brigade  ^  Welche 
i  der   polytechnischen  Schule  ausmachten»     (0.  das  Journal 

f  ,     V   I,     p.    5.) 

e  Eigenschaft  des  Hyperboloids  war  zuerst  lange  Zeit  hiu- 
ir  mit  Hfllfe  der  Analysis  bewiesen.  Wflhrend  Ich  Schüler 
technischen  Schale  war,  fand  ich  einen  rein  geometrischen 
welcher  In  den  Unterricht  in  der  Schule  aufgenommen  und 
htedenen  Werken  reproducirt  ist.  (8.  den  Traité  de  Qéo- 
letcrQttice  von  Vallée,  p.  86»  and  den  von  Leroy,  Prolos- 
er polytechnischen  Schule ,  p.  267.) 

er  Beweis  beruht  auf  folgenden  Theorem:  Wenn  ein  nickt 
Hereck  {quadrilatère  gauche")  ABCD  gegeben  ist  nnd 
xe  bewegliche  Gerade  zwei  gegenüberliegende  Seiten  AB  und 
rei  Punkten  m  und  n  schneidet^  Weiche  von  der  Beschaffen- 
y  dass  man  hat  : 

mA  nD 

mB  ""  a  '  ic  > 

e  constante  ist  ;  so  erzeugt  diese  Gerade  ein  Hyperboloid  mit 
ich-.  Denn  diese  Gerade  schneidet  in  aHen  Ihren  Lagen  jede 
Juie,  welche  die  beiden  andern  gegenüberliegenden  Seiten 
Micken  Punkten  »  und  o  trifft,  dass  man  hat; 

qA  pB 

qD  —  *  *   pC  * 

tsponéancê  polytechnique,  t.  II >  p.  446.3 

Beweis  dieses  Satzes  ist  sehr  leicht,  well  man"  dazu  nur 

Von  Ptolemäus  Aber  ein  Dreieck ,  welches  von  emer  Trans- 

geschnittan  Wird ,  kennen  darf.     {.Correspondance  potyteeh- 

III,  p.  6.)    Später  hat  mir  die  Theorie  des  unharmonischen 

\isses   noch  einen   einfachem  und  mehr  elementaren  Beweis 

weicher  ganz  allein  auf  dem  Begriff  des  anharmonischen 

zses   beruht.    (S.  Note  IX.) 

»  Theorem  lässt  sich  auch  auf  die  Erzeugung  der  Kegel- 
anwenden  und  drückt  eine  hübsche  allgemeine  Eigenschaft 
urven  aus.     (S.  CorresjK  mathém*  von  Quetelet,  tom.  IV, 

n  wir  sagen,  dass  die  doppelte  Erzeugung  des  Hyperboloids 
n  Faeli  in  der  polytechnischen  Schule  aufgefunden  ist,  so 
*'ir  dabei  nur  das  Hyperboloid  mit  ungleichen  Aken,  und 
sen  hinzufügen,  das»  die  doppelte  Erzeugung  des  Révolu- 
'perboloids  mit  einem  Fach  vermittelst  einer  Geraden  schon 
aber  vielleicht  vergessen  war,  denn  seine  Entdeckung  ist 
er,  ist  aber  selten  reproducirt  worden.  Wir  findeu,  dasa 
Wren  ist,  der  sie  in  einer  ganz  kurzen  Bemerkung  in  den 
ïical- Transactions  (J.  1669,  p.  961)  unter  dem  Titel  an- 
tte ratio  corporis  cylindroidis  hyperbolici,  elaborandis  len- 
erboiieis  aecomodati.    Wren  giebt  den  Gebrauch  an,  wel- 
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ihrer  schönsten  Eigenschaften  bewiesen ,  das*  nhnfich  dL 
drei  Oberflächen*,  welche  einen  Mittelpunkt  haben, 
Ellip8oid  und  die  beiden  Hyperboloide  ö9),  immer  ein  Sy- 
stem von  drei  rechtwinkligen  conjugirten  Durchmessern 
haben.  ••) 

§.  47»  Seitdem  haben  die  Schuler  von  Monge  flrit 
Erfolg  die  Theorie  der  Oberflächen  des  zweiten  Grade* 
ausgebildet  und  die  Untersuchung  ihrer  Eigenschaften  wen 
ter  gefuhrt;  zunächst  derer,  welche  sich  nur  auf  die  jeder 
Oberfläche  eigentümlichen  Beschaffenheit  beziehen,  weaa 
man  diese  Oberfläche  fur  sich  allein  betrachtet  oder  ia 
ihren  Beziehungen  zu  den  geometrischen  Objectcn,  die 
einfacher  sind,  als  sie,  d.h.  zum  Punkt,  zur  geraden  Linie 
und  Ebene  ;  und  darauf  derjenigen  Eigenschaften ,  welche 
aus  der  Vergleichung  zweier  oder  mchrer  Oberflächen 
unter  einander  entstehen.  Monge  selbst  hat  noch  die 
ersten  Schritte  für  diese  zusammengesetztem  Untersuchun- 
gen gethan.  Wir  können  jedoch  nicht  näher  anf  alle  diese 
Entdeckungen  eingehen,  so  anziehend  es  auch  sein  möchtet 


chen  man  von  dieser  Erzeugung  durch  eine  Gerade  zur  ConstrucÜM 
hyperbolischer  Linsen  machen  kann. 

Im  Jahr  1698  hat  auch  Parent  diese  Eigenschaft  des  Drehtags« 
Hyperboloids  gefunden,  die  er  iu  zwei  verschiedenen  Memoiren  be- 
wiesen hat;  durch  die  Analysis  und  durch  einfache  geometrische  Be- 
trachtungen. (Essais  et  Recherches  de  mathématiques  et  de  physique, 
t.  II,  p.  645  und  t«  III,  p.  4700  Diese  Eigenschaft,  welche  die  an- 
dern Oberflächen,  die  durch  die  Umdrehung  eines  Kegelschnitts  am 
eine  seiner  Axen  entstanden  sind,  nicht  haben,  verursachte  bei  Parent 
den  Ausspruch,  das»  das  Hyperboloid  mit  einem  Fach  die  voilstia* 
dfgste  dieser  Oberflächen  sei,  well  man  an  ihr  sechs  verschiede«* 
Schnitte  erhalten  kann  :  den  parallelen  Raum ,  den  geradlinigen  Wh- 
Itel ,  den  Kreis ,  die  Parabel ,  die  Ellipse  und  die  Hyperbel.  Dieser 
Ceometer  nennt  diese  Oberfläche  hyperbolisches  Cylindroid,  so  wie 
Wren,  und  bedient  sich  auch  ihrer  Eigenschaft,  dass  sie  durch  eh* 
Gerade  erzeugt  ist,  zur  Constructiöu  der  hyperbolischen  (Steine,  dit 
in  der  Dioptrik  nöthig  sind 

Sauveur  !hat  auch  diese  Eigenschaft  des  Révolutions- Hyperfcft* 
loids  bewiesen,  so  wie  mehre  andre  Sätze,  welche  sich  auf  du 
Volumen  und  die  Oberflächen  der  Conoide  beziehen,  deren  Aussprach 
Parent  diesem  Geometer  mitgetheilt  hatte.  (Essais  et  Recherchesei 
mathématiques  et  de  physique ,  1. 111,  p.  526.) 

59)  Wir  betrachten  den  Kegel  zweiten  Grades  als  einen  hesH' 
dern  Fall  der  Hyperboloide,  so  wie  man  in  der  ebenen  Geometrie  das 
{System  zweier  Geraden,  als  eine  besondre  Form  oder  Grenze  der 
Hyperbel  betrachtet.  Deshalb  rechnen  wir  nicht  die  coiifocbe  Ober- 
fläche zu  den  hauptsächlichsten  Oberflächen ,  welche  einen  Mittelponkt 
haben. 

60)  S.  das  Ute  Heft  des  Journal  de  V école  polytechnique^  p.  1W» 
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Sie  gmd  so  innig  mit  allen  geometrischen  Untersuchungen 
Anknüpft,  welche  seit  dreissig  Jahren  in  Anregung  ge- 
wicht sind ,  dass  wir  gegen  unsern  Willen  in  eine  Weit- 
hfigkeit  gerathen  würden,  wejehe  wir  durchaus  vermei- 
en  wollen.  Um  jedoch  unser  Stillschweigen  über  diesen 
bgenstand  zu  ersetzen,  verweisen  wir  auf  die  Stellen, 
min  Ch. Dupin,  bei  Gelegenheit  der  Analysirung  der  Ar- 
teten von  Monge  in  der  analytischen  Geometrie,  auch  die 
»istungen  seiner  Schüler  anführt;,  und  auf  die  Einleitung  zu 
im  Traité  des  propriétés  projeetives,  worin  Poncelct  mit 
ncr  ängstlichen ,  aber  lobenswerthen  Sorgfalt  die  Priori- 
t  anführt,  welche  andre  in  Bezug  auf  einen  Theil  der 
^metrischen  Wahrheiten  haben  könnten,  die  sich  auf 
ins  natürliche  Weise  aus  seinen  neuen  Lehren  ableiten 
üssen. 

§.  48.  Ungeachtet  der  Wichtigkeit  der 
ortschritto,  welche  die  Theorie  der  Obcrflä-  0^rendU 
len  zweiten  Grades  gemacht  hat,  so  müssen  Theorie  der 
ir  doch  hinzufügen,  dass  sie  nur  einen  klei-  Oberflächen 
m  Theil  von  denen  ausmachen,  deren  sie  uns  z™e*tenGra- 
xrh  fähig  zu  sein  scheint.  Man  wird  dies  des  ftthig  ist- 
»greifen,  wenn  man  nur  einen  Blick  auf  die  vorzüglichen 
igenschaften  der  Kegelschnitte  wirft,  für  welche  wir 
ich  nicht  alle  analogen  Eigenschaften  bei  den  Oberflächen 
es  zweiten  Grades  kemieu.  Dass  diese  analogen  Eigen- 
ehalten  aber  vorhanden  sind,  sieht  man  daraus,  dass  sie 
ie  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  als  Corollare  geben 
küssen,  wcim  man  annimmt,  dass  die  Oberfläche  eine  ihrer 
Kmensionen  verliert  und  sich  auf  einen  Kegelschnitt  redu- 
irt:  Die  Oberflächen  des  zweiten  Grades  müssen  nicht 
Hein  alle  Erscheinungen  darbieten,  welche  die  Kegcl- 
chnitte  gewähren,  sondern  es  müssen  sich  bei  ihnen  noch 
iele  andre  finden,  welche  in  der  vollständigem  Form, 
lândich  in  den  drei  Dimensionen  liegen,  und  welche  zu- 
[leich  mit  einer  dieser  Dimensionen  verschwinden.  Von 
ieacr  Art  sind  z.  B.  die  Eigenschaften,  welche  sich  auf 
ie  Krümmungslinien  [lignes  de  courbure')  beziehen 
ad  welche  Monge  zuerst  kennen  gelehrt  hat,  von  denen 
bar  hernach  Binet  und  Dupin  wunderbare  Eigenschaften 
abgefunden  haben.  61) 


61)  Dupin  Ist  unter  andern  schönen  Resultaten  und  durch  rein 
Metrische  Betrachtung  zu  einer  mechanischen  Beschreibung  der 
rAmmungiIinien  der  Oberflächen  zweiten  Graden  gekommen.  (Jour- 
i  de  l'école  polytechnique*  l4ter  Band.) 

Gnci   der  Geom.  4  G 
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Um  «bei  denjenigen  Eigenschaften  der  Oberfläche 
zweiten  Grades  stehen  zu  bleiben,  welche  uns  die  ein 
fache  Analogie  mit  den  Kegelschnitten  vermuthen  Ilse 
erinnern  wir  z.  B.  an  die  Brennpunkte  dieser  Curvei 
welche  die  Quelle  eines  Theils  ihrer  schönsten  und  wich* 
tigsten  Eigenschaften  sind.  Die  Punkte  finden  sich  in  in 
Révolutions -Oberflächen  (das  längliche  Ellipsoid,  dasHr 
perboloid  mit  zwei  Fächern  und  das  Paraboloid),  wo  Ca 
Dupin  an  ihnen  Eigenschaften  erkannt  hat,  welche  so 
wohl  für  die  Theorie,  als  auch  fur  die  Anwendung  as 
gewisse  physische  Phänomene  von  Wichtigkeit  sind.11) 
Dieses  war  doch  gewiss  eine  Andeutung,  dass  irgend 
etwas  Aehnliches  und  Allgemeineres  sich  bei  jeder  Ob«* 
fläche  des  zweiten  Grades  finden  mässe;  ich  weiss  aber 
nicht,  dass  man  noch  untersucht  hätte,  was  dieses  acia 
könnte. 

Ueberzeugt  davon,  dass  eine  solche  Theorie,  welche 
in  den  Oberflächen  des  zweiten  Grades  der  der  Brenn- 
punkte bei  den  Kegelschnitten  entspräche ,  eine  neue  Qualle 
interessanter  Eigenschaften  und  besonders  geeignet  seh 
würde,  um  uns  in  der  vollständigen  Kenntniss  diese 
Oberflächen  weiter  zu  bringen,  haben  wir  dieselbe  zun 
Gegenstand  unsrer  Untersuchungen  gemacht.  Die  AnalogM 
zwischen  den  Brennpunkten  der  Kegelschnitte  und  gewis- 
sen Geraden  bei  den  Kegeln  zweiten  Grades63),  weicht 
wir  schon  ziemlich  weit  verfolgt  hatten,  brachte  uns  na- 
türlich auf  den  Weg  der  analogen  Eigenschaften  bei  dei 
Oberflächen,  indem  sie  uns  andeutete,  dass  es  Curvei 
wären,  welche  die  Stelle  dieser  Geraden  beim  Kegel  und 
dieser  Punkte  bei  den  Kegelschnitten  vertreten  müssteil 
Wir  werden  in  der  Note  XXI  einige  Resultate  anfuhren] 
welche  uns  zur  Annahme  berechtigen,  dass  wir  auf  die 
gesuchte  Analogie  gekommen  sind.  Wir  denken  diese  Ar- 
beit bekannt  zu  machen,  aber  zuerst  die  Elemente  zu  lie- 
fern, indem  wir  lebhaft  wünschen,  dass  der  Anfang,  den 
wir  in  Bezug  auf  diesen  Gegenstand  machen,  Anziehen- 
des genug  enthalten  möge,  um  andre  Kräfte,  als  die 
unsrigen,  hervorzurufen. 

§.  49.  Es  giebt  noch  eine  andre  Frage,  von  der 
gleichfalls  die  künftigen  Fortschritte  der  Theorie  der  Ober; 
flächen   zweiten   Gracies  abhängen   und   deren  Wichtigkeit 


62)  Applications  de  Geometrie,  in  4.,  18. 

©3")  Memoiren  de  Geometrie,  xitr  le*  cônes  du  second  êttfi* 
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tu  der  Académie  sa  Brüssel  anerkannt  ist  Es  ist  dieses 
Sa  Analogie,  welche  zwischen  einer  noch  unbekannten 
ägenachaft  dieser  Oberflächen  und  dem  berühmten  Theo- 
«  von  Pascal  fur  die  Kegelschnitte  stattfinden  muss.6*) 
Wenn  man  von  den  verschiedenen  Transformationen 
bctrahirt,  deren  dieses  Theorem  fähig  ist,  und  es  nur 
nter  der  Form  und  der  Aussprache  betrachtet,  welche 
im  eigentümlich  sind,  so  kann  man  von  demselben  eine 
oppelte  Ansicht  fassen.  Man  kann  es  so  betrachten ,  als 
inkcke  es  eine  allgemeine  und  constante  Relation  zwischen 
rgeod  welchen  sechs  Punkten  eines  Kegelschnitts  aus, 
L  h.  worin  ein  Punkt  mehr  enthalten  ist,  als  zur  Bestim- 
mung der  Curve  noth wendig  sind;  oder  auch  so,  als 
bücke  es  eine  allgemeine  Eigenschaft  eines  Kegelschnitts 
in  Bezug  auf  ein  Dreieck  aus,  welches  willkührlich  in 
seiner  Ebene  gezeichnet  ist. 65) 

Hiernach  kann  man  auch  das  Analoge  des  Theorems 
ton  Pascal  im  Räume  auf  zwei  Arten  auffassen.  Im 
ersten  Fall  wird  es  eine  allgemeine  Eigenschaft  von  zehn 
ftmkten  sein,  welche  einer  Oberfläche  zweiten  Grades  an- 
gehören, d.  b.  worin  ein  Punkt  mehr  enthalten  ist,  als 
nr  Bestimmung  einer  solchen  Oberfläche  nothwendig  sind. 
Im  zweiten  Fall  wird  es  eine  allgemeine  Eigenschaft  sein, 
welche  aus  dem  Systeme  einer  Oberfläche  zweiten  Grades 
md  eines  Tetraeders  entspringt,  welches  eine  willkührliche 
Lage  im  Räume  hat. 

Die  erste  Aufgabe ,  welche  zur  Förderung  der  Theorie 
der  Oberflächen  zweiten  Grades  vorzüglich  nützlich  sein 
nross,  wurde  von  der  Académie  zu  Brüssel  im  Jahr  1825 
vorgelegt,  blieb  aber  ohne  Lösung.  Für  die  folgende  Be- 
werbung verlangte  die  Académie  nur  das  Theorem  in  Be- 
ug auf  die  Oberflächen  zweitcu  Grades,  welches  dem  des 
Pascal  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  analog  wäre.  Die- 
le* war  in  der  ersten  Frage  mitbegriffen  und  liess  zu- 
gleich vollkommene  Freiheit  in  Bezug  auf  die  Betrachtung 
des  Theorems  von  Pascal  und  der  Analogie,  welche  zwi- 

64)  Das,  was  wir  von  dem  Theorem  des  Pascal  sagen,  mus« 
lach  tou  dem  des  Brianchon  gelten,  welches  in  der  Theorie  der  Ke- 
iMdmitte  dieselbe  Rolle  spielt. 

§S)  Dieses  Dreieck  wird  z.  B.  von  den  Seiten  mit  ungeradem 
Mtx  gebildet,  die  zu  dem  Seckseck  gehören,  welches  in  dem  Theo- 
ie*  des  Pascal  betrachtet  wird;  und  dann  drückt  dieses  Theorem 
Us,  dass  drei  von  den  Sehnen,  die  in  dem  Regelschnitt  zwischen 
tat  drei  Winkeln  des  Dreiecks  enthalten  sind,  die  gegenüberliegenden 
Seiten  respective  In  drei  Punkten  treffen,  welche  in  einer  geraden 
taie  liegen. 

16» 
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sehen  den  Oberflächen  und  den  Curven  des  zweiten  Grades 
stattfinden  muss. 

Diese  neue  Aufgabe  der  Académie  bot  nicht  so  grosse 
Schwierigkeiten,  als  die  erste,  dar.     Injunsrer  XXXlIIsten 
Note  geben  wir   den  Ausspruch  eines  Theorems,  welches 
uns  dieselbe  zu   losen   scheint.     Denn   es  drückt  eine  all- 
gemeine Eigenschaft  eines  Tetraeders  und  einer  Oberfläche 
des    zweiten  Grades  aus,-  welche  der   Eigenschaft  eines 
Dreiecks  und  eines  Kegelschnitts  analog  ist,  die  das  Theo- 
rem von  Pascal  angiebt.    Aber  es  ist  dieses  Theorem  weit 
von    der    allgemeinen   Relation    zwischen  irgend  welchen 
zehn  Punkten    einer   Oberfläche   zweiten   Grades  entfernt, 
welche  gewiss  verdient,  dass  sich  die  Georacter  mit  deren 
Aufsuchung  beschäftigen.     Ohne  Zweifel  haben  wir  noch 
nicht  alle,  zu  dieser  Untersuchung  noth wendigen  Elemente; 
aber  es  ist  noth wendig,  die  Eigenschaften  der  Oberflächen 
zweiten  Grades   in  allen   Beziehungen,  in  allen  Gestalten 
zu  untersuchen.      Keine   Theorie,  keine   Entdeckung,  so> 
klein  sie  auch   anfangs  erscheinen  mag,    darf  ganz  ver— 
nachlässigt   werden;    denn,    wenn    auch    die    unmittelbare 
Anwendung  fehlt ,  so  hat  doch  jede  partielle  Wahrheit  den 
Vortheil,  ein  Glied  in  der  zusammenhängenden  Kette  zu 
sein,  welche  alle  Wahrheiten  dieser  weitläufigen  Theorie 
unter   einander  verbindet;    und    dieses   einfache   Glied   ist 
vielleicht  der  Keim  zu  grossen  Entdeckungen,  welche  mit 
Schnelligkeit  die  Vcralïgcmcinerungsnicthodcii    der    neuen 
Geometrie  entwickeln  werden. 

§.  50.  Um  zu  der  Relation  zwischen  zehn  Punkten 
zu  gelangen,  dürfte  es  vielleicht  ein  nützliches  Vorstudium 
sein,  vollständig  und  für  alle  Fälle  das  Problem  aufzulö- 
sen, in  welchem  es  sich  um  die  Construction  einer  Ober- 
fläche zweiten  Grades  handelt,  die  neun  Bedingungen  un- 
terworfen ist,  nämlich  durch  gegebene  Punkte  zu  gehen 
und  gegebene  Ebenen  zu  berühren.  Dickes  Problem  ver- 
dient schon  an  und  für  sich  die  Anstrengungen  der  Geo- 
meter.  Wir  sehen  aber,  dass  bis  jetzt  nur  Lamé  sich 
mit  einem  der  allgemeinen  Falle  desselben  beschäftigt  hat. 
Dieser  gewandte  Professor  hat  die  Elemente  bestimmt, 
welche  zur  Construction  einer  Oberfläche  des  zweiten 
Grades  hinreichen ,  die  durch  neun  gegebene  Punkte  gehen 
soll.  cw)  Aber  die  Discussion  seiner  allgemeinen  Lösung 
und  die  Prüfung  ihrer  Folgesätze  und  der  besondern  Fälle. 


06)  Kramen  des  afferentes  méthodes  etmiUyèes  fnitr  résoudre 
les  i'ioblemes  de  Géométrie:  in  S..   1818. 
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îlche    sich    dabei    darbieten,     verdienen    neue   Untersu- 
ungeu. 

Vielleicht  wäre  es  auch  noch  nützlich,  bevor  man  an 
;  Untersuchung  der  zehn  Punkte  einer  Oberfläche  zweiten 
ades  ginge,  die  allgemeine  Relation  zwischen  neun  Punk« 
n  aufzusuchen ,  welche  einer  Curve  doppelter  Krümmung 
m  vierten  Grade  angchörcu,  die  der  Durchschnitt  irgend 
elcher  Oberfläche  zweiten  Grades  sind.  Acht  Punkte  im 
aum  bestimmen  eine  solche  Curve,  es  muss  also  eine 
»nstante  Relation  zwischen  diesen  acht  Punkten  und  ci- 
to neunten  geben,  damit  dieser  letztere  sich  auf  dcrsel- 
;n  Curve  befinde,  weiche  die  acht  ersten  bestimmen. 

Oder  auch  müsste  man  noch  vorher  die  Relation  zwi- 
hen  sieben  Punkten  der  Curve  doppelter  Krümmung  vom 
itten  Grade  bestimmen,  welche  der  Durchschnitt  zweier 
yperboloide  mit  einem  Fache  ist,  die  eine  gemeinsame 
jrade  Generatrix  haben  und  welche  immer  durch  sechs 
illkührliche  Punkte  im  Raum  bestimmt  ist.  Diese  Auf- 
ibe  bietet  nicht  dieselben  Schwierigkeiten  als  die  an« 
;rn   dar   und  wir  glauben  sie  gelöst  zu  haben.     (S.  Note 

xxin.) 

Vielleicht  müsste  man  endlich,  statt  das  Theorem  von 
tscal  als  Norm  und  als  Vergleichungsglied  zu  nehmen, 
eselbeu  Versuche  mit  einem  der  andern  Theoreme  an- 
ellen ,  welche  wie  dieses  eine  neue  Eigenschaft  von 
îchs  Punkten  eines  Kegelschnitts  ausdrücken,  und  wel- 
îe  davon  entweder  Folgerungen,  oder  einfache  Trans- 
rmationen  sind ,  wie  wir  in  der  XVten  Note  zeigen.  Un- 
r  diesen  Theoremen  glaubten  wir,  dass  das,  welches 
ir  als  einen  andern  Ausspruch  der  unharmonische»  Ei- 
&nschaft  der  Punkte  eines  Kegelschnitts  (angef.  Note, 
rt.  81)  vermittelst  dreier  Transversalen,  weiche  will- 
ührlit-h  im  Räume  angenommen  sind,  zu  der  gesuchten 
relation  der  zehn  Punkte  einer  Oberfläche  des  zweiten 
'rades  führen  könne.  Unsere  ersten  Bemühungen  sind 
war  ohne  Erfolg  gewesen,  indess  setzen  wir  doch  noch 
nige  Hoffnung  auf  dieses  selbe  Theorem  und  wünschen, 
àss  man  aus  ihm  einigen  Vortheil  zu  ziehen  versuchen 
löge. 

$.  51.      Die   Curvcn   dopelter  Krümmung 
om  vierten   und    dritten    Grade,    welche   sich  petter  Krüm^ 
>  natürlich  bei  Gelegenheit  der  grossen  Frage      mungdes 
ber  zehn  Punkte  einer  Oberfläche  des  zweiten  dritten    und 
rades  herausstellen,   nehmen  noch  aus  einem  vierte*  Grtf- 
■dem  Grund  eine  Stelle  in  den  Untersuchun- 
en   der  Geomcter  ein.      Diese  Curvcn  können  auch,  so 


wie  die  Oberflächen  »weiten  Grades,  im  Räume  gewisse 
Analogien  mit  den  Kegelschnitten  darbieten,  und  es  giebt 
eine  Menge  von  Fragen,  bei  welchen  man  sie  finden  wird, 
wenn  man  nicht  mehr,  in  den  Anwendungen  der  Geome- 
trie, bei  der  einfachen  Betrachtung  der  Kegelschnitte  ste- 
hen bleibt  und  wenn  man  die  schwierigeren  Fragen  gründ- 
lich zu  behandeln  versucht,  welche  sich  durch  die  Com- 
binirung  der  Oberflächen  zweiten  Grades  auflösen. 

Die  Curven,  von  denen  wir  sprechen,  sind  bis  jetet 
noch  sehr  wenig  behandelt  worden,  wir  finden  nur  die 
vom  vierten  Grade,  für  welche  Hachette,  Poncelet  und 
Quetelet  einige  allgemeine  Eigenschaften  gegeben  haben. 

Hachette  betrachtet  sie  als  den  Durchschnitt  zweier 
Kegel  vom  zweiten  Grad  und  discutirt  die  Formen  der  ebe- 
nen Curven  vom  vierten  Grad,  welche  ihre  Projection  oder 
Perspective  in  einer  Ebene  giebt.  67) 

Poncelet  beweist  in  seinem  Traité  des  propriétés  pr$— 
jeetives  (Art.  616) ,  dass  man  durch  die  Curve  des  vierten 
Grades,  welche  aus  dem  Durchschnitt  zweier  Oberflächen 
zweiten  Grades  entsteht,  im  Allgemeinen  vier  Kegel  des 
zweiten  Grades  legen  könne. 

Quetelet  endlich  zeigt,  dass  man  durch  die  Projectioa 
der  Durchschnittscurve  zweier  passend  gewählten  Ober- 
flächen des  zweiten  Grades  alle  ebenen  Curven  des  drit- 
ten Grades  erzeugen  kann.08)  Dieses  Theorem,  welches, 
dazu  brauchbar  sein  wird,  auf  die  ebenen  Curven  des 
dritten  Grades  gewisse  Eigenschaften  der  Curven  doppel- 
ter Krümmung  und  umgehehrt  e9)  überzutragen,  kann  eine 
Art  von  Verallgemeinerung  erhalten,  welche  seine  An- 
wendungen oft  leichter  und  ausgedehnter  macht.  Man 
kann  sagen:  Die  Durchschnittscurve  zweier  Oberflächen 
des  zweiten  Grades  giebt  in  der  Perspective  auf  eine  Ebene$ 
wenn  das  Auge  sich  in  einem  Punkt  dieser  Curve  befindet^ 
alle  Curven  des  dritten  Grades. 


67)  Correspondance  sur  l'école  polytechnique,  tom.  1,  p.  36S. 

68)  Correspondance  mathématique  de  Bruxelles ,  u  V,  p.  1S5. 

69)  Daraus  z.  B.,  dass  eîue  ebene  Curve  des  dritten  Grades  ist 
Allgemeinen  drei  Beugutigspunkte  hat,  welche  in  gerader  Linie  lie- 
ßen, schliefst  man:  dass  man  1)  durch  irgend  einen  Punkt  der  in 
Rede  stehenden  Curve  doppelter  Krümmung  vom  vierten  Grad  im 
Allgemeinen  drei  Ebenen  legen  kann,  welche  diese  Curve  in  drei 
andern  Punkten  berühren;  und  dass  2)  diese  drei  Punkte  und  der* 
durch  welchen  die  Ebenen  gelegt  sind,  alle  vier  in  einer  Eèsms 
liegen. 
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Der  scttne  Satz  von  Quetelet  war  von  der  Art,  dass 
a  der  Annahme  verleiten  konnte,  die  Projection  oder 
meiner  die  Perspective  des  Durchschnitts  zweier  Ober- 
en zweiten  Grades  könne  auch  alle  ebenen  Curven 
vierten  Grades  erzeugen,  wozu  es  hinreichend  wäre, 
tage  ausserhalb  des  Perimeters  der  Curve  anzuneh- 
Aber  wir  glauben  auf  diese  Frage  verneinend  ant- 
ra zu  können  und  durch  das  folgende  Theorem  die 
idre  Natur  dieser  Curven  des  vierten  Grades  zu  be- 
nen,  welche  die  Perspective  der  Durchschnittscurve 
er  Oberflächen  des  zweiten  Grades  erzeugt;  dass 
ich  eine  solche  Curve  immer  (jund  im  Allgemeinen* 
•  mit  Ausnahme  der  besondern  Modißcationen')  zwei 
elfe  oder  conjugirie  Punkte  habe ,  welche  imaginär  sein 


Dieses  Theorem  verdient  einige  Beachtung.  Denn  die 
erungen,  welche  man  daraus  ziehen  kann,  sind  neu 
antworten  auf  die  Fragen,  welche  die  Geometer  in 
r  Zeit  beschäftigt  haben. 

Man  schliesst  daraus  zunächst,  dass  die  Curve  vom 
ten  Grad,  welche  aus  der  Perspective  des  Durch- 
itts  zweier  Oberflächen  des  zweiten  Grades  entsteht, 
t  mehr  als  acht  Tangenten  haben  kann,  welche  von 
n  willkührlich  in  ihrer  Ebene  gewählten  Punkte  aus- 
si, während  die  allgemeinste  ebene  Curve  vom  vierten 
I  zwölf  Tangenten  zulässt,  die  von  demselben  Punkte 
jehen. 

Man  schliesst  hieraus  auch  noch,  dass  die  develop- 
e  umgeschriebene  zweier  Oberflächen  zweiten  Grades 
Allgemeinen  und  höchstens  vom  achten  Grade  ist 
ten  Grad  der  Oberfläche  hat  man  noch  nicht  angege- 
,  Poncelet  sagt  nur,  dass  er  nicht  über  den  zwölften 
osgehen  könne.  70) 

Die  Anwendungen  des  genannten  Theorems  auf  die 
orie  der  ebenen  Curven  vom  vierten  Grade  werden 
Ireich  sein;  denn  mau  stösst  auf  viele  dieser  Curven, 
denen  man  erkennt,  dass  sie  aus  der  Perspective 
*  Projection  des  Durchschnitts  zweier  Oberflächen  zwei- 
Orades  entstehen.  71) 


TO)  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  polaire*  réciproques 
103.     Mathematisches  Journal  von  Cr  elle,  t.  IV. 

71)  8o  sind  z.  B.  die  Ovalen  des  Descartes  oder  die  aplaneti- 
*  Linien,  die  stereograpbfsclic  Projection  der  Durchschnitlslinie 
ir  Kugel  mit  einem  Drebuugskegel  {Theorem  von  Qnetelet,  s.  Nota 
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§.53.  Indem  wir  von  den  Curven  doppelter  Krüm- 
mung des  dritten  und  vierten  Grades  zu  sprechen  hatten, 
haben  wir  mit  den  letztern  den  Anfang  gemacht,  weil 
wir  glauben,  dass  sie  die  einzigen  sind,  mit  denen  man 
sich  bis  jetzt  beschäftigt  hat.  Das  Studium  der  erstem  fat 
jedoch  viel  einfacher  und  leichter.  Wir  haben  gefunden, 
dass  sie  sich  verschiedener  interessanten  Eigenschaften  er- 
freuen, welche  in  vielen  Untersuchungen  vorkommen. 
Diese  Materie  könnte  zu  einer  weitläufigen  Entwicke- 
lung  Gelegenheit  geben,  welche  wir  hier  aber  weglassen 
müssen. 

Wir  begnügen  uns  zu  sagen,  dass  die  Perspective 
der  Curven  doppelter  Krümmung  vom  dritten  Grade  nicht 
alle  ebenen  Curven  vom  dritten  Grade  gebe,  sondern  nur 
die,  welche  einen  doppelten  oder  einen  conjugirten  oder 
einen  Rückkehr -Punkt  haben. 

§.  54.  Wir  wollen  diese  Betrachtungen  über  die 
Theorie  der  Oberflächen  zweiten  Grades  und  über  die  der 
Curven  doppelter  Krümmung,  welche  aus  ihrem  Durch- 
schnitt entstehen,  nicht  weiter  verfolgen.  Das  Gesagte 
zeigt  schon  hinlänglich,  welcher  Erweiterung  beide  fähig 
sind   und  welch  ein  neues  Feld   von   neuen  Untersuchun- 


XXI).  Man  wird  daraus  schliessen,  dass  diese  beruhroten  Ovalen 
immer  zwei  imaginäre  conjugirte  Punkte  haben,  die  in  der  Unend- 
lichkeit liegen.  Dieses  wurde  man  auf  and  er  m  Wege  vielleicht  nickt 
sehen;  denn  man  hat  bis  jetzt,  bei  der  Untersuchung  der  singuUren 
Punkte  bei  Curven,  die  imaginären  Losungen  vernachlässigt,  so 
wie  auch  selbst  die  Punkte,  welche  in  der  Unendlichkeit  liegen,  die 
oft  der  Analysis  entgehen.  Inzwischen  gehören  die  einen ,  wie  die 
andern,  7a\  der  besondern  Beschaffenheit  der  Curven  und  müssen  ut 
ihrer  Theorie  eine  wesentliche  Rolle  spielen. 

So  sind  auch  noch  die  Lemniscatcn ,  welche  durch  die  Fnss- 
punkte  der  Perpendikel  gebildet  werden,  die  vou  einem  festen  Paukte 
auf  die  Tangenten  eines  Kegelschnitts  gefällt  werden,  die  stereogra- 
phischen  Projectioncn  des  Durchschnitts  einer  Kugel  mit  einem  Kegel 
zweiten  Grades  {Theorem  von  Dandelin,  s.  den  4tenB.  der  Nouveau* 
Mémoires  de  V Académie  de  Bruxelles);  mau  schlieft  daraus,  dise 
diese  Curven  zwei  imaginäre  conjugirte  Punkte  in  der  Unendlichkeit 
haben.  >.l:i!i  weiss,  dass  sie  einen  dritten,  immer  reellen  doppeltet 
und  conjugirten  Punkt  haben,  welcher  der  Punkt  ist,  durch  den  matt 
die  Perpendikel  zieht;  daraus  schliesst  man,  da«s  diese  Curven  nur 
sechs  Tangenten  zulassen,  welche  von  demselben  Punkte  ausgehen* 
Auch  andre  Betrachtungen  der  ebenen  Geometrie  haben  mich  su  die- 
sem Resultat  gcl'üiirt. 

V:c!e  andre  Curven  des  vierten  Grades  haben  ebenfalls  imagi- 
näre conjugirte  Punkte,  welche  in  der  Unendlichkeit  liegen.  Solche 
sind  die  s«  hnecucnlinicn  oder  die  ebenen  Schnitte  der  ringförmigen 
Oberflächen,    die  Cassinoide  u.  s.  w. 
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11  sie  noch  den  Geomctern  eröffnen.  Untersuchungen, 
eiche  wir  zur  Sicherung  der  fernem  Fortschritte  der 
Bometrie  und  der  Wissenschaften,  welche  aus  der  Ver- 
oignng  der  Geometrie  mit  der  Physik  entstehen,  fur  un- 
iässlich  halten. 

Die  Geometrie  ist  in  der  That,  wie  alle  unsre  positi- 
ea  Wissenschaften ,  einer  Bedingung  unterworfen,  wei- 
de den  menschlichen  Geist  genirt  und  welche  darin  be- 
teht,  dass  sie  keinen  Schritt  anders  weiter  kommen  kann, 
le  progressive  und  immer  von  dein  Einfachen  zum  Zu- 
immengesetzten ;  und,  so  wie  in  der  ebenen  Geometrie 
er  Kegelschnitte  die  einfachsten  Curven  gewesen  sind, 
reiche  man  hat  gründlich  untersuchen  müssen ,  bevor  man 
ich  zu  hohem  Begriffen  erhob,  eben  so  sind  in  der  kör- 
perlichen Geometrie  die  Oberflächen  zweiten  Grades  die 
infachsten  Objecte,  welche  uns  als  die  notwendigen 
Demente  dienen  müssen,  um  in  die  Kenntniss  der  Eigen- 
ichtften  der  Ausdehnung  tiefer  einzudringen. 

Was  die  Wissenschaften  der  natürlichen  Erscheinun- 
;en  betrifft,  so  zweifeln  wir  nicht,  dass  die  Oberflächen 
les  zweiten  Grades  bei  einer  grossen  Anzahl  von  Fragen 
vorkommen  und  eine  eben  so  wichtige  Rolle  dabei  spielen 
müssen,  als  die  Kegelschnitte  beim  Planetensystem.  In 
Jen  gelehrtesten  physikalisch  -  mathematischen  Untersu- 
chungen hat  die  Analysis  schon  die  Gegenwart  dieser 
Oberflächen  gezeigt,  aber  meist  hat  man  einen  so  glück- 
lichen Umstand  als  zufallig  und  beiläufig  betrachtet,  ohne 
daran  zu  deuken,  dass  er  im  Gegentheil  direct  mit  der 
ersten  Ursache  des  Phänomens  verknüpft  sein  könne,  und 
ils  wahrer  Ursprung  und  nicht  als  eine  zufällige  Sache, 
îr  alle  Umstände,  weiche  dasselbe  darbieten  kann,  an- 
genommen werden  dürfte. 

Jetzt,  da  die  reine  Geometrie  in  sich  selbst  die  Mittel 
besitzt  9  auf  rationelle  Weise  und  ohne  zu  dem  Calcul  und 
Jen  schwierigen  und  mühsamen  Transformationen  der  Ana- 
ysis  ihre  Zuflucht  zu  nehmen ,  die  zahlreichen  Eigenschaf- 
ten der  Oberflächen  des  zweiten  Grades  darzustellen  und 
lie  darauf  bezüglichen  Aufgaben  aufzulösen,  jetzt  scheint 
ms  die  Vcrmuthung  natürlich,  dass  man  bei  den  allge- 
meinen Erscheinungen,  welche  den  Gegenstand  der  Physik 
Hlden,  wo  diese  Oberflächen  eine  hinlänglich  bedeutende 
tolle  spielen ,  ebenfalls  wird  mit  der  alleinigen  Hülfe  ihrer 
Eigenschaften  und  der  allgemeinen  Gesetze  des  Gegen- 
standes, nur  durch  Raisonnement  und  durch  die  reine  Geo- 
letrie  zu  der  Erklärung  und  zur  vollständigen  Theorie  der 
lhänomene  gelangen  können.    Das  heisst,  mit  einem  Wort, 
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dass  die  auf  physische  Phänomene  angewandte 
diese  Wissenschaft  eines  Kepler,  Huygens,  Newton,  Ma- 
claurin,  Stewart  und  Lambert  bedeutend  erweitert  wurde 
durch  die  Vervollkommnung  der  Theorie  der  Oberflächen 
zweiteu  Grades ,  dieser  so  nützlichen  und  fruchtbaren  Doc- 
trin,  welche  ihr  nach  einer  Ruhe  von  mehr  als  einem 
Jahrhundert  einen  neuen  Aufschwung  zu  nehmen  erlaubte. 
Und  wir  zweifeln  nicht,  dass  diese  directe  und  natürliche 
und  dem  Geiste  genugende  Methode  wesentlich  dazu  bei- 
tragt, ihren  Gang  zu  erklären  und  ihre  Entdeckungen  a 
allen  Theilen  der  Naturphilosophie  zu  erweitern.  ™) 


72)  In  einem  kürzlich  erschienenen  Memoire  von  Polnsot  Ucr 
die  Rotation  der  Körper  ist  ein  frappantes  Beispiel  von  der  Leichtig- 
keit und  dem  Vortheil  der  geometrischen  Methode  gegeben.  Die* 
•o  schwierige  Frage,  auf  welche  die  berühmtesten  Analyste*  M* 
einem  Jahrhundert  hauptsächlich  ihre  Muhe  gewandt  haben,  ist  darii 
mit  einer  so  ausserordentlichen  Klarheit  und  Leichtigkeit  befcntf 
worden,  dass  dadurch  ein  besondres  Vornrtheil  vernichtet  wäret: 
indem  man  nämlich  bei  der  Geometrie  nur  auf  ihr  hohes  Alterten 
und  nicht  auf  die  Natur  ihrer  Leistungen  uud  ihrer  allgemeinen  lt* 
Stimmung  sah,  verläugnete  man  ihren  Gharacter  der  VoIUdnhmb* 
heit  und  machte  sie  zu  einer  todteu  Sprache,  die  weiterhin  für  est 
menschlichen  Geist  ohne  Nutzen  und  Kinfluss  ist.  Diesem  Irrthsfl, 
welcher  dem  Fortschreiten  der  Wissenschaft  nur  nachtbeilig  stb 
kann,  erlaube  man  uns,  den  bedeutsamen  Ausspruch  des  bernJustsa 
Verfassers  der  Mécanique  analytique  entgegenzusetzen ,  welches  er 
in  seinem  sechzigsten  Jahre  bei  Gelegenheit  einer  der  schwleriptn 
Fragen  des  Weltsystems  that,  wobei  die  Geometrie  der  Analr- 
si8  zuvorgekommen  war:  „Mag  auch  die  algebraische  AnaJysis  vsr 
den  geometrisch  eu  Methoden  der  Alten,  was  mau  gewöhnlich,  st- 
gleich  uneigentlich ,  Synthesis  nennt,  einige  Vorzüge  haben,  so  giftt 
es  nichts  desto  weniger  Probleme,  in  denen  diese  vorzüglicher 
scheint,  theils  wegen  der  innewohnenden  Klarheit,  theils  wegen  der 
Eleganz  nnd  Leichtigkeit  ihrer  Lösungen.  Es  giebt  selbst  eurifl 
Probleme,  für  welche  die  algebraische  Anarysis  gewisser  Maum 
nicht  genügt  uud  bei  denen  es  scheint,  dass  die  synthetische  Mensel 
allein  sie  erreichen  könne."  (.Sur  l'attraction  sphéroïdes  elliptique* 
Nouveaux  Mémoires  de  VAcadémte  de  Berlin,  J.  1778.) 


Sechstes   Kapitel.*) 


$.  1.  JLfie  beschreibende  Geometrie  von  Monge  ist 
den  Unterricht  über  Mathematik  aufgenommen.  Auch 
e  Theorie  der  Transversalen  von  Carnot,  welche  einer 
ff  gründlichsten  Kenner  der  Geometrie  schon  längst  in 
9  demente  eingeführt  wissen  wollte1),  ist  von  dem 
5— cm  Theil  der  Professoren  anerkannt,  welche  gegen- 
artig  die  Haupttheoreme  derselben  in  ihren  Cursus  mit 
fuenmen.  Aber  die  andern  genannten  Methoden  sind 
•eh  in  den  Memoiren  der  einzelnen  Geomcter,  welche 
:h  derselben  bedient  haben,  zerstreut,  und  ihre  Leetüre 
inn,  wegen  der  grossen  Anzahl  der  darin  enthaltenen 
«en  Resultate,  langweilig  und  mühsam  erscheinen.  Hierin 
igt,  wie  ich  glaube,  der  wahre  Grund  der  Entfremdung 
m  der  rationellen  Geometrie,  in  der  man,  obwohl  irr- 
âmlich,  nur  ein  Chaos  von  neuen  Sätzen  zu  sehen  glaubt, 
eiche ,  zufällig  gefunden,  ohne  Verbindung  unter  einander 
eben  und  keinen  wesentlichen  Einfluss  auf  die  Vervoll- 
mmmung  der  Wissenschaft  der  Ausdehnung  haben. 

Um  diesen  Irrthum  zu  zerstören,  glaubten  wir,  dass 
i  von  Nutzen  sein  würde,  alle  diese  partiellen  und  isolirt 


*)  Bemerkung  des  lieber  setzen.  In  diesem  Kapitel  giebt  der 
erfasser  den  Inhalt  eines  eignen  Memoire  über  Geometrie  an,  wei- 
fet er  diesem  historischen  Abriss  beigefügt  hat,  welches  wir  aber, 
tgen  seiner  Unabhängigkeit  davon,  dem  deutschen  Leser  als  be- 
fcdres  Werk  mittheilen  werden. 

1)  „....;  diese  geistreiche  Theorie  der  Transversalen,  dere* 
■fache  und  frachtbare  Principien  es.  verdienen,  in  die  Elemente  der 
•tmetrle  aufgenommen  zu  werden  ...."  {Journal  de  V école  po- 
Ucknique,  H.  10;  Mémoire  sur  les  polygones  et  les  polyèdres. 
m  Point*. 
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stehenden  Wahrheiten  zu  coordiniren ,  sie  alle  aus  nur 
einigen  der  allgemeinsten  unter  ihnen  abzuleiten  und  diese 
auf  die  genannten  Methoden  zurückzuführen,  wodurch  wir 
zugleich  eine  Rechtfertigung  unsrer  Classification  erhalten. 
Diese  Arbeit  soll  den  Titel  führen:  Essais  de  complément 
de  Géométrie  rationelle.  Ihr  Hauptzweck  wäre  eine  dog- 
matische Auseinandersetzung  der  in  Rede  stehenden  He-  i 
thoden  und  ihrer  hauptsächlichsten  Anwendungen.  Wir 
würden  damit  eine  neue  und  rein  geometrische  Theorie 
der  Oberflächen  zweiten  Grades  verbinden  und  eine,  eben- 
falls geometrische  Theorie  der  ebenen  Curven  des  dritten 
Grades,  mit  welchen  man  sich  doch  endlich  vertraut  ma- 
chen rauss,  weil  es  die  nothwendige  Bedingung  fur  du 
weitere  Fortschreiten  der  Geometrie  ist ,  wie  es  bisher  db 
genaue  Kenntniss  der  Curven  des  zweiten  Grades  gewe-  ! 
sen  ist. 

Unser  Material  war  mehr  oder  weniger  bedeutend  ge- 
worden, wie  man  aus  den  verschiedenen  Noten  sehen 
kann,  welche  wir  daraus  entlehnt  haben,  um  uns  dersel- 
ben in  dieser  Schrift  :au  bedienen.  Wie  es  aber  bei  einer 
solchen  Arbeit,  welche  so  viele  verschiedene  Untersu- 
chungen umfasst,  geschehen  muss,  der  Stoff  wuchs  immer 
mehr  an,  und  wir  erkannten,  dass  eine  längere  Zeit  und 
ein  grösserer  Raum  nöthigwäre,  als  wir  anfänglich  glaub- 
ten, um  sie  ohne  zu  grosse  Unvollstängkeit  auszufuhren. 
Da  nun  das  zu  weite  Hinausschieben  auch  sein  Unange- 
nehmes hat,  so  sind  wir  entschlossen,  zunächst  über  die 
verschiedenen  Parthien  einzeln  zu  schreiben,  welche  wir 
fur  dieses  Werk  bestimmten,  indem  wir  das  Versprechen 
geben,  später  auf  unser  erstes  Vornehmen  zurückzukom- # 
meu,  und  dabei  wünschen ,  dass  eine  gewandtere  und  fähi- 
gere Feder  uns  in  der  Ausführung  eines  Unternehmens 
zuvorkommen  möchte,  von  dem  wir  glauben,  dass  es  der 
Geometrie  nützlich  sein  würde. 

§.  2.  Wir  nehmen  uns  in  diesem  Memoire  vor,  die 
Methoden  zu  behandeln,  welche  in  unsrer  zweiten  und 
dritten  Abtheilung  enthalten  sind,  und  die  beiden  Haupt- 
prineipien  auseinanderzusetzen,  von  denen  wir  gesagt  ha- 
ben, dass  sich  alle  diese  Methoden  darauf  zurückführet 
lassen,  und  welche  die  beiden  allgemeinen  Lehren  der 
Deformation  und  der  Transformation  ausmachen. 

§.  3.  Wir  werden  diese  beiden  Principicn  auf 
eine  doppelte  Art  beweisen,  welche  absolute  und  abstracto 
Wahrheiten  frei  und  unabhängig  von  allen  besoudern  Me- 
thoden macht,  die  zur  Rechtfertigung  und  Erleichterung 
der  Anwendung  in  besondern  Fällen  geeignet  sind. 
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Wir  werden  sie,  wie  wir  gesagt  haben,  in  grösserer 
Igemeinhcit,  als  irgend  eine  dieser  Methoden  darstel- 
i.  Die  Ausdehnung,  welche  wir  ihnen  geben,  wird 
ren  besondern  Nutzen  in  einem  sehr  einfachen  Princip 
r  Relationen  der  Grösse  finden,  welches  sie  auf  unzäh- 
;e  neue  Fragen  anwendbar  macht. 

Dieses  Princip  beruht  auf  einer  einzigen  Relation,  auf 
dchc  man  alle  andern  zurückfuhrt.  Diese  Relation  ist 
b,  welche  wir  das  anharmonische  Verhältnise  von  vier 
unkten  oder  von  einem  Bündel  von  vier  Geraden  genannt 
iben.  Dieses  ist  der  einzige  Typus  aller  Relationen, 
eiche  durch  die  beiden  Principien,  die  wir  beweisen 
erden,  transformabel  sind.  Uud  das  Gesetz  des  Ent- 
ïrechens  einer  Figur  und  ihrer  transformirten  besteht  in 
er  Gleichheit  der  entsprechenden  unharmonischen  Verhält- 
sse. 

Die  Einfachheit  dieses  Gesetzes  und  die  des  anhar- 
lonischen  Verhältnisses  machen  diese  Form  der  Relation 
nsserordeutlich  geeignet,  um  eine  so  wichtige  Rolle  in 
er  Wissenschaft  der  Ausdehnung  zu  spielen. 

Wenn  die  vorgegebenen  Relationen  zuerst  nicht  in 
lese  Formel  einzugehen  scheinen,  so  wird  die  Kunst  des 
eometers  darin  bestehen,  sie  darauf  durch  verschiedene 
irbereitende  Operationen  zurückzuführen,  welche  in  ge- 
isser  Hinsicht  den  Acnderuugen  der  Variabcln  und  den 
ransformationen  in  der  Analysis  entsprechen. 

§.  4.  Wir  werden  mit  dem  Princip  der  Transforma- 
it* anfangen,  von  welchem  die  Theorie  der  reeiproken 
oliren  Anwendungen  darbietet,  weil  das  zweite,  obwohl 
»en  so  allgemein  in  seiner  Bestimmung,  eine  natürliche 
olgerung  daraus  sein  wird.  Wir  nennen  es,  nach  dem 
nsdruck  Gergonues,  das  Princip  der  Dualität,  und  wir 
igen  von  zwei  Figuren,  welche  unter  einander  die  Ab- 
ingigkeiten  haben ,  die  von  den  Gesetzen  dieses  Princips 
^geschrieben  werden,  dass  sie  corrélative  Figuren  seien.2) 


2)  Da  das  Wort  correlatir  ganz  allgemein  bei  vielen  andern 
degenheiten  gebraucht  wird,  so  wäre  es  wiinschenswerth,  ein  an- 
rm  Adjectiv  jsu  haben,  welches  von  dem  Wort  Dualität  abgeleitet 
*re.  Deshalb  dachten  wir  das  Wort  Diphanie  für  Dualität  zu 
ihttitniren,  welches  diene  doppelte  Art  der  Eigenschaften  bezeichnen 
tote,  welche  alle  Figuren  der  Ausdehnung  darbieten:  wir  würden 
las  von  dem  Princip  der  Diphanie  sprechen  und  diejenigen  Figuren 
fykmnUche  nennen,  welche  unter  ciuuuder  die,  von  diesem  Princip 
tqptscfariebeueii  Beziehungen  hätten.  Wir  wollten  uns  aber  nicht 
ritabtn,  für  eine  xchon  allgemein  angenommene  Benennung  eine 
*te  zu  siibstUuircn. 
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Nachdem  wir  dieses  Princip  bewiesen  haben ,  Beigen 
wir  mehre  Anwendungen   davon,    welche    uns    su   neues 
Sätzen  fuhren,   von    denen  mehre  ganz  neue  allgemeine 
Eigenschaften  der  ebenen  Curven,   der  Curven  doppelter 
Krümmung  und  der  geometrischen  Oberflächen  sind.    Dar« 
auf  geben  wir  die  analytische  und  die  geometrische  Con- 
struction der  correlativen  Figuren,   und  endlich  setzen  wir 
die  Beziehungen  auseinander,  welche  zwischen  diesem  Prin- 
cip  und    der   Theorie    der   reeiproken  Polären  stattfinden, 
und   leiten    daraus    mehre    andre    besondre  Methoden  ab, 
welche,    so  wie   diese  Theorie,    leichte  Mittel    darbietet 
wurde,  um  dieses  Princip  in  Anwendung  zu  bringen,  we« 
es  nicht  direct  und   a  priori  als  eine  mit  der  begrenz- 
ten Räumlichkeit   innig  verbundene  Eigenschaft  bewieset 
wäre. 

§.  5.  Unter  den  Anwendungen  des  Principe  der  Dua- 
lität giebt  es  eine,  welche  es  verdient,  dass  wir  sie  schon 
hier  besonders  anfuhren. 

Wenn  man  den  Zustand  der  Geometrie  betrachtet, 
bevor  man  die  Theorie  der  Polären  zur  Transformation 
gewisser  Theoreme  angewandt  hatte,  so  findet  man,  dut 
nur  sehr  wenige  Wahrheiten  bekannt  waren,  welche  als 
die  correlativen  andrer  bekannten  Wahrheiten  betrachtet 
werden  konnten.  In  der  Theorie  der  Curven  z.  B.  hatte 
keine  der  allgemeinen  Eigenschaften  ihre  corrélative.  Die« 
ser  Umstand  zeigt,  dass  die  analytische  Methode  dcsDes- 
cartes,  welcher  man  die  schönsten  Entdeckungen,  beson- 
ders in  der  Geometrie  der  Curven  verdankt,  nicht  dam 
feeignet  ist,  oder  wenigstens  sehr  bedeutende  Hindernisse 
erbieten  wurde,  wenn  man  versuchen  wollte,  sie  auf 
diese  Art  von  Theoremen  anzuwenden,  welche  man  mit 
Hülfe  des  Princips  der  Dualität  als  die  corrélative  von  den 
Theoremen  erhält,  die  durch  die  Methode  des  Descartcs 
bewiesen  sind.  In  dieser  Hinsicht  gewährt  also  das  Prin- 
cip der  Dualität  der  reinen  Geometrie  einen  unläugbaret 
Vortheil  vor  der  analytischen  Methode. 

Hieraus  wird  man  aber  nicht  schliessen,  dass  die  Al- 
gebra ,  dieses  wunderbare  Werkzeug ,  welches  bis  auf  den 
heutigen  Tag  bei  allen  geometrischen  Auffassungen  ge- 
braucht ist,  ihren  Beistand  den  neuen  Eigenschaften  der 
Ausdehnung  verweigern  müsse,  welche  sich  dem  Verftb- 
ren  des  Descartes  zu  entziehen  scheinen.  Man  wird  viel- 
mehr überlegen,  dass  es  hinreiche,  beim  Gebrauch  die 
grossen  Gedanken  Descartcs's  zu  modificiren,  indem  nun 
in  der  Anwendung  der  algebraischen  Symbole  auf  die  Vor- 
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»Illingen  der  Figur  und  der  Ausdehnung  ein  ihr  ange- 
lesenes Object  erkennt. 

Das  von  Descartes  angewandte  Mittel  bestand  darin, 
se  Corve  als  die  Vereinigung  von  Punkten  zu  betrach- 
■  ,  welche  nach  einein  gegebenen  Gesetz  auf  einander 
Igen  und  die  Lage  aller  dieser  Punkte  durch  eine  cond- 
uite Relation  zwischen  den  Distanzen  jedes  dieser  Punkte 
m  zwei  festen  Axen  auszudrucken. 

Man  sieht  ohne  Mühe,  dass  das  analoge  Verfahren  in 
ït  neuen  analytischen  Geometrie  das  sein  wird,  jede 
urve  als  die  Enveloppe  aller  ihrer  Tangenten  zu  be- 
achten und  die  Lage  aller  dieser  Geraden  durch  eine 
nzige  Gleichung  zwischen  zwei  Variabein  auszudrücken, 
h  welchen  jedes  System  von  Werthen  einer  dieser  Ge- 
den  entsprechen  wird. 

Das  Princip  der  Dualität  selbst,  angewandt  auf  geo- 
etrische  Verfahrungsarten  und  Relationen,  welche  die 
eichung  einer  Curve  oder  einer  Oberfläche  nach  dem 
f stem  des  Descartes  darbietet,  führt  unmittelbar  zu  die- 
m  neuen  System  der  analytischen  Geometrie.  Dieses 
ollen  wir  kurz  in  dieser  Schrift  als  eine  einfache  An- 
endong  des  Princips  der  Dualität  auseinandersetzen,  in- 
tm  wir  uns  vorbehalten,  auf  diesen  Gegenstand  zurück- 
ikommen,  welchen  wir  direct  und  ohne  Hülfe  des  Prin- 
ps  der  Dualität  behandelt  haben ,  indem  wir  beinahe  den- 
»Iben  Weg  verfolgten,  welcher  für  die  Exposition  der 
»brinchlichen  analytischen  Geometrie  angenommen  ist. 

Wir  haben  schon  mit  wenigen  Worten  gesagt,  worin 
iser  neues  Coordinateur  System  besteht,  und  davon  An- 
endungen  gemacht  (s.  Correspondance  mathématique  von 
uetelet,  t  VI,  p.  81).  Wenn  wir  uns  aber  nicht  beeilt 
ftben,  diese  Arbeit  zu  veröffentlichen,  welche,  wenn  das 
rineip  der  Dualität  nicht  bekannt  wäre,  von  bedeutendem 
lUtzen  sein  würde,  weil  sie  zum  directen  Beweise  aller 
heoreme  dient,  welche  die  correlativen  von  denen  sind, 
ie  man  durch  die  Geometrie  des  Descartes  erhält,  so 
ig  das  darin,  dass  sie  nicht  unumgänglich  nothwendig 
w,  da  gegenwärtig  das  Princip  der  Dualität  zur  augen- 
licklichen  Transformation  dieser  Wahrheiten  dienlich  ist. 

Nichts  desto  weniger  scheint  uns  dieses  neue  System 
fr  analytischen  Geometrie  die  Entwickelung  zu  verdienen, 
idem  es  mit  der  Coordinaten  -  Lehre  von  Dcscartes  zu- 
kamen das  Werk  vervollständigt,  welches  sich«-  dieser 
rosse  Philosoph  in  seiner  erhabenen  Auffassung  der  An- 
endung  der  Algebra  auf  die  Geometrie  vorgesetzt  hatte. 
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§.  6.  Das,  was  wir  eben  von  der  analytischen  Geo- 
metrie in  Bezug  auf  die  Eigenschaften  der  Ausdehnung, 
welche  durch  das  Princip  der  Dualität  entdeckt  sind,  ge- 
sagt haben,  gilt  zum  Tlicil  auch  von  der  Theorie  der 
Transversalen,  wie  sie  Carnot  gebildet  hat  und  wie  sie 
seit  dreissig  Jahren  angewandt  ist.  Diese  Theorie  passt, 
in  ihrem  gegenwärtigen  Zusande,  nicht  zum  Beweise  vieler 
auf  Linien  und  krumme  Oberflächen  bezüglichen  Theoreme, 
welche  die  corrclativen  von  andern  Theoremen  sind,  die 
man  durch  dieselbe  Theorie  bewiesen  hat.  Inzwischen 
lässt  sie  sich  auf  diejenigen  dieser  Theoreme  anwenden, 
welche  sich  nur  auf  die  Systeme  gerader  Linien  beziehen, 
weil  Carnot  in  diese  Theorie  das  Theorem  von  Johann 
Bernoulli  (oder  vielmehr  von  Johann  Ce  va,  wie  wir  in 
der  Note  VI  gesagt  haben)  mit  einbegriffen  hat,  welches 
sich  als  das  corrélative  von  dem  des  Ptolemäus  findet 

Es  wird  eben  so  hinreichen ,  in  die  Theorie  der  Trans- 
versalen einige  Theoreme  einzuführen,  welche  sich  tuf 
krumme  Linien  und  Oberflächen  anwenden  lassen,  um  ne 
fähig  zu  machen,  durch  sich  selbst  und  direct  den  dop- 
pelten Fragen  zu  genügen,  welche  sich  beständig  bei  den 
geometrischen  Spcculationen  darbieten  müssen.  Diese  Theo- 
reme, welche  genau  die  corrclativen  von  den  gegenwärti- 
gen Principien  der  Theorie  der  Transversalen  sind,  sind 
schon  längst  von  Poncelet  in  seinen  Anwendungen  der 
Theorie  der  reeiproken  Polären  erhalten  worden,  und  die- 
ser gewandte  Gcometcr  hat  davon  Gebrauch  gemacht  in 
seinem  Memoire  :  Analyse  des  transversales  appliquée  à  la 
recherche  des  propriétés  projeetwes  de  lignes  et  surfaces 
géométriques  (s.  Journal  von  Crcllc,  t.  VIII). 

Nutzen  des  §•  ^.     Nachdem    nachgewiesen   ist,    diss 

Princips  der  das  Princip  der  Dualität  sich  durch  die  Ein- 
Dualitat  in  führung  eines  neuen  Coordinatcnsystcms  auf 
der  Algebra.  fcc  analvtischc  Geometrie  anwenden  lasse, 
müssen  wir  noch  hinzufügen,  dass  der  Einfluss  und  die 
Wichtigkeit  dieses  Princips  sich  selbst  auf  die  Algebra, 
in  ihrer  absoluten  Abstraction  betrachtet,  ausdehnen  lasse. 
Man  darf  sich  darüber  nicht  wundern;  denn  Monge  hat  uns 
durch  hinlänglich  schöne  Beispiele  gezeigt,  dass  den  Ge- 
setzen der  Ausdehnung  und  allen  allgemeinen  Auffassun- 
gen der  Geometrie  Betrachtungen  und  Resultate  der  reinen 
Algebra  entsprechen  können. 

Unter  zwei  Gesichtspunkten  können  wir  den  Nutzen 
des  Princips  der  Dualität  in  der  Algebra  betrachten.  Zu- 
erst als  ein  Mittel  der  Integration  in  mehren  Fällen,  und 
dann,   indem  es  vermittelst   des   algebraischen   Ausdrucks 
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pwisser  Resultate  der  Geometrie,  manche  Theoreme  der 
Ugebra  liefern  kann. 

Wir  wollen  mit  wenigen  Worten  diese  doppelte  An- 
wendung des  Principe  der  Dualität  auf  die  algebraische 
salysis  auseinandersetzen. 

§.  8.  Einer  gegebenen  Oberfläche  entspricht,  nach 
m  Princip  der  Dualität,  die  corrélative  Oberfläche,  und 
der  Eigenschaft  der  ersten  Oberfläche  entspricht  eine 
igenschaft  der  zweiten. 

Wenn  die  erste  Oberfläche  durch  eine  Gleichung  (nach 
gend  einem  Coordinatensystcm)  ausgedruckt  ist,  so  wer- 
sn  die  geometrischen  Relationen,  welche  zwischen  ihr 
nd  der  zweiten  Oberfläche  stattfinden,  dazu  dienen,  von 
leser  Gleichung  zu  der  der  zweiten  Gleichung  in  dem- 
ftlbeu  Coordinatensystem  überzugehen,  und  umgekehrt 
im  dieser  Gleichung  der  zweiten  Curve  zu  der  der  er- 
teil. (Wir  fuhren  die  hierzu  dienlichen  Formeln  in  dem 
Koordinatensystem  von  Descartes  an.)  Wenn  die  erste 
Iberfläche  nur  durch  eine  Gleichung  zwischen  partiel- 
»  Differentialen  gegeben  ist,  so  wird  dieser  Gleichung 
ine  andre  entsprechen,  welche  ihre  corrélative  sein 
rird  und  der  zweiten  Oberfläche  angehört.  Diese  an- 
Ire  Gleichung  wird  im  Allgemeinen  von  der  vorgegebe- 
teii  verschieden  sein  und  wird  sich  mehr  oder  weniger 
eicht  als  diese  den  Integrationsmethoden  fugen.  Wenn 
um  sie  integrireu  kann,  so  hat  man  die  Gleichung  der 
weiten  Oberfläche,  und  man  wird  vermittelst  der  in  Rede 
lebenden  Formeln  von  dieser  Gleichung  zu  der  der  or- 
ten Oberfläche  kommen  :  dieses  wird  dann  also  das  Inte- 
lrtl der  vorgegebenen  Gleichung  mit  partiollen  Differcntia- 
en  sein. 

Diese  Methode  ist,  wie  man  sieht,  dieselbe,  welche 
rir  in  der  Note  XXX  über  dio  reeiproken  Oberflächen 
on  Monge  entwickeln,  indem  sie  der  Gegenstand  dieser 
rheorie  der  reeiproken  Oberflächen  gewesen  sein  kann. 

'  Diese  Methode  ist,  analytisch  betrachtet  und  abge- 
tan von  jeder  geometrischen  Betrachtung,  im  Grunde 
ichts  andres,  als  eine  Art  algebraischer  Transformation, 
robei  die  Relationen  zwischen  den  correspendirenden  Va- 
abeln  uns  a  priori  durch  den  analytischen  Ausdruck  der 
Stationen  angegeben  sind,  welche  zwischen  den  corrc- 
Inren,  nach  dem  Princip  der  Dualität  ronstruirten  Figu- 
»,  stattfinden. 

Cfetck.   der  Geom.  17 
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§.  9.  Die  zweit o  Art,  auf  welche  man  das  Prisrip 
der  Dualität  auf  die  tintdeckung  verschiedener  Theom» 
der  Algebra  anwenden  kann,  ist  folgende: 

Wenn  man  vermöge  dieses  Princips  ein  geometmehes 
Theorem  gefunden  hat  und  man  beim.  Versuche,  diètes 
Theorem  analytisch  d.  h.  nach  der  Coordinaten -Methode 
zu  beweisen ,  auf  eine  unüberwindliche  Schwierigkeit  stöttl, 
welche  aus  der  gegenwärtigen  Unvollkommenheit  der  Al- 
gebra entspringt,  so  wird  man  versuchen ,  den  Punkt  der 
Schwierigkeit  genau  zu  bestimmen,  oder,  mit  andern  Wor- 
ten ,  den  algebraischen  Begriff  anzugeben ,  welcher  zuge- 
lassen werden  muss,  um  zu  dem  verlangten  Schlug*  U 
gelangen.  Dieser  algebraische  Begriff  wird  ein  Theom 
der  Algebra  sein,  welches  sich  auf  diese  Weise  dank 
geometrische  Betrachtungen  bewiesen  findet. 

Ein  Beispiel  wird  diese  Verfahrungsart  hinlingto 
deutlich  machen. 

Gesetzt,  man  wollte  durch  die  gebräuchliche  Coor- 
dinaten-Methode  folgendes  Theorem  beweisen  :  Wenn  me* 
an  eine  gegebene  geometrische  Oberfläche  alle  ihre  Tmh 
genten- Ebenen  legt,  welche  mit  einer  Transversal -Ehe* 
parallel  sind^  so  werden  die  Punkt >,  in  denen  me  dit 
Oberfläche  berühren  >  zu  ihrem  Mittelpunkt  der  »äf- 
fen» Enifernungen  immer  denselben  Punkt  im  Raum  ha- 
ben y  weiches  auch  die  Lage  der  Transversal  -  Ebene  «ein 
mag. 

Wenn  man  durch  F  (jr,  y ,  z)  c=  0  die  Gleichung  der 
Oberfläche  darstellt ,  so  werden  die  Coordinaten  der  Be- 
rührungspunkte der  tangirenden  Ebenen  durch  diese  Glei- 
chung und  durch  die  beiden  folgenden  gegeben: 

dF    ,  dF 

"di+ft  •-£  =°. 

dF    .  dF 

-dj  +  b  •   -£  -Of 

worin  a  und  b  die  beiden  Winkelfunctionen  sind,  „ 

die  gemeinsame  Richtung  der  Tangenten -Ebenen  bestia» 
roen.  Wenn  man  aus  diesen  drei  Gleichungen  y  uni  * 
elirainirt,  so  erhält  man  eine  Gleichung  in  Bezug  arf*, 
deren  Wurzeln  die  Abscissen  der  Berührungspunkte  Mk 
werden.  Es  muss  also,  nach  dem  ausgesprochenen  Theo- 
rem, die  Summe  dieser  Wurzeln  dieselbe  sein,  welcheo 
auch    die   gemeinsame   Richtung  der  Tangenten -EbeMt 
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ein  mag,  d.  fa.  welches  auch  die  beiden  Parameter  a  und 
lein  mögen.     Hieraus  folgt  also  folgeudes  Theorem  der 
Ügebra  : 

Wenn  man  zwischen  den  drei  Gleichungen  : 

F  (x,  y,  z)  =  0, 

dF   .         dF 
"di+  alï  =  °« 

dF  dF 

'Je  beiden  Variabein  y  und  z  eliminirt,  so  wird  in  der 
tudthrenden  Gleichung  für  x  die  Summe  der  Wurzeln  im-* 
ikängig  von  den  beiden  Coefficienten  a  und  b  sein. 

Dieses  Beispiel  gnnugt,  um  zu  zeigen,  wie  man  das 
*rincip  der  Dualität  zur  Aufstellung  algebraischer  Theo-* 
eae  anwenden  könne« 

J.  10.  Die  Idee  der  Dualität,  welche  wir  Anwendung 
1  den  vorigen  Paragraphen  auf  zwei  geome-  des  Principe 
räche  Lehren,  die  Coordinaten- Methode  des  äer  Dualität 
foccartes  und  die  Theorie  der  Transversalen  aufJ^^y' 
■d  anf  eine  algebraische  Theorie,  die  Inte- 
[rttien  der  Gleichungen  mit  partiellen  Differentialen  ange- 
randt  haben,  erstreckt  sich  auch  auf  andre  Theile  der 
lithematik,  besonders  auf  die  Dynamik.  Hier  ist  aber 
ûcht  der  Ort,  diesen  Gegenstand  zu  behandeln ,-  wir  ver- 
reisen deshalb  auf  Note  XXXIV. 

$.  11.     Der  zweite  Theil  dieser  Schrift     ^ 
rH  de«  zweiten  allgemeinen  Princip,   dem  HoJ££A£ 
er  Deformation  der  Figuren ,  gewidmet  sein. 

Da  die  Figuren,  welche  man  in  den  Anwendungen 
ieses  Principe  anzuwenden  hat,  von  einerlei  Art  sind, 
.  h.  dass  jedem  Punkte,  jeder  Geraden,  jeder  Ebene  der 
ACM,  respective  ein  Punkt,  eine  Gerade,  eine  Ebene  in 
H  andern  entsprecheu,  so  wio  dieses  z.B.  bei  zwei  ahn- 
rhen  Figuren  der  Fall  ist,  oder  auch  bei  zwei  ebenen 
{garen,  von  denen  die  eine  die  Perspective  der  andern 
tf  so  wollen  wir  diese  Figuren  hotnographische  nennen, 
d  das  darauf  bezügliche  Princip  soll  das  Princip  der 
mograpkischett  Deformation  oder  einfach  das  Princip  der 
mwgraphic  heissen. 

£.12.  Es  wird  vielleicht  nicht  unnütz  erseheinen, 
rar  wir  auf  die  Materie  selbst  eingehen,  den  pbilosophi* 

17* 
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sehen  Charakter  dieses  Prineips  and  die  Natur  seiner  An- 
wendungen in  der  rationellen  Geometrie  genau  sa  be- 
stimmen. 

Seine  erste  Bistimmung  ist,  die  Eigen-  Gebrauch  ist 
Schäften  der  Ausdehnung  zu  verallgemei-  Principe  1er 
f^ff^  Homographie. 

Hieraus  entspringt  eine  doppelte  Anwendung ,  deren  es 
fähig  ist.  Denn  diese  Verallgemeinerung  kann  auf  zwei- 
fache Art  geschehen,  sie  kann  auf  der  Construction  und 
der  Form  der  Figur  beruhen,  oder  auch  auf  den  Eigen* 
schafteu  dieser  Figur. 

Im  ersten  Fall  stellt  man  sich  die  Aufgabe:  Wem 
man  die  Eigenschaften  einer  gelotsten  Figur  kennt,  auf  dit 
analogen  Eigenschaften  einer  Figur  von  derselben  Art,  aber 
von  allgemehterer  Construction  daraus  zu  schliessen. 

Wenn  z.  B.  gewisse  Eigenschaften  des  Kreises  oder 
der  Kugel  gegeben  sind,  so  schliesst  man  von  ihnen  auf 
die  entsprechenden  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  oder 
der  Oberflächen  zweiten  Grades. 

Im  zweiten  Fall  kann  man  die  Aufgabe  so  ausspre- 
chen :  Wenn  man  einige  besondre  Fälle  einer  gewissen  noch 
unbekannten  allgemeinen  Eigenschaft  einer  Figur  feiuii, 
daraus  auf  diese  allgemeine  Eigenschaft  zu  schliessen. 

Wählt  man  z.  B.  drei  conjugirte  Durchmesser  einer 
Oberfläche  zweiten  Grades,  so  weiss  man,  dass  die  Summe 
ihrer  Quadrate  einer  constanten  Grösse  gleich  ist.  JHesei 
Theorem  giebt  zu  folgender  Frage  Veranlassung:  Wenn 
eine  Oberfläche  zweiten  Grades  gegeben  ist  und  man 
wühlt  irgend  einen  Punkt  im  Räume,  durch  den  man  drei 
Gerade  zieht:  welchen  Bedingungen  der  Construction  müs- 
sen diese  Geraden  genügen,  damit  sie  in  'dem  besondern 
Falle,  wenn  dieser  Punkt  im  Mittelpunkt  der  Oberfläche 
liegt,  drei  conjugirte  Durchmesser  werden?  und  welches 
wird  diejenige  Eigenschaft  dieser  drei  Geraden  sein,  wel- 
che in  die  genannte  Eigenschaft  der  drei  coujugirten  Durch- 
messer übergeht'? 

Dieses  sind  also  die  beiden  Aufgaben,  fur  welche  das 
Princip  der  homographischen  Deformation  bestimmt  ist. 

§.  13.  Die  erste  dieser  Aufgaben  fuhrt  zu  einer 
wirklichen  Methode  der  Untersuchungen. 

In  der  That ,  wenn  es  sich  darum  handelt,  eine  solde 
Eigenschaft  einer  Figur  zu  beweisen,  so  wird  man  unter 
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sr  unendlichen  Anzahl  der  möglichen  homographischen 
iguren  die  wählen,  bei  welcher  wegen  ihrer  Einfachheit 
1er  wegen  andrer  Umstände  das  Theorem,  wenn  auch 
cht  evident,  so  doch  wenigstens  leichter  zu  beweisen 
t  Auf  diesem  Wege  hat  man  oft,  durch  die  Anweu- 
mg  der  Perspective,  die  Untersuchung  über  die  Eigen- 
ihaften  der  Kegelschnitte  auf  die  des  Kreises  zurück- 
fuhrt. 

£.  14.  Unter  dem  Gesichtspunkt  der  zweiten  Auf- 
ibe  kann  des  Princip  der  homograpkischen  Deformation 
B  war  Klasse  der  iuverseu  Metlioden  gehörig,  betrach- 
it  werden.  Die  ihr  eigenthümlichc  Operation  ist  die 
itgegengesetzte  von  der,  welche  wir  täglich  dazu  an- 
wenden, um  aus  einem  allgemeinen  Theorem  die  daran 
di  anknüpfenden  besondern  Fälle  abzuleiten.  Als  eine 
riebe  Methode  betrachtet,  verdient  dieses  Theorem  viol- 
•eht  einige  Beachtung.  Denn  so  leicht  es  auch  immer  in 
er  Geometrie  sein  mag,  von  einer  Wahrheit  zu  ihren 
lorollarien  überzugehen;  so  hat  man  doch  noch  nicht 
■gekehrt  Regeln,  um  von  einer  dieser  besondern  Wahr- 
sten zu  der  allgemeinen  Wahrheit  zu  gelangen.  Die 
kdoction,  die  Analogie  oder  einige  besondre  Betrachtun- 
en  können  zwar  in  gewissen  Fällen  auf  die  Spur  dieser 
rimitiven  Wahrheit  fuhren  und  sie  ahnen  lassen,  aber 
ernach  wird  ihr  Beweis  eine  ganz  neue  Aufgabe,  wofür 
un  keiue  specielle  Methode  hat.  Das  Princip  der  Ho- 
)ograpkie  und  die  verschiedenen  daraus  folgenden  Arten 
er  Deformation  liefern  eine  Methode  dieser  Art,  eine 
wahrhafte  Methode  der  Verallgemeinerung,  die  einzige, 
ie  ich  glaube,  welche  man  in  die  rationelle  Geometrie 
Bxuführen  versucht  hat.  *)    Man  wird  gewiss  den  Ein- 


3)  Ich  wage  es,  in  Folge  dieser  Betrachtung,  einen  Verglei- 
■ogspunkt  zwischen  .dieser  Methode  und  der  Integralrechnung  anzu- 
beten. Der  Zweck  ist  bei  beiden  derselbe:  es  handelt  sich  darum, 
a  der  Derivmtion  eines  Objects  zu  diesem  Object  überzugehen. 

Wenn  irgend  eine  Grösse  gegeben  ist,  so  weiss  man  immer  and 
vir  augenblicklich  ihr  Differential  anzugeben  ;  für  die  entgegenge- 
otfie  Krage  aber,  für  irgend  eine  Quantität  oder  eine  Differential  - 
behäng  das  Integral  zu  finden,  dafür  hat  man  nicht  allgemeine 
etboden.  Eben  so  kann  man,  wenn  ein  allgemeiner  Satz  gegeben 
:,  sogleich  die  besonder»  Fälle  angehen;  für  die  entgegengesetzte 
age  dagegen,  wobei  man,  wenn  ein  besondrer  Fall  eine*  noch 
bekannten  allgemeinen  Satzes  gegeben  ist,  diesen  allgemeinen  Satz 
bestimmen  verlangt  y  hat  man  eben  so  wenig  eine  allgemeine  Mê- 
le. 
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Dues  solcher  Methoden  auf  das  schnellere  Fortschreiten 
der  Wissenschaft  anerkennen.  Denn  es  giebt  keine,  ein 
wenig  wichtige  Entdeckung,  von  der  man  nicht  schon  vor 
längerer  Zeit  einige  Keime  und  einige  besondre  Fälle  ge- 
kannt hätte,  welche  mit  Hülfe  dieser  Verallgemeinerung*» 
roethoden  zu  dieser  Entdeckung  hätten  führen  können. 
Es  ist  also  von  Wichtigkeit,  diese  Methoden  aufzusuchen 
und  auszubilden. 

§.  15.  Wir  werden  verschiedene  Anwendungen  von 
der  homographischen  Deformation  machen;  die  eine  davon 
wird  sich  auf  das  Coordinatensystem  beziehen,  welches 
die  Geometrie  des  Descartes  ausmacht,  und  wird  zu  einem 
neuen  System  einer  allgemeinern  analytischen  Geometrie 
fuhren,  welche  geeignet  sein  dürfte,  direct  analytisch  die 
Sätze  zu  beweisen,  für  welche  sich  dieses  Pnncip  ge- 
eignet hätte,  um  sie  als  leine  Verallgemeinerung  von  denen 
zu  beweisen,  auf  welche  sich  die  Lehre  des  Descartes 
anwendet. 

Methoden i  §,   16.     Das  allgemeine  Princip  der  ho- 

Ï  *'CÄL.f  aV  Biographischen  Deformation  umfasst  mehre  be- 
derHomoara-  sondre  Methoden,  welche  bei  speciellen  und 
phie  abgelei-  eingeschränkteren    Untersuchungen    brauchbar 

tet  sind.     sind.    Wir  unterscheiden  unter  ihnen  drei: 

Die  erste  ist  die  Theorie  der  homologischen  Figuren 
von  Poncelet,  welche  z.  B.  dazu  dienen  wird,  aus  den 
Eigenschaften  der  Kugel  eine  Menge  von  Eigenschaften 
der  Umdrehungsoberflächen  zweiten  Grades,  welche  einen 
Brennpunkt  haben,  abzuleiten.  Wir  werden  aber  damit 
noch  das  Princip  der  metrischen  Relationen  verbinden,  ohne 
welches  diese  elegante  Theorie  eine  Menge  von  Untern* 
chungen  nicht  erreichen  könnte  und  unvollständig  wäre.1) 


Die*c  Zusammenstellung  wird  vielleicht  weniger  frenid  enehei- 
nen,  wenn  wir  sagen,  dass  der  eigentliche  Charakter  de«  Priadp* 
der  Homographie,  wodurch  es  sich  von  den  andern  Trantforaatitn*- 
arten  der  Pignren  mehr  entfernt  hält,  wie  bei  der  Integral  rechst  n* 
das  Uebergehen  vom  Unendlichen  «uro.  Endlichen  ist.  Es  sind  dit 
Eigenschaften  einer  Figur,  die  Partieen  in  der  Unendlichkeit  half 
welche  man  am  häufigsten  bei  der  Anwendung  des  Prindpa  der 
Homographie  auf  eine  Figur  derselben  Art  Abertragen  will,  bei  der 
aber  dieselben  Partieen  in  endlicher  Entfernung  liegen. 

4)  Dieses  Princip  der  Relationen  der  Grösse  ist  x.  B.  Ar  du 
Erkennen  dor  inuri*cliéii  Eigenschaften  eines  ^yntenis  irgend  mweter 
Kegelschnitte  unumgänglich  notwendig  ,  wofür  Poncelet  beecanditaii 


Die  zweite  ist  eine  Methode,  welche  eich  zur  Erw- 
eiterung der  Winkel -Relationen  eignet,  die  besonders 
ir  Anwendung  der  Eigenschaften  der  Kugel  auf  die  Dre- 
uigsoberflächen  des  zweiten  Grades,  welche  keinen  Brenn* 
uikt  haben,  geeignet  ist.  Noch  keine  Transformations- 
t  passte  fur  diese  Gattung  der  Untersuchung. 

Und  die  dritte  ist  fur  eine  sehr  zahlreiche  Klasse  von 
igenschaften  bestimmt,  welche  der  Geometrie  des  Maas- 
m  angehören,  d.  h.  der  Länge,  der  Oberfläche  und  dem 
olumen  der  Figuren:  es  wird  die  Ucbersetzung  in  die 
ine  Geometrie  von  der  analytischen  Methode  sein,  wel- 
le  wir  schou  zur  Uebertragung  der  Eigenschaften  der 
ugel  auf  die  Oberflächen  des  zweiten  Grades  angewandt 
iben.  Diese  Methode  wird  uns  besonders  dazu  dienen, 
e  schon  bekannten  schönen  Eigenschaften  und  noch  viele 
idre  der  conjugirten  Durchmesser  der  Oberflächen  zwei* 
n  Grades  durch  reine  Anschauung  zu  beweisen,  welche 
an  bisher  nur  mit  Hülfe  der  Analysis  bewiesen  hat. 

$.  17.  Ueberhaupt  werden  uns  unsre  Anwendungen 
m  Principe  der  Homographie  auf  die  Oberflächon  des 
weiten  Grades  auf  ganz  natürlichem  Wege  zu  vielen 
igenschaften  dieser  Oberflächen  führen ,  welche  das  bis 
sute  angewandte  analytische  Verfahren  nicht  hat  angeben 
Minen;  und  diese  Anwendungen  werden  vielleicht  die 
[ögtichkeit  nachweisen ,  auf  rein  geometrische  Betrachtun- 
?n  und  ohne  Hülfe  des  Calculs  eine  sehr  ausgedehnte 
heorie  der  Oberflächen  zweiten  Grades  zu  gründen,  wie 
ir  es  schon  weiter  oben  angedeutet  haben.  Die  Analy- 
i  hat  unter  so  vielen  andern  Umständen  so  herrliche  und 
\  ungeheure  Vorzüge  vor  der  Geometrie,  dass  man  uns 
»  Zusatz  erlauben  wird,  dass  sie  in  dieser  Theorie 
ir  Oberflächen  z. veiten  Grades  der  geometrischeu  Me- 
ode  nachsteht.  Letztere  ist  hierbei  viel  schneller  und 
achtbarer,  als  der  Weg  des  Calculs;  sic  ist  auch  kla- 
r,  weil  sie,  nur  vermöge  der  Natur  der  Sache  selbst 
id  ohne  Hülfs- Betrachtungen,  besser  den  Zusammen- 
log soigt,  bis  zu  ihrem  Ursprung  durchdringt  uud  aus 
pend  einer  anfanglichen  Relation  zwischen  den  Figuren 
if  unendlich  viele  Deductionen  schliessen  kann,  welche 


(pnsehaiteu  gegeben  hat.  Eben  «o  verhält  e»  eich  mit  der  TheorUr* 
r  Banreilels,  deren  metmehe  Eigenschaften  nicht  wenig«*  witfcttg 
ié  *  als  ihre  raia  beschreibenden  KifenMkaftai. 


eben  so  viele  verschiedene  Sätze  bilden,  deren  Beziehun- 
gen nicht  immer  in  den  analytischen  Formeln  und  Trans- 
formationen sichtbar  werden«  und  welche  verschiedene, 
oft  lange  und  schwierige  Beweise  erfordern.  *) 

§.  18.  Unabhängig  von  der  Anwendung  dieses  Pria- 
cips  der  Homographie,  als  ein  Beweis-  und  Verallgemei- 
ncrungs- Mittel  der  Eigenschaften  der  Ausdehnung,  hat 
dieses  Princip  an  und  fur  sich  noch  einen  dritten  Nutzen, 
welcher  in  dem  Begriffe  selbst  der  Homographie  der  Fi- 
guren besteht.  In  der  That  liefern  die  Betrachtung  zweier 
homographischen  Figuren  und  die  Kenntniss  der  Beziehun- 
gen, welche  die  eine  mit  der  andern  verbinden,  neue  geo- 
metrische Wahrheiten,  an  welche  sich  als  Corollarien  eine 
Menge  bekannter  Theoreme  anknüpfen  lassen  und  welche 
zu  vielen  andern  neuen  Resultaten  fuhren  können,  die 
man  ohne  Hülfe  dieser  Lehre  von  den  homographischen 
Figuren  nur  mit  Mühe  erhalten  würde. 

Wir  führen  z.  B.  an,  dass  die  verschiedenen  Arten  der 
Kegelschnitte  zu  beschreiben,  welche  von  Newton,  Maclau- 
rin,  De  Witt  u.  A.  angegeben  sind,  und  eine  grosse  Anzahl 
von  Eigenschaften  dieser  Curven ,  welche  keine  Beziehung 
unter  einander  zu  haben  scheinen,  unmittelbare  Folgerun- 
gen aus  der  Theorie  der  homographischen  Figuren  sind. 
(S.  die  Noten  XV  und  XVI.) 

Die  Eigenschaften,  welche  das  System  zweier  voll- 
kommen gleichen  Körper  oder  zweier  ähnlichen  Körper, 
die  irgendwie  im  Räume  liegen,  darbietet,  sind  auch 
Folgerungen  aus  derselben  Theorie.  Und  diese  Eigen- 
schaften, welche  man  noch  nicht  aufgesucht  hat,  sind 
zahlreich  und  führen  zu  verschiedenen  vortrefflichen  Theo- 
remen über  die  unendlich  kleine  Bewegung  und  selbst 
über  irgend  eine  endliche  Ortsveränderung  eines  festen 
Körpers.  6) 


5)  Wir  glauben  schon  in  unserm  Memoire  über  die  Eigenschaf- 
ten der  Kegel  des  zweiten  Grades  ein  Beispiel  von  den  Vortheilen 
gegeben  zu  haben,  welche  in  der  Theorie  der  Oberflächen  des  zwei- 
ten Grades  die  geometrische  Methode  oft  vor  der  Analysis  haben 
kann.  Demi  ausser  dass  die  analytische  Methode  nicht  auf  die  Spmr 
der  verschiedenen  Theoreme  geführt  hat,  zu  welchen  wir  durch  geo- 
metrische Betrachtungen  gelangt  sind,  so  würde  sie  dieselben  auch 
auf  weitläufigere  Art  beweisen,  als  wir  es  gethan  haben.  Hiervon 
*ind  wir  überzeugt  worden,  indem  wir  unsere  ersten  Beweise  in  die 
Analysis  übertrugen. 

6)  WHr  wollen  z.   B.   das  Theorem  anführen,   welches  in  die 
Principien  der  praktischen  Mechanik  eingehen  kann:    Man  kann  lav 


Io  diesem  Memoire  werden  wir  die  homographischen 
Figuren  mir  als  ein  Mittel  der  Deformation  betrachten, 
welches  zum  Beweis  und  sur  Verallgemeinerung  von  Theo- 
remen dienlieh  ist;  indem  wir  uns  vornehmen,  in  einer  an- 
dern besondern  Schrift  die  erwähnten  allgemeinen  Eigen- 
schaften auseinander  zu  setzeu. 


Schln«». 


£•  19.  Nach  den  hier  aufgestellten  Betrachtungen 
über  die  Natur  und  die  Bestimmung  der  beiden  Principien 
der  Dualität  und  der  Homographie ,  wird  man  vielleicht 
glauben ,  dass,  wenn  es  in  der  Wissenschaft  der  Ausdeh- 
nung einige  grosse  und  fruchtbare  Grundgesetze  giebt,  so 
wie  in  der  Analysis  die  Infinitesimalrechnung,  welche  alle 
Methoden  der  Quadratur  und  der  Maxima  in  sich  auf- 
nimmt und  vervollkommnet ,  so  wie  in  der  Mechanik  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  aus  dem  La- 
grange alle  andern  abgeleitet  hat ,  so  wie  fur  die  Erschei- 
nungen am  Himmel  das  grosse  Gesetz  des  Newton7),  so 
wird  man  vielleicht  glauben,  sag' ich,  dass  die  beiden  ein- 
fachen Theoreme  der  Geometrie,  aus  denen  sich  die  bei- 
den Principien  der  Dualität  und  der  Homographie  ableiten, 
diejenigen  sind,  welche  sich,  bei  dem  gegenwärtigen  Zu- 
stand der  Geometrie,  am  meisten  solchen  grosseu  allge- 
meinen Gesetzen  nähern,  die  uns  bis  jetzt  noch  unbe- 
kannt sind. 


wur  einen  festen  Körper  aus  einer  ersten  Lage  in  eine  bestimmte 
zweite  bringen,  durch  die  continuirliche  Bewegung  einer  Schraube, 
mm  weiche  man  diesen  Körper  befestigt  hat.  (.8.  das  Bulletin  uni- 
versel des  sciences,  Novb.  1830;  oder  die  Correspondance  mathéma- 
tique de  Bruxelles,  t.  Vil,  p.  362.) 

7)  Dieses  ist  ohne  Zweifel  die  Meinung  derjenigen,  welche  sich 
daran  gewöhnt  haben,  die  Eigenschaften  der  Aasdehnung,  ihre  Natur, 
ihr«  Verkettung  anter  einander  und  besonders  diese  wunderbare  Con- 
Hnmttät  au  betrachten,  die  ihnen  einen  so  hohen  ftrad  und  einen 
Charakter  von  unbegrenzter  Ausgedehntheit  giebt,  welchen  die 
andern  positiven  Wissenschaften,  wie  je.  n.  die  der  Zahlen,  nicht 
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Diese  beiden  Theoreme  umfassen  in  der  Thal,  in  ihren 
directe»  Folgen,  nicht  nur  eine  Menge  von  besondern 
Wahrheiten ,  sondern  auch  fruchtbare  und  wichtige  Theo- 
rien und  Methoden« 

Ohne  in  ein  Detail  über  die  Anwendungen  dieser  bei- 
den Theoreme  und  über  die  neuen  Wege,  welche  sie  der 
geometrischen  Spéculation  eröffnen,  einzugehen,  mag  es 
hinreichend  sein  zu  sagen,  dass  das  erste  alle  Eigenschaf- 
ten der  Ausdehnung  in  zwei  grosse  Klassen  theilt;  der- 
gestalt, dass  es  keine  Eigenschaft  giebt,  so  allgemein  sie 
auch  sein  mag,  welche  dasselbe  nicht  in  eine  andre,  eben 
so  allgemeine  derselben  Art  umwandeln  lehrte. 

Das  zweite  Theorem  verallgemeinert  alle  besondere 
und  isolirt  stehenden  Wahrheiten,  zeigt  ihre  gemeinsamen 
Beziehungen  und  verbindet  sie  unter  einander,  indem  es 
sie  an  eine  einzige  allgemeine  Wahrheit  anknüpft.  Die- 
ses Theorem  umf'asst,  chen  so  wie  das  erste,  Methoden 
in  ihren  unzähligen  Corollaricn. 

§.  20.  Die  Principien  der  Dualität  und  der  llomo- 
graphie  und  die  verschiedenen  daraus  abgeleiteten  Me- 
thoden; die  andern  Transformationsarten ,  welche  wir  in 
der  Géométrie  descriptive  von  Monge  und  in  der  Geome- 
trie perspective  von  Cousincry  erkannt  hüben,  und  die, 
welche  die  Theorie  der  stereographischen  Projectiouen 
darbietet,  bilden  mit  der  Theorie  der  Transversalen  ge- 
genwärtig die  mächtigsten  Lehren  der  neuen  Geometrie 
und  geben  ihr  den  Charakter  der  Leichtigkeit  und  Allge- 
mein hoit,  wodurch  sie  sich  von  der  alten  Geometrie  unter- 
scheidet. 

Diese  Transformationsarten  sind  in  der  That  eben  so 
viele  sichere  Mittel  oder  so  zu  sagen  Formen  (montes'), 


an  eich  haben.  Diese  Meinung  Ober  die  Geometrie  ist  die  eines  Ge- 
lehrten, welchem  seine  Arbeiten  in  den  verschiedenen  Thetlea  der 
Mathematik  und  seine  hohe  Stellung,  die  er,  obgleich  noch  junjc  in 
den  ernten  Academien  von  Europa  einnimmt,  eine  bedeutende  Auto- 
rität verschaffen.  „Es  ist  unangenehm,  schreibt  Quetelet  an  mich, 
dass  der  gros» te  Theil  nnsrer  jetzigen  Mathematiker  mit  solcher  Ge- 
ringschätzung von  der  reinen  Geometrie  nrtheilt....  Es  bat  mir  ge- 
schienen, dass  das,  was  sie  am  meisten  davon  znrfickhgu,  der 
Mangel  an  Allgemeinheit  der  Methoden  ist,  welchen  sie  darin  sn  se- 
hen glauben.  Aber  ist  dies  die^  Schuld  der  Geometrie,  oder  derer, 
welche  dieselbe  cullivireti?  Ich  wäre  sehr  geneigt  su  glauben,  dx«s 
es  eiuige  grosse  Wahrheiten  giebt,  welche,  so  zu  sagen,  die  Quelle 
aller  andern  sind,  so  wie  es  etwa  das  l'rincip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten für  die  Mechanik  ist." 
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miete  dazu  dienen,  nach  Willkühr  geometrische  Wahr- 
heiten ohne  Zahl  zu  erschaffen. 

Hau  nehme  irgend  eine  Figur  im  Räume  und  eine 
Ärer  bekannten  Eigenschafton  ,  wende  auf  diese  Figur 
due  dieser  Transforinationsarten  an  und  verfolge  die  ver- 
schiedenen Modificationen  oder  Transformationen ,  welche 
Jas  Theorem,  wodurch  diese  Eigenschaft  ausgedruckt 
Wird,  erfahrt,  so  wird  man  eine  neue  Figur  und  eine  Ei-> 
genschaft  dieser  Figur  haben ,  welche  der  der  ersten  Figur 
entspricht. 

Diese  Mittel  der  neuen  Geometrie,  die  geometrischen 
Wahrheiten  bis  ins  Unendliche  zu  vervielfachen,  können 
Jen  allgemeinen  Formeln  und  Transformationen  der  Algebra 
verglichen  werden,  welche  mit  Sicherheit  und  Schueiiig- 
keit  die  Antwort  (auf  die  verschiedenen  Fragen  geben, 
welche  man  ihnen  unterlegt,  oder  auch  den  Reagentien 
des  Chemikers ,  welche  auf  bestimmte  und  unveränderliche 
Art  die  Umwandlung  der  Materien  hervorbringen,  auf  die 
sau  sie  wirken  lässt;  diese  Mittel  sind  also  wirkliche  In- 
strumente, welche  die  alte  Geometrie  nicht  besass  und 
welche  den  unterscheidenden  Charakter  der  modernen  Geo- 
metrie ausmachen. 

In  der  alten  Geometrie  standen  die  Wahrheiten  iso- 
Brt,  neue  waren  schwierig  zu  erdenken  oder  zu  erschaf- 
fen und  nicht  konnte  jeder  Geometer,  der  es  wollte, 
Erfinder  werden.  Gegenwärtig  kann  Jeder  irgend  eine 
Wahrheit  aufnehmen  und  sie  den  verschiedenen  allgemei- 
nen Principien  der  Transformation  unterwerfen,  er  wird 
daraus  verschiedene  oder  allgemeinere  Wahrheiten  ablei- 
ten, welche  wieder  ähnlichen  Operationen  unterworfen 
werden  können,  so  dass  man  beinahe  bis  ins  Unendliche 
die  Zahl  der  neuen  Wahrheiten ,  welche  aus  der  ersten 
abgeleitet  werden,  vervielfältigen  kann.  Alle  werden  frei- 
lich nicht  verdienen  angeführt  zu  werden;  aber  eine  ge- 
wisse Anzahl  von  ihnen  wird  von  Interesse  sein  und  selbst 
XQ  irgend  etwas  Allgemeinem  fuhren. 

Da  also  bei  dem  gegenwärtigen  Standpunkt  der  Wis- 
senschaft Jeder,  der  es  will,  in  !der  Geometrie  verallge- 
meinern und  erschaffen  kann,  so  ist  das  Genie  nicht  mehr 
unumgänglich  erforderlich,  um  einen  neuen  Stein  zu  dem 
Gebäude  hinzuzufügen. 

Auch  glauben  wir  die  Geometrie  betrachten  zu  kön- 
nen, als  befände  sie  sich  in  dem  Zustande  des  schnell- 
sten Fortschreitens  und  Vervollkonimnens:  und  wir  den- 
ken  gegenwärtig  mil  Recht  von  dieser  Wissenschaft  das 


sagen  an  können,  was  fai  einer  Zelt  den*  aieeMle— I 
Charakter   der   analytischen  Geometrie  ausmachte: 
Uoist  der  modernen  Geometrie  besteht   in    der  Krh« 
der  alten  oder  neuen  Wahrheiten  nur  giteatmdgtichen 
gemeinkeit  "  9) 


S)  rontmeUe,  Midiere  éê  VAtméémiê  eu  êcUmmmy  1701 
Um  qtrmiêë  à  tém^hU. 
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Note    I. 

(Erste  Epoche,  $.5.) 

lieber  die  Schnecienlinien  de*  Perseus.  Stelle 
ans  Hero  vonAlejrandrien,   die  »ich  auf  diese 

Curven  bezieht* 

Jnroelus  ist  der  einzige  Schriftsteller,  der  uns  den  Namen 
des  Gtometers  Persans  überliefert  hat,  in  seinem  Commentar 
son  ersten  Buch  des  Euclid.  Dieses  Werk  ist  aber  nicht 
das  einzige  aus  dem  Alterthnm ,  welches  die  Schneckenlinien 
(spiriques)  erwähnt,  wie  man  es  bisher  geglaubt  zu  haben 
seheini.  Ein  sehr  altes  Werk  Ton  Hero  Ton  Alexandrie« 
anter  dem  Titel:  Nomenclatura  vocabulorum  géométrie*; 
tum,  1571  nnd  1579  Ton  Conrad  Dasjpodius  l)  reproducirt, 
enthält  eine  sehr  genaue  Definition  Ton  spire  oder  der  ring- 
finnigen  Oberfläche  nnd  der  beiden  Terschiedenen  Formen, 
welche  diese  Oberfläche  annimmt,  deren  Schnitte  Curven 
sind,  welche  ihre  besondern  Eigenschaften  haben. 

Die  Stelle  ans  Hero  ist  folgende:  Speira  fit  qumndo 
cireuhu  mUquis  centrum  habens  in  cireuio  et  ereetms 
earistens,  ad  planum  ipsius  circuli  fuerit  circumduetus, 
et  revertatur  Herum  unde  coeperat  moveri\  illud  ipswm 


1)  EmrlidU  Elementorum  liber  primus*  Item  Heronis  Alexen*; 
drtort  roem&ula  quaedata  Geometrica,  antea  nunquam  édita  ;  graece 
et  latine,  per  Conradum  Daayi>odium.    Argentinae  1571,  In  8. 

Ormtio  C.  Danypodii  de  DitclpUnis  mathematicis.  Ejusdem 
MeronU  Alexandrini  Nomenclaturae  Vocabulorum  geometricorum 
trumlatio;  ejtmdem  fjtsicon  mathematicum ,  ex  dioersis  coUectum 
antiquis  scrlptis.    Argent  1579,  in  8* 
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figurae  genua  nominatur  xçixoç  orbis.  Discontinua  autem 
speira  est,  quae  dissolut  a  est ,  aut  dissohttionem  Aaietm 
Continua  vero ,  quae  uno  in  puncto  concidit.  Diminutif 
nem  haben  s  est,  quando  circulas  qui  circvmdmcttmr ,  ipse- 
met  seipsum  secat.  Fiunt  autem  et  h  arum  sectiones. 
lineae  quae  dam  proprietatcm  suant  habentcs. 

Die  Stelle   bei  Proclns   über  die  Schneckenlinien  v- 
wenig  ausführlicher  nnd  hat  noch  den  Vorzug:,   den  Er! 
dieser  Cnrven  zn  nennen.     Diese  Stelle  ist  in  seinem 
chischen  Text  reproducirt    und    übersetzt    von   Quctelet.     u 
einer    äusserst    interessanten   uud   bcnchtungswFirdigcn   *  • 
über  die   lignes  spiriques.     Es  findet  sich  diese  Notr     * 
druckt  als  Anhang  zn  einem  Memoire  yon  Pagani  über  '■■ 
Cnrven,  welches  von  der  Académie  zn  Brüssel  1824  ge 
wurde,  nnd  in  der  Correspondance  mathématique  von 
telet,  t.  II,  p.  237. 

Die  lignes  spiriqves  haben  beinahe  alle  Schrifts 
welche  von  ihnen  gesprochen  haben,  zn  einem  Irrthura 
leitet)  die  Einen  haben  diese  Cnrven  für  die  Spiraln 
nommen  und  die  Andern  haben  ihren  Erfinder  Perseus  in 
in  spate  Zeit  gesetzt. 

R.imns  setzt  diesen  Geometer,  in  seinen  Scholis  mathe- 
maticis,  nach  Hcro  nnd  Gcminns. 

Dechales  setzt  ihn  auch  nach  Geminns  nnd  spricht  die- 
sem letztern  die  lignes  spiriques  zu,  während  er  den  Per* 
sens  mm  Erfinder  der  Spiralen  macht.  *) 

Blancanns  macht  eine  eigentümliche  Verwirrung.  Er 
lässt  den  Geminus  vor  dem  Perseus  geboren  werden,  spricht 
diesem  letztern  die  lignes  spiriques  zn  nnd  sagt  nichts  desto 
weniger,  dass  Geminns  über  dieselben  Curvcn  geschrieben 
habe.  *) 

G.  J.  Yossius  stellt  Perseus  zwischen  Thaies  nnd  Pjtha- 
gorag  nnd  spricht  ihm  die  Spiralen  zu.  *) 

Bernardin  Baldi  macht  ihn  znm  Zeitgenossen  von  Arrhi- 
medes  nnd  Apollonins  (250  v.  Chr.)  und  definirt,  nach  Pro- 
dns, ganz  genau  die  Schneckenlinicn,  deren  Erfinder  er  ist»9) 


2)  Cursus  mathematicus ,  t.  I,  de  progressa  matheseo«,  p.  8« 

3)  De  natura  mathematicarum  scientiarum  traetatio,  atqm* 
atarorum  mathematicorum  chronologia.    Bouoniae  1015,  In  4. 

4)  De  universae  matheseos  natura  et  constitutione  Über;  emi 
subjungitur  chronolotßa  mathematicorum»    Amstelodami  1660,  lu  4. 

5)  Cronica  de9  Matematici  orero  Epitome  dêW  istoria  dette 
rite  loro.  In  Urbino,  1707,  in  4.  „Perseo^  non  si  sa  bene  di  quai 
pairia  si  fui  tue.    Fù  egli,  corne  s  ha  da  Proclo,  inventore  dette 


Heilbrunner  begeht  denselben  Fehler,  als  Voisine  und 
tcfcnles,  in  Bexng  auf  den  Namen  der  Ciirren  vonPerseus; 
1er  er  seheint  nns  diesem  Georaeter  die  ihm  gebührende 
poche  anzuweisen.  6)  Er  stellt  ihn  »wischen  Aristans  und 
enachmus.  Dasselbe  Alter  glauben  wir  ihm  geben  in 
usstn. 

Montucla  macht  ihn  viel  junger.  Er  setxt  ihn  in  die 
iden  ersten  Jahrhunderte  der  christlichen  Zeitrechnung,  Die- 
s  ist  ein  Fehler,  der  unläugbar  in  sein  scheint,  nach  einer 
teile  im  Proclns,  der  von  dem  Geminns  sagt,  dass  er  über 
e  Schneckenliuien  geschrieben  habe ,  und  nach  der  im  Hero, 
e  wir  angeführt  haben. 

Montucla  glaubte,  dass  man  Tor  ihm  die  ligne»  spiri- 
tes  mit  den  spirales  des  Archimedes  confundirt  habe  und 
un  er  der  erste  wäre,  welcher  gezeigt  habe,  was  diese  Cur- 
m  eigentlich  bedeuten.  7)  Aus  dem  Vorhergehenden  sieht 
an,  dass  Dechales,  Yossius  und  Heilbrunner  in  der  That 
esen  Fehler  begangen  haben,  dass  aber  Bernardin  Baldi 
id  Blanranns  nicht  daran  Theil  nahmen.  Zwei  andre 
ehriftsteller  haben  vollkommen  die  Natur  der  Schnecken- 
sien  erkannt.  Der  erste  ist  Dysapodius,  der  in  seinen  De* 
nétéomes  ei  divisiones  Geomctriae  *)  mehre  Male  von  die- 
»a  Carveu  spricht«  Der  zweite  ist  der  gelehrte  Saviüos, 
elrher  in  seinen  Praelectiones  tredeeim  in  prineipium 
lemenlörum  Euclidis  (Oxonii  1621,  in  4.)  die  von  den 
Iten  betrachteten  Linien  aufzählt  und  wörtlich  die  Stelle  des 
roelu  anfuhrt,  welche  die  Erzeugung  der  Schneckenlinien 
enztea  lehrt.  WLcct.  quarto ,  p.  73.) 

met  spirieke%  te  quali  nascono  dalle  varie  settioni  della  spira" 
».25.) 

<D  Bistoria  matkeseos  untversae*    Llpslae  1742,  In  4. 

7)  Histoire  des  mathématiques ,  t.  I,  p.  316« 

S)  Lexicon  matkematicum.  ex  dirersis  tollectum  antiquis  scri- 
Hs;  welckeo  einen  Thefl  von  dem  obmt  genannten  Werk  von  1779 


m)Speiricee  sectiones  ita  se  kabent,  «I  alter  a  sit  incurrata, 
wpiirat*  similis  caudae  equinae.  Altera  ttero  in  media  qnidem 
(I  latior\  es  utraque  vero  parte  deficit.  E*t  etiam  atia*  quae 
itonfa  cum  ttt,  in  medio,  M  et r  allô  Mtltur  minore,  seé  ex  utra- 
i*  parte  dUatatur. 


m 


Noten. 

(Erste  Epoche,  $.  8.) 
Ueber  Euclid's  Oerter  auf  der  Oberfl 

Moutnola  sagt  S.  172  im  ersten  Band  seiner  . 
des  mathématiques,    dass  die  Oerter  auf  der  Ob 

\rinoi  nçoç  innpavetav)  tob  Euclid,  Ober/lachen  sei 
S.  215  desselben  Bandes  sagt  er,  dass  sie  Gurten  d\ 
Krümmung  wären,  welche  anf  krummen  OberflÄc 
schrieben  sind,  so  wie  die  Schraubenlinie  anf  dem 
linder.  Es  ist  möglich ,  dass  die  Alten  durch  dieses  ' 
Allgemeinen  Oberflächen  und  die  anf  ihnen  gezogenei 
bezeichnet  haben.  Aber  welche  sind  denn  nnn  eigen 
Itoca  ad  superficiem  des  Enclid?  Znr  Beantwortm 
Frage  bleibt  nns  keine  andre  Andeutung,  als  die  vi 
mea  des  Pap  pus,  welche  sich  auf  dieses  Werk  beziel 
da  diese  Lemmen  nnr  Kegelschnitte  behandeln,  so 
wir  glauben,  dass  Enclid  nur  die  Oberflächen  behani 
welche  wir  heute  Oberflächen  des  zweiten  Grades 
Und  wir  sind  geneigt  zu  glauben,  dass  sie  Umdn 
Oberflächen  waren.  Denn  eines  Theils  ist  es  gewi« 
die  Umdrehungs- Oberflächen  des  zweiten  Grades  sc 
Archimedes  nu  1er  sucht  sind,  weil  er  nach  Anfuhr  un  $ 
Eigenschaften  ihrer  ebenen  Schnitte,  am  Ende  des  li 
zes  seines  Werks  über  Sphäroide  und  Conaide  sag 
Beweise  aller  dieser  Sätze  sind  bekannt";  und  ferne] 
ken  wir,  dass  das  letzte  Lemma  des  Pappus  eine  Hai 
Schaft  des  Brennpunkts  und  der  Directrix  eines  Kegc 
ist.  Dieses  Theorem  scheint  uns  aber  zum  Beweis« 
zn  haben,  dass  der  Ort  eines  Punkts,  dessen  Eatf< 
von  einem  festen  Punkt  und  von  einer  Ebene  ein  c< 
Verhältnis  s  haben  sollen,  ein  Sphäroid  oder  ein  Co 
oder  auch  zum  Beweise,  dass  der  Schnitt  dieses  Or 
eine  Ebene,  welche  durch  den  festen  Punkt  gelegt  w 
Kegelschnitt  ist,  der  seinen  Brennpunkt  in  diesem  Pi 
znr  Directrix  den  Durchschnitt  der  Ebene  dieser  C 
der  festen  Ebene  hat. 

So  scheint  es  uns  nun  wahrscheinlich,  dass  die 
superßciem  des  Euclid  Umdrehungs -Oberflächen  des 
Grades   und  auch   Schnitte  waren,   welche  auf  diese 
flächen,  wie  auf  dem  Kegel,  durch  eine  Ebene  gebildel 
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Note    m. 

(Erste  Epoche  y  §.  &) 
lieber  die  Porismen  des  EucliéL 

Man  verdankt  es  R.  Simson ,  dass  er  die  Ausdruckswetse, 
tkke  die  vou  den  Alten  Porismata  genannten  Sätze  charakteri- 
ri,  wieder  hergestellt  hat,  und  auch  mehre  von  denen  errathen 
U,  welche  Ton  Pappus  so  unvollständig  angedeutet  sind. 
i  Verlauf  seines  Werks  reproducirt  Simson  mit  ihren  oft 
reiofaehten  nnd  vervollständigten  Beweisen  die  38  Lemmen 
t  Çmllectiones  maihematicae9  welche  sich  auf  die  Paris- 
Wim  besiehn,  nnd  giebt  hernach  noch  den  Beweis  fur  fünf 
Axe  Ton  Fermât  in  Porismen  übersetzt,  und  fur  verschiedene 
dre  sehr  allgemeine  auf  den  Kreis  bezügliche  Sätze,  wel- 
e  Ton  Matth.  Stewart  erfunden  sind  nnd  wirkliche  Poris- 
m  bilden. 

Aber  Simson  seheint  uns  nicht  verschiedene  andre  Fra- 
m  behandelt  zu  haben,  welche  eine  vollständige  Divination 
»er  die  Lehre  von  den  Porismen  enthalten  roüsste.  So  er- 
be« wir  nicht  daraus,  welches  die  Meinung  von  Euclid  war, 
s  er  sein  Werk  in  so  ungewöhnlicher  Form  verfasste;  in 
elrber  Hinsicht  es  die  besondre  Auszeichnung  verdient,  die 
m  Pappns  su  Theil  werden  lässt;  durch  welche  Methoden 
1er  Operationen  es  sich  bei  den  Neuem  ersetzt  findet;  und 
idlieh,  wie  verschiedene  Stellen  des  Pappus  über  die  Po- 
tmen  nnd  die  Definition  des  Proclus  eine  genügende  Aus- 
gang erhalten  können.  Wir  wollen  mit  einem  Wort  sagen, 
w*  die  Lehre  von  den  Porismen,  ihr  Ursprnng  oder  die 
lilosophisehe  Absicht,  welche  sie  erschaffen  hat,  ihre  Be- 
immung,  ihr  Gebrauch,  ihre  Anwendungen  und  ihre  Trans- 
»nuation  in  die  modernen  Lehren,  eben  so  viele  Geheimnisse 
iad,  welche  in  dem  Werk  von  Simson  nicht  entschleiert  werden. 
bertu  fügen  wir  norh,  dass  nur  sechs  von  den  dm  s  si  g 
atzen  wiederhergestellt  sind,  welche  Pappus  angefahrt  hat. 

Bin  gewisses  Dnnkel  scheint  uns  noch  auf  dieser  grossen 
rrtge  sn  ruhen,  die  wir  von  dem  Alterthnm  als  Erbtheil  er- 
eilen haben,  wenn  nicht  seitdem  andre  Schriften,  die  uns 
tobdtannt  sind,  zur  Anfhellmig  desselben  erschienen  sind 
tfcr  wenn  nicht  nnsre  Einsicht  zu  geringe  ist,  um  das  Werk 
f*»  Simson  sn  begreifen. 

Diese  Reflexionen  hatten  uns  lange  Zeit  ganz  für  sich 
tuujeaommen   und  uns  oft  von  dem  Studium  abgewandt,  dein 

CtKk.  der  G+oa.  18 
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wir  uns  widmen  wollten;  denn  das  Interesse  war  mächtiger 
als  unser  Wille.  So  sind  wir  dahin  gekommen,  ans  über 
die  Lehre  von  den  Porismen  einige  Conjecturen  zu  bilden  und 
die  24  Aussprüche .  des  Pappus  wieder  herzustellen,  weicht 
Simson  unberührt  gelassen  hat.  Wir  wollen  eine  kurze  Ana- 
lyse nnsrer  Arbeit  geben,  wobei  wir  aber  auf  die  Nachsicht 
des  Lesers  rechnen;  denn  wir  gehen  an  eine  solche  Unter- 
suchung, welche  die  Wissbegierde  der  grössten  Geometer  rege 
gemacht  hat,  nnr  mit  Furcht  und  Misstranen,  welche  das 
Gefühl  unsrer  Schwäche  in  uns  nothwendig  erregt. 

Bei  dem  Maugel  an  hinreichenden  Documenten,  am  ssf 
analytischem  Wege  die  Lehre  von  den  Porismen  vollständig 
wieder  herzustellen,  mnss  man  sie  gewisser  Maassem  a  prieri 
durch  die  reine  Synthesis  wieder  zusammensetzen.  Es  ist 
ein  System,  welches  sich  nach  allen  den  Fragen  bilden  nad 
allen  den  Proben  unterworfen  werden  mnss,  zu  welchen  die 
uns  übrigen  Fragmente  Gelegenheit  geben  können« 

Die  Auffassung  der  Porismata  scheint  uns  ans  der  der 
Data  abgeleitet  werden  zu  müssen ,  wie  diese  auch ,  nach 
unsrer  Ansicht,  ihr  Ursprung  im  Sinne  des  Euelides  gewe- 
sen ist. 

Die  Porismata  waren  dasselbe  in  Bezug  auf  die  Oerter9 
was  die  Data  in  Bezug  auf  die  einfachem  Theoreme  der 
Elemente  waren;  so  dass  die  Porismen  mit  den  Datis  eine 
Ergänzung  der  Elemente  der  Geometrie  bildeten,  welche  sir 
Erleichterung  der  Anwendung  dieser  Elemente  auf  die  Auf- 
lösung von  Aufgaben  dienten.  9) 

Unter  diesem  Gesichtspunkt  war  die  specielle  Bestimmung 
der  Porismen  die,  zur  Kenntnis*  der  Oerter  zu  gelangen, 
indem  sie  die  Mittel  darboten,  ans  den  Bedingungen,  durch 
welche  ein  unbekannter  Ort  bestimmt  wird,  einen  einfachen! 


9)  Hier  wellen  wir  eine  Betrachtung  wagen ,'  welche  wir 
nicht  erlaubten,  als  wir  von  den  Datis  des  Enclides  sprachen. 

Obgleich  ea  schwer  ist,  in  den  von  Pappus  hinterlasscnen  Pe- 
r tarnen  den  Sinn  zu  erratheu,  so  erkennt  man  doch,  dans  bei  dieser 
Gattung  von  Sätzen  irgend  eine  Sache  zu  finden  ist.  Pappus  be- 
zeichnet diese  gesuchte  Sache  durch  das  Wort  âtâ6ptrov%  M  wie 
es  Kuclid  in  seinem  Buche  der  JtJôptra  gethan  hat,  und  wendet 
dasselbe  Wort  zu  gleicher  Zeit  auf  jede  Sache  an,  die  dnreh  die 
Hypothesis  der  Frage  gegeben  ist.  Die  Ausspruche  de«  Pappus  wür- 
den verständlicher  gewesen  sein,  wenn  er  nur  die  letztern  gegeben 
und  die  andern,  welche  zu  finden  sind,  bestimmt  genannt  bitte. 

Diese  Bemerkung  findet  auf  das  Werk  der  Data  von  Knciid  ihre 
Anwendung,  mir  wurde  aber,  als  ich  mich  mit  der  Deutung  der  Pe- 
rismen beschäftigte,  das  Unpassende  eiu  und  desselben  Worts  fur 
zwei  verschiedene  Dingo  fühlbar. 
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»druck  diesen  Ort»  m  erhalten ,  der  seihe  Natnr  und  seine 
ige  naher  kennen  lehrt. 

Wenn  man  z.  B.  nach  einem  Punkt  fragt,  für  welchen 
b  Quadrate  seiner  Entfernungen  von  iwei  festen  Puukteu, 
spective  noch  multiplicirt  durch  zwei  Constante,  eine  con- 
mte  Summe  haben,  so  wird  man  beweisen,  dass  es  einen 
•wissen  festen  Punkt  von  der  Beschaffenheit  giebt,  dass  die 
itfernung  jedes  gesuchten  Punkts  von  diesem  festen  Punkt 
nitant  ist,  und  durch  diese  Data  der  Aufgabe  allein  die 
ige  dieses  festen  Punkts  und  dieser  constanten  Entfernung 
stimmen. 

Dieses  wird  ein  Porisma  sein,  welches  zeigt,  dass  der 
rt  des  gesuchten  Pnnkts  die  Peripherie  eines  Kreises  ist. 

Dieses  Beispiel  zeigt,  welches  der  Gebrauch  der  Porig- 
en gewesen  ist.  Wir  sagen  also,  dass  eine  Sammlung  von 
»rismen  ein  Verzeichniss  von  verschiedenen  Eigenschaften 
1er  Ton  verschiedenen  Ausdrücken  der  Cnrven  wäre  (in  dem 
erkeEnclid's  nur  von- geraden  und  Kreis -Linien)  und  dass 
ps  Verzeichniss  die  Transformationen  dieser  Eigenschaften 
rstelle;  so  dass  die  Porismen,  im  Sinne  Enclid's,  gewisser 
nassen  die  Gleichungen  der  Curren  waren.  Sie  gewährten 
e  Leichtigkeit  und  den  Kunstgriff  der  Coonlinaten-Vcr- 
mdlnng  (wenn  man  unter  diesem  Wort  alle  mögliche  Arten 
rsieht,  auf  welche  man  eine  Curve  durch  zwei  oder  mehre 
trialilc  ausdrücken  kann). 

Die  Lehre  der  Porismen  war  somit  die  analytische  Geom- 
etrie der  Alten,  und  man  würde  vielleicht  in  ihr,  wenn  sie 
if  uns  gekommen  wäre,  den  Keim  zur  Lehre  des  Dcscartes 
iden.  Wir  glauben  wenigstens,  dass  die  Gleichung  der 
>radeu  Linie,  abgesehen  von  der  algebraischen  Form,  unter 
elrher  wir  sie  anwenden,  in  den  Porismen  des  Euelid  eut« 
ilton  gewesen  ist.  Deshalb  haben  wir  auch  diese  im  Text 
s  Beispiel  gewählt.  Wir  werden  zu  einer  andern  Zeit  diese 
[einnng  durch  mehre  Grunde  unterstützen.  Und  wenn  diese 
sten  Conjecturai  nicht  jede  Wahrscheinlichkeit  zu  entbehren 
keinen,  so  können  wir  hinzufügen,  das*  dem  Enclid  nur 
>r  Gebranch  der  Algebra  fehlte,  um  das  Coordinatcnsystem 
i  erschaffen,  welches  sich  von  Descartes  datirt. 

Folgende  ist  die  allgemeine  Aufgabe,  für  welche,  wie  es 
is  scheint,  Euelid  seine  Porismen  hat  bestimmen  können: 

f,Wenn  ein  Ort  durch  eine  allen  seinen  Punkten  gemein- 
fcaftlirhe  Construction,  oder  dnreh  ein  gewisses  Coordina- 
usjfttem  bestimmt  ist,  dann  eine  andre  Construction  oder 
n  andres  Coordiuatensystem  zu  finden,  welche  allen  Punkten 
esc*  Orts  geniigen  und  wodurch  man  die  Natur  und  die 
ige  desselben  erkennt." 

18* 
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Nach  dem  Ausspruch  dieser  allgemeinen  Aufgabe  wäre 
der  Zweck  der  Porismeu  gewesen,  die  Aendernngen  in  4er 
Construction  der  Oerter  oder  die  Aendernngen  in  den  Coonfi- 
naten,  welche  allen  Punkten  angehören,  zn  erleichtern  ui 
das  Werk  von  Enclid  wäre  eine  Sammlung  von  Formeln  ge- 
wesen,  welche  zur  Erreichung  dieses  Zwecks  dienten» 

Diese  Aendernngen  der  Construction  und  diese  Transfor- 
mationen der  Coordinaten  waren  in  der  That  die  einzige! 
Mittel ,  welche  die  Geometrie  der  Alten  anwenden  konnte,  m 
die  Curvcn,  die  sich  bei  ihren  Specnlationen  darboten,  u 
untersuchen  und  um  sich  derselben  hei  Auflösung  ran  Pro- 
blemen zu  bedienen. 

Proclus  sagt  also  mit  Recht,  dass  es  sich  in  den  Porit» 
men  um  die  Auffindung  einer  Sache  handelt,  welche  num 
nicht  um  ihrer  selbst  willen  sucht  und  betrachtet.  Denn 
in  der  That  sind  diese  gesuchten  neuen  Coiistrnrtionsartra, 
diese  neuen  Coordinaten  nur  Hiilfsgrössen,  welche  nur  zn 
Untersuchung  und  zur  Betrachtung  der  Curve  dienen,  mit  der 
man  operirr. 

Die  in  den  drei  Büchern  des  Enclid  enthaltenen  Poris- 
men waren  eine  Sammlung  tou  Formeln,  welche  zur  Con- 
struction von  Oertern  fur  die  Gerade,  den  Punkt  und  dei 
Kreis  dienen.  Es  waren  die  damals  bekannten  oder  ron  Eu- 
clid  erfundenen  Arten,  um  durch  zwei  Coordinaten,  die  unter 
einander  durch  eine  gewisse  Relation  verbunden  sind,  die  ver- 
schiedenen Beschreibungen  dieser  drei  Oerter  auszudrücken  oed 
von  einer  dieser  Beschreibungen  zu  einer  andern  übem- 
gehen. 

Sie  hatten  zum  Zweck,  anfeine  und  dieselbe  Beschreibung 
oder  auf  ein  und  dasselbe  Coordinatensystem  die  verschiede- 
nen Partien  einer  Figur  zurückzuführen,  welche  nach  den 
Annahmen  der  Aufgabe  durch  die  verschiedenen  Beschreibun- 
gen oder  Coordinaten  erzeugt  waren.  Eine  Operation,  welche 
gewisser  Man  s  sen  der  Reducirung  mehrer  Zahlen-  und  Buch- 
staben -  Brüche  auf  gemeinsamen  Nenner  analog  ist.  Eine 
Operation  endlich,  deren  Nutzen  von  den  heutigen  Geometern 
anerkannt  wird,  iudero  sie  dieselbe  täglich  in  allen  Theilen 
der  Mathematik  anwenden,  wenn  sie  sich  verschiedener  Arten 
von  Hülfscoordinaten  bedienen  und  die  einen  in  die  andern, 
nach  dem  Bedürfnis  der  Aufgabe,  transformiren. 

Wir  werden  den  Nutzen  der  Porismen  vielleicht  deut- 
licher zeigen,  wenn  wir  sie  mit  andern  neuen  Methoden  zu- 
sammenstellen. 

Die  Alten  hatten  nicht,  wie  wir  seit  Descartes ,  Ver- 
gleiehiingsgliedcr  zwischen  den  Oertern,  auf  welche  sie  bei 
ihren  geometrischen  Untersuchungen  geführt  wurden.     Für  ans 
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nâgt  es,  einen  Ort  dnrch  gewöhnliche  Coordinaten  ans- 
drücken  and  wir  kennen  dann  unmittelbar  seine  Natur;  die 
srnssion  seiuer  Gleichung  lehrt  uns  sodann,  die  singtiläreu 
»rhaffèuheiten  und  Umstände  dieses  Orts  und  den  Rang, 
riehen  er  als  Varietät  in  der  Familie,  zu  der  er  gehört, 
aninimt.  So  ist  die  Gleichung  des  Orts  in  der  Lehre  des 
escartes  gewisser  Maassen  das  einzige  Experiment,  dem 
ir  ihn  nur  unterwerfen  dürfen,  um  seine  Natur,  seine  Lage 
id  seine  Beziehungen  zu  den  andern  bekannten  Oertcrn  zu 
kennen.  Die  Alten  dagegen  besassen  kein  solch  allgemei- 
»  und  gleichförmiges  Verfahren  der  Untersuchung.  Da  sie 
cht  ein  einziges  Vergleichungsglied  halten,  so  mussten  sie 
vschiedene  Hülfsmittcl  auffinden,  um  zur  Erkennung  der 
tiiehnngen  zu  gelangen,  welche  zwischen  einem  Ort,  der 
eh  zum  ersten  Male  darbot,  und  don  andern  schon  be~ 
muten  Oertern  stattfinden.  Diese  Mittel  konnten  nur  Aen- 
rangen  der  Beschreibung  oder  der  Coordinaten  des  Orts 
in,  nm  zu  den  einfachsten  Beziehungen,  selbst  um  zur 
eutîtat  mit  den  Beschreibungsarten  bekannter  Oerter  zu  ge- 

Dieses  ist  der  Ursprung  der  Porismen.  Sie  hatten  zum 
neck,  fur  einen  geometrischen  oder  analytischen  Ausdruck 
les  Orts  einen  andern  geometrischen  oder  analytischen 
lsdruck  desselben  Orts  zu  substituiren. 

Diese  Betrachtungen  zeigen  das  Verhältniss  der  Lehre 
in  den  Porismeu  zu  unsern  neuern  Methoden,  sie  beweisen 
igleich,  wie  sehr  nützlich  diese  Porismen  sein  mussleu. 
rnn,  anf  diese  Weise  betrachtet,  bildeten  sie  wirklich  eine 
talytiêche  Geometrie ,  welche  sich  von  der  unsrigen  nur 
ireh  die  Symbole  und  die  Verfahrungsarten  der  Algebra 
ilerscheidet ,  für  deren  Einführung  dem  Descartes  der  Ruhm 
'bnhrt.  So  also  ersetzten  die  Porismen  bei  den  Alten  unsre 
»ntige  Analysis ,  welche  ohne  unser  Wissen  in  die  Stelle  jener 
{treten  ist.  Aber  es  ist  sehr  merkwürdig,  dass  die  Sache  nur 
«  Namen  geändert  hat.  Denn  die  Analysis  des  Descartes 
etei  selbst  nichts  Anderes  in  ihren  Anwendungen  dar,  ah 
■  rentinuirliches  Porisma,  aber  immer  von  derselben  Be- 
kaffenheit  und  von  bestimmter  Form,  welche  zu  dem  Ge- 
anch  sehr  geeignet  ist,  zu  dem  wir  dasselbe  anwenden, 
nn  diese  Analysis  hat,  wi<?  die  Lehre  von  den  Porismen 
•  Eaelid,  den  Zweck,  aus  den  Bedingungen  eines  Ortes 
len  neuen  Ausdruck  für  diesen  Ort  zu  erhalten,  der  uns 
ban  bekannt  ist  und  der  durch  seine  Beziehungen  zu  ge- 
ssen  Verglrit-hnngsglicdern  nns  die  Natur  und  die  Lago 
raes  Ortes  kennen  lehrt. 
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Man  verlange  z.  B.  einen  solchen  Punkt  sa  finden,  dase 
das  Quadrat  seiner  Entfernung  Ton  einem  festen  Funkt  ia 
einem  gegebenen  Verhältnisse  zu  seiner  Entfernung  Tom  eins 
festen  Geraden  stehen. 

Wenn  man  in  der  Ebene  der  Figur  swei  rechtwinklig* 
Axen  annimmt  und  x  und  jf  die  Distanzen  des  gesuchten 
Punkts  von  diesen  beiden  Axen  nennt,  so  findet  nzan  zww 
sehen  diesen  Variabein  eine  Relation  Ton  der  Form: 

n*  +  y*  +  ax  •+•  by  s=  c1, 

wo  a,  6,  e  constante  Coefficienten  sind,  welche  von  den 
Datis  der  Aufgabe  abhängen.  Diese  Gleichung  drückt  til- 
gendes Forisma  ans: 

„Man  kann  zwei  Linien  a,  b  und  ein  Quadrat  c*  fin- 
den, so  dass  die  Quadrate  der  Entfernungen  des  gesackten 
Punkts  von  swei  in  der  Ebene  der  Figur  gezogenen  Axen, 
dazu  addirt  die  Producte  aus  diesen  Entfernungen  und  re- 
spective den  beiden  Linien  a  und  6,  eine  Summe  geben,  wel- 
che dem  Quadrate  c*  gleich  ist." 

Dieses  Porisma  zeigt,  vermöge  der  Elemente  der  ana- 
lytischen Geometrie,  dass  der  gesuchte  Ort  ein  Kreis  ist 

Wenn  aber  diese  Elemente  nicht  vorhanden  wären,  oder 
man  wollte  sich  derselben  nicht  bedienen,  so  würde  mti 
durch  Veränderung  des  Anfangspunkts  der  Coordinaten  die 
obige  Gleichung  vereinfachen  und  zu  einer  Gleichung  von  der 
Form 

j9  +  yt  =  A« 

kommen,  welche  dieses  zweite  Porisma  ausdrücken  möchte: 

„In  der  Ebene  der  Figur  giebt  es  einen  gewissen  Pnukl, 
welchen  man  bestimmen  kann  und  der  sioh  immer  in  einer 
und  derselben  ebenfalls  bestimmbaren  Entfernung  von  den  ge- 
suchten Punkten  befindet" 

Dieses  zweite  Porisma  zeigt,  dass  der  Ort  des  gesuch- 
ten Punkts  ein  Kreis  von  bestimmter  Grösse  und  Lage  ist. 

Diose  Resultate,  zu  welchen  wir  durch  die  Coordinatei- 
methode  des  Descartes  gekommen  sind,  hatte  man  auch  ebne 
Rechnung  uud  auf  rein  geometrische  Weise  erhalten  können. 
Welches  aber  auch  der  Weg  sein  mag,  den  man  verfolgt,  so 
sieht  mau  doch,  dass  man  sie  als  Porismen  betrachten  kass. 
Und  dieses  erklärt  zugleich,  inwiefern  wir  meinen,  dass  die 
Methode  des  Descartes  die  Porismen  ersetzt  habe,  indem  mai» 
mit  Hülfe  des  Calculs,  für  die  verschiedenen  Arten  von  Pé- 
ri sineu,  deren  sich  die  Alten  bedienten,  eine  einsige  allge- 
meine Formel  substituirt,  welche  sich  mit  einer  wunderbaren 
Leichtigkeit  auf  alle  Arten  von  Aufgaben  anwendet. 
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Naehdem   wir   die    Ideen  ausgesprochen  haben,  welche 
rir  us   über  die  Lehre  von   den  Porismen  gemacht  haben, 
lassen  wir    sie  noch  der   Interpretation  des  Textes    unter- 
rerfen,  weichen  Pappns   uns   über  diese  Materie  hinterlassen 
ai.     Diese  Note  ist  aber  zu  lang  und  wir  können  hier  nicht 
i  solche  Entwidmungen  eingehen.    Wir  bogniïgcn  uns  Fol- 
ende*  zu  sagen:    Indem  wir  nnsre  Anffassungsart  der  Lehre 
in    den  Porismen  iura  Ausgangspunkt  und  zur  Grundlage 
anahmen,   sind  wir  zu  einer  hinlänglich  einfachen  Interpre- 
tion   der  24  Aussprüche  der  Porismen   gekommen,    welche 
imson  nicht  wieder  hergestellt   hat.     Wir   sind    bei    dieser 
rbeit  unterstüzt  durch  die  38  Lemmen  des  Pappns  über  die 
Drisaen   und    durch  seine  Sätze  über  die  loca  plana  des 
pollonius.     Denn    da  die   Porismen  des  Euclid  Localsätze 
»er  die  gerade  Linie  und  den  Kreis  sind,  so  haben  wir  ge- 
naht, dass  Apollonius  sich  deren  hat  bedienen  müssen,  um 
ine    lêca  plana  zn  erzeugen,    welche  zur  Bilduug  eines 
erks  über  die  Porismen  dienen  könnten. 
.  Die  Grenzen,  in  welche  wir  nun  einschränken  müssen, 
lanhen  uns  nicht,   hier  die  Porismen  anzuführen,  die  wir, 
s  dem  Texte    des  Pappus  entsprechend,    gefunden  haben. 
ber  wir  wollen  zwei  sehr  allgemeine  Sätze  angeben,  welche 
ihren  zahlreichen  Corollarien    die    15  Sätze  des  Pappus 
Bfassen,  die  dem  ersten  Buch  der  Porismen  von  Euclid  ent- 
stehen und  aus  denen  man  also  eben  so  riele  entsprechende 
heoreme  ableiten  kann. 

Aus  diesen  beiden  Sätzen  leiten  sich  auch  mehre  Coor- 
natensysteme ,  besonders  das  des  Descartes,  ab.  Es  folgt 
raus  der  eigentliche  Zusammenhang  zwischen  den  Porismen 
s  Euclid  und  den  heutigen  Coordinatensjstemen ,  welches 
i  Anfang  für  die  Rechtfertigung  der  Ideen  sein  wird ,  wel- 
e  wir  über  die  Lehre  ron  den  Porismen  geäussert  haben. 

Die  beiden  in  Rede  stehenden  Satze,  welche  wir  in  der 
ma  von  Pori8meu  aussprechen,  sind  folgende: 

Erstes  Porisma:  Man  nehme  in  einer  Ebene  zwei 
tnkte  P  «nul  P1,  zwei  Transversale,  welche  die  Gerade 
P1  in  zwei  Punkten  E  und  E1  treffen ,  und  auf  diesen 
iden  Transversalen  zwei  feste  Punkte  0  und  O1  ;  wenn 
ar»  nun  von  jedem  Punkte  einer  gegebenen  geraden  Li' 
*  zwei  Gerade  nach  den  Punkten  P  und  P1  zieht ,  wel- 
lt respective  die  beiden  Transversalen  EO  und  E1  O1  in 
m  Punkten  a  und  a1  treffen,  so  wird  man  zwei  sol- 
lt Quantitäten  X  und  p  finden  können  y  dass  man  immer 
me  Relation  hat  : 

Oa  O1*1 

"ü  +  x  •  ktf  Ä  * Cl)- 


Zweites  Porisma:  Es  seien  in  einer  Ebene  zwei  feste 
gerade  Linien  gezogen,  welche  sich  in  einem  festen 
Punit  S  schneiden,  und  man  nehme  auf  diesen  beiden 
Geraden  respective  zwei  feste  Punkte  0  und  O1  ;  wenn 
man  nun  um  einen  gegebenen  Punkt  eine  Transversmis 
drehen  lässt,  welche  die  beiden  festen  Geraden  in  zwei 
Punkten  a  und  a1  trifft ,  so  wird  man  zwei  Quantitä- 
ten X  und  fi  finden  können,  dans  man  immer  diese  Bein* 
tion  hat: 

Oa  0'a* 

"5Î  +  l  •  "51?  -  *• C2)- 

Die  roeiproken  dieser  beiden  Satze  sind  auch  wahr,  d.h. 

1)  Wenn  die  Gleichnng  (1)  zwischen  den  Segmenten  statt- 
findet, welche  die  beiden  veränderlichen  Punkte  a  nid  o1 
auf  den  lieiden  festen  Geraden  EO  nnd  ElOl  begrenze», 
so  schneiden  sich  die  beiden  Geraden  Pa  nnd  Plal  in  einen 
Punkt,  dessen  geometrischer  Ort  eine  gerade  Linie  ist ,  welche 
durch  die  Werthe  der  beiden  Constanten  X  und  fi  bestimmt 
wird. 

2)  Wenn  die  Gleichnng  (2)  zwischen  den  Segmenten 
stattfindet,  welche  zwei  veränderliche  Punkte-  a  nnd  a1  anf 
den  beiden  festen  Geraden  SO  nnd  SO1  begrenzen,  so  geht 
die  Gerade  aa1  immer  durch  einen  und  denselben  Punkt,  wel- 
cher durch  die  Werthe  der  beiden  Constanten  X  und  p.  be- 
stimmt wird. 

Ans  dem  ersten  Porisma  und  seinem  reeiproken  srhlicsst 
man  leicht  auf  folgendes  sehr  allgemeine  Porisma,  das  sich 
auf  alle  geometrische  Curven  bezieht: 

Allgemeines  Porisma:     Wenn  man  dieselben  Dinge  wie 

im  ersten  Porisma  voraussetzt  und  von  jedem  Punkt  einer 

gegebenen  geometrischen  Curie  gerade  Linien  nach  den 

beiden  Punkten  P  und  P1  zieht,  welche  die  beiden  festen 

Transversalen  respective  in  den  Punkten  a  und  a1  schnei' 

den:    so    giebt    es   Werthe  für  die  Coefficienten  a,  ß9 

y,  ö  u.  «•  w.,    welche   der   allgemeinen  Gleichnng  von 

Oa  O1*' 

mten   Grade   zwischen    den   Verhältnissen  —   und  =rj 

j&a  m  s 

genügen  : 

/Oa,™      /         O'a1     .      \      /Oa^»'« 

Hieraus  lassen  sich  nnendlich  viele  CoordinatensysM* 
folgern,  die  zur  Darstellung  aller  Punkte  einer  Cunre  jrtfft- 
net  sind;  das  von  Descartes  findet  mau,  wenn  man  den  Ps>^ 
P  in  die  Unendlichkeit  der  Transversale  0*E*  setzt  oid  fa 
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ikt  J*  in  Ae  Unendlichkeit  der  Transversale  OE,  nnd 
in  man  yon  den  Punkten  O  und  O1  annimmt,  dass  jeder 
dem  Durchschnitt  der  beiden  Transversalen  liege.' 

Das  zweite  Porisma  mit  seinem  reeiproken  geben  eben- 
ls  Gelegenheit  zu  einem  sehr  allgemeinen  Porisma,  das 
h  anf  alle  geometrische  Curvcn  bezieht. 

Allgemeines  Porisma:  Man  ziehe  in  der  Ebene  einer 
^metrischen  Curve  zwei  Transversale ,  die  sich  in  einem 
tnkteS  schneiden ,  und  man  nehme  auf  diesen  Geraden 
tpective  zwei  feste  Punkte  0  und  OK  Jede  Tangente 
r  Curve  wird  diese  beiden  Geraden  auch  in  zwei  Punk- 
»  a  und  a1  schneiden.  Wenn  nun  die  Curve  zum  all- 
meinen Charakter  hat,  dass  man  von  einem  Punkte 
\uerhalb  im  Allgemeinen  und  höchstens  m  Tangenten 
i  sie  ziehen  kann  ;  so  wird  es  Wcrthe  für  die  Cocffi- 
tnten  a,  ß9  y,  ...  geben ,  welche  der  allgemeinen  Gtei~ 
ung  vom  mten  Grade  zwischen  den  beiden  Verhältnis- 
On  0,a1 

Wir  kehren  zn  nnsern  beiden  ersten  allgemeinen  Sätzen 
irück. 

Jede  der  Gleich  nngen  (1)  nnd  (2)  lässt  sich  auf  ver- 
miedene Art  in  andre  transformiren,  welche  zwei,  drei  oder 
irr  Terme  haben  werden.  Mehre  dieser  Transformationen 
nd  zur  Erklärung  der  Porismen  im  ersten  Buche  Euclid's 
»thwendig.  Wir  müssen  noch  hinzufügen,  dass  jede  der 
leichnugen,  welche  man  hier  erhält,  mehre  verschiedene  Po- 
smen  ausdruckt,  weil  man  statt  die  constanten  Coefficient 
•n,  wie  wir  es  gethan  haben,  verschiedene  Partien  der  Figur 
ts  Unbekannte  des  Porisma  annehmen  kann,  wie  etwa  die 
unkte  O  nnd  O1  oder  die  Richtungen  der  Transversalen. 

Auf  diese  Weise  wird  man  aus  unsern  beiden  allgemein 
en  Sätzen  eine  Menge  Porismen  erhalten,  und  wir  glauben 
irht  in  fibertreiben,  wenn  wir  ihre  Zahl  auf  zwei  bis  drei 
Inndert  anschlagen.  Ein  solcher  Uebcrfluss  stimmt  auch 
ranz  mit  dem  ültcrciu,  was  Pappns  von  dem  Reichthnm  der 
'orismen  des  Euclid  sagt:  „Per  omnia  Porismata  non  nisi 
prima  prineipia,  et  semina  tantum  multarum  et  magna* 
mm  rerum  sparsisse  videtur.    (Euclidcs.)" 

Yon  den  eben  erwähnten  identischen  Gleichungen  haben 
»ir  als  Beispiele  die  beiden  (1)  und  (2)  ausgewählt,  weil  sie 
titjenigen  sind,  welche  die  vorzuglichsten  der  unendlich  vie- 
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lea  bei  dieser  Materie  Torkommenden  Satze  unfaast,  and  be- 
sonders weil  sie  diejenigen  sind,  welche  ihre  analoge  im 
Baume  haben  und  welche  zur  Ausdehnung  der  Lehre  der 
Euclidischen  Porismen  auf  die  körperliche  Geometrie  diesen. 

Die  beiden  allgemeinen  Theoreme,  welche  zn  diesem 
Zwecke  dienen,  wollen  wir  in  Form  Ton  Porismen  ausspre- 
chen. 

Erstes  Porisma:  Es  seien  im  Räume  ein  Dreieck 
ABC  und  irgend  drei  Transversalen  gegeben,  welche  die 
Ebene  des  Dreiecke  in  den  Punkten  E,  E1,  E"  treffe*, 
und  man  nehme  auf  diesen  drei  Geraden  drei  feste 
Punkte  0,  O1,  O11  an.  Wenn  man  nun  von  Jedem  Funkle 
einer  gegebenen  Ebene  drei  Ebenen  legt,  welche  respec- 
tive durch  die  drei  Seiten  AB,  BC,  CA  des  Dreiecks 
gehen  und  die  drei,  Transversalen  respective  in  den  drei 
Punkten  a,  a1,  a11  treffen  :  so  wird  man  drei  solche  con- 
stante Quantitäten  finden  können ,  dass  man  immer  fü- 
gende Gleichung  hat*. 

Oa       .      0«a4    .  0"a" 

Ka  ^         E»al  ^  r     Klla11 

Und  wenn  umgekehrt  die  Coefficient»  X,  /*,  r  gegeben  sind, 
so  wird  ihnen  immer  eine  Ebene  entsprechen,  welche  man 
bestimmen  kann. 

Zweites  Porisma:  Man  nehme  im  Raum  einen  drei- 
kantigen Winkel,  dessen  Scheitel  in  S  liegt ,  und  auf 
seinen  drei  Kanten  drei  feste  Punkte  0,  O1,  O11.  Wenn 
man  um  einen  gegebenen  Punkt  eine  Transvcrsalchene 
drehen  lässt,  welche  die  drei  Kanten  des  Winkels  in  den 
Punkten  a,  a1,  a11  schneidet:  so  wird  man  drei  solche 
constante  Quantitäten  X,  /u,  v  finden  können  3  dass  man 
immer  diese  Gleichung  hat: 

Oa   ,    ,      0»a*   .  Ona» 

8a  ^  Sa1  ^  r       Sa11 

Und  umgekehrt ,  wenn  in  dieser  Gleichnng  die  drei  Coeffi- 
cienten  X,  /i,  v  gegeben  sind,  so  wird  ihnen  immer  ein  ge- 
wisser Punkt  im  Räume  entsprechen. 

Diese  beiden  allgemeinen  Theoreme  lassen  eine  unend- 
liche Anzahl  von  Corollarien  zu,  worunter  sich  das  Prineip 
der  Transformation  der  Figuren  in  andre  derselben  Art ,  und 
das  der  Dualisation  der  Eigenschaften  der  Ausdehnung  fie- 
finden.  Wir  können  aber  hier  nicht  in  alle  diese  Einzeln- 
heiten  eingehen. 

Wir  müssen  noch  bemerken,  dass,  obgleich  wir  die 
Lehre  von  den  Porismen    nur  auf  Local"  Satze  angewandt 


haben,  dass  wir  sie  dennoch  aack  der  allgemeinen  Definition 
Tarn  Siaisoa  aaf  alle  andere  Arten  geometrischer  nnd  alge- 
braischer Sätet  ausdehnen,  in  denen  es  gewisse  Teränderliche 
Grinsen  giebt, 

Znm  Schluss  dieser  Note  geben  wir  noch  ein  Verzeich- 
nis tob  Autoren,  welche  über  die  Porismen  geschrieben  ha- 
ben oder  welche  auch  nnr  dies  Wort  gebraucht  haben,  ohne 
genau  die  Bedeutung  anzogeben ,  welche  sie  ihm  unterlegten, 

Wir  erinnern  snnächst,  dass  das  Wort  noQiopa  bei  den 
,  in  seiner  gewöhnlichen  und  allgemeinen  Auffassung, 
coroilarium  bedeutet.  In  diesem  Sinne  gebraucht  es  Enclid 
rieinUtig  in  seinen  Elementen«  In  seinem  Werk  aber  über 
die  Porismen  hat  es  eine  besondre  Bedeutung. 

Diophantus  hat  in  seinem  Werk  Problcmata  arithme- 
tica  mehre  Male  das  Wort  Porisma  gebraucht,  um  gewisse 
aaf  die  Theorie  der  Zahlen  bezügliche  Sülze  zu  bezeichnen, 
anf  welche  er  seine  Beweise  stützt  nnd  welche  wahrscheinlich 
ein  Werk  bilden,  das  nicht  auf  uns  gekommen  ist.  (S.  z.B. 
die  Sätze  3,  5  und  19  des  Y.  Buches.) 

Pappns  nnd  Proclus  haben  uns,  wie  wir  gesagt  haben, 
verschiedene  Erklärungen  tou  den  Porismen  des  Enclid  hin- 
terlassen. 

Diese  drei  sind  die  einzigen  altern  Schriftsteller,  bei  de- 
nen wir  das  Wort  Porisma  in  einem  andern  Sinn ,  als  in  der 
gemeinen  Bedeutung,  Corollar,  gebraucht  finden. 

Bei  den  Neuern  findet  man  es  zuerst  in  dem  Cosmola- 
binm  Ten  Besson  (Paris  1567,  in  4.),  wo  es  in  gleichem 
Sinn  mit  dem  Wort  Corollar  zur  Bezeichnng  Ton  Sätzen  ge- 
brancht wird,  welche  aus  einem  Hauptsatze  abgeleitet  sind, 
(p.  203,  207  und  210.) 

Um  dieselbe  Zeit  hat  Dasypodius  in  seinem  Buch:  Vo- 
lumen II  mathematicum  y  complétions  y r accepta  mathe- 
matica,  astronomica ,  logistica  (Argentorati  1570,  in  8.), 
eine  Definition  von  Porismen  im  Sinne  des  Proclus  gegeben. 
(p.  243  u.  ff.) 

Vieta  bediente  sich  des  Worts  Porisma,  als  er  von  dem 
CoroHarium  sprach,  welches  auf  den  löten  Satz  im  III.  Btich 
der  Elemente  des  Enclid  folgt.  (Variorum  de  rebus  mathe- 
matte is  responsorum  liber  VIII,  cap.  XIII.) 

Neper  nennt  in  seinem  unsterblichen  Werk:  MMfici 
Losjarithmorum  canonis  descriptio,  t  jusque  usus  in  utra- 
fs$e  trigonometria  etc.  (Edinb.  1614,  in  4.),  Porisma  eine 
Art  Ton  allgemeiner  Scbolie ,  in  welcher  er  die  fur  die  recht- 
winkligen oder  rechtseitigen  sphärischen  Dreiecke  gegebenen 
Regeln  zusammenfasse 
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Alexander  Anderson  nennt  Porisma  ein  Local -Problem, 
in  dem  es  sich  um  die  Auffindung*  dos  Orts  der  Scheitel  rot 
Triangeln  handelt,  in  welchen  bei  derselben  Basis  die  beiden 
andern  Seiten  ein  constantes  Verhältniss  unter  einander  haben« 
S.  Animadversionis  in  Franciscum  Vietam  a  CUmenU 
Cyriaco  nuper  editae,  brevis  Jtuxçiotç,  per  Alexandras 
Andcrsouiim.    (Paris  1617,  in  4.,  7  S.)  ,#) 

Barhetus  de  Mcziriac  hat  auch,  eben  so  wie  Diophai- 
tns,  das  Wort  Porisma  angewandt  nnd  mit  diesem  Naraei 
eine  Reihe  von  Sätzen  ans  der  Theorie  der  Zahlen  belegt, 
Welche  seiner  Einleitung  nnd  seinem  Comincntar  zu  den  sechs 
arithmetischen  Büchern  des  griechischen  Analysten  vorange- 
hen. Diese  Po  ris  m  en  bestehen  aus  drei  Büchern,  unter  den 
Titel:  Claudii  Casparis  Bach  cl  i  Sebusiani  in  Diopha*- 
tum>  Porismatum  libri  tres.    (P.iris  1621,   in  fol.) 

Savilins  gieht  in  seinen  Praclcctioncs  tredeeim  in  prin- 
cipivm  élément  or  um  Euch  dis  (Oxonii  1621,  in  4.)  eise 
Definition  der  Porismen  im  Sinne  des  Proclus«  (Lect.  prima, 
P.  1H.) 

Albert  Girard  kündigte,  in  seiner  Trigonometrie  (Haag 
1626,  in  16.)  und  in  seinem  Comincntar  zu  den  Werken 
Stcrin's  (Lcvricn  1634,  in  fol.,  p.  459)  an,  dass  er  die  Po- 
risroen  des  Euclid  wieder  hergestellt  habe.  Dieses  Werk  ist 
aber  nicht  erschienen.  War9  es  doch  denkbar,  dass  es  nicht 
gaiu  verloren  ging! 

Kircher    in    dem   Thcile    seiner  Ars  magna   Lucis  et 
Umbrae  (Romac    1646,    in   fol.),    welcher   von   den   Kegel- 
schnitten  handelt,   bedient   sich   gl  eich  massig  der  drei  Worte 
corollarium,   conseetarium  und  porisma,    um   dadurch   die 
Folgerungen  eines  Hauptsatzes  zu  bezeichnen.     Meisten  Theil» 
jedoch    wird   das  letzte   auf  einen  Satz  angewandt,   der   nicht 
die  Folge  eines  bewiesenen  Satzes  ist,  sondern  der  im  Gegea  — 
theil  eine  Verallgemeinerung  desselben  ist   oder    sich    auf  ih  *» 
bezieht,    indem   er   einen  Theil    derselben  Theorie   ausmarlm** 
Nachdem  i   B.  eine  Eigenschaft  der  Parabel ,  unter  dem  Tit  d 


10)  Anderson  hatte  mehre  andre  Werke  fiber  dio  geometrisc--  •• 
Analyse  der  Alten  geschrieben,  welche  nicht  veröffentlicht  nic^d* 
Morscnne  hält  in  seinem  Buch  de  la  Vérité  des  sciences  (1G25,  i11 
12.,  p.  752)  eine  grosse  Lobrede  auf  diesen  (ïcometer,  der,  wie  fr 
sagt,  in  seinem  Lehen  nicht  nach  Verdienst  behandelt  ist,  obwohl  fT 
«ich  einem  Archi modes  und  Apollonius  näherte.  Uc mach  fugt  er  hin  -^^°» 
dass  Anderson  tnclirc  Werke  vorbereitet  habe,  um  diejenigen  ^^er 
Alten,  welche  nicht  auf  uns  gekommen  sind,  zu  ersetzen;  und  C~^>r- 
dert  d'c  Personen,  welche  in  derou  Besitz  sind,  auf,  dieselben  n^B-**' 
der  Wissenschaft  zu  anziehen. 
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Proposition  bewiesen  ist,  findet  man  unter  der  Uebersrhrift 
Porismata  die  analegen  Eigenschaften  der  Ellipse  nnd  Hy- 
perbel (s.  p.  237  nnd  238,  242  nnd  243). 

Schooten  betitelt  in  seinen  Sectiones  triginta  miscella- 
neae  (Lib.  Y  der  Ejcercitationcs  mathematicae ,  Lejden 
1657,  in  4.)  die  24ste  Section  Porisma,  worin  er.  nm  ein 
Beispiel  Ton  der  Manier  zu  geben,  wie  man  in  der  Geometrie 
lie  Eigenschaften  der  Figuren  entdecken  könne,  sieh  Torsetzt, 
tür  eine  Fignr  die  ihr  zukommenden  Eigenschaften  nnfzufiu- 
len,  wenn  dieselbe  durch  verschiedene  Gerade,  die  auf  eine 
gewisse  Art  in  der  Ebene  eines  Kreises  gezogen  sind,  ge lul- 
let wird  (p.  484  in  den  Earcrcitationes  mathematicae). 

Die  vier  folgenden  Geometer  haben  förmlich  über  die 
Divination  der  Porismen  gehandelt: 

Marin  Ghetaldi,  De  resolutione  et  comp osit tone  mathe- 
matica,  lib.  V;  opus  posthnmum.    Romae  1640. 

Bnlliaud,  Exercitationes  geometricac  très:  1.  circa  de- 
monstrationes  per  inscriptas  et  circumscriptas  ßgii- 
ras;  2«  circa  conicarum  sectionum  quasdam  propo- 
titiones;  3«  de  Porismatibus.     Parisiis  1657,  in  4. 

Renaldini,  De  resolutione  et  compositione  mathematica9 
libri  duo.    Patarii  1668,  in  fol. 

Fermât,  Varia  opéra  mathematica.  Tolosae  1679, 
in  fol. 

Porismatum  Euclidaeorum  renovata  doctrina,  et  sub 
forma  isagoges  recentioribus  géométrie  is  cjrhibita. 
Diese  Schrift  von  vier  Seiten  wurde  mehre  Jahre  vor- 
her von  Fermât  mehren  Geometern  mitgctheilt  und  unter 
andern  auch  Bulliand,  welcher  dieselbe  in  seinem  ge- 
nannten Werke  erwähnt. 

Nachdem  darauf  ein  Jahrhundert  vorübergegangen  war, 
{àne  uns  irgend  eine  Schrift  über  die  Porismen  zn  liefern, 
'fcdea  wir: 

Lawson,  Treatise  concerning  Porisms,  1777,  in  4.  « — 
Dieser  Geometer  ist  der  Verfasser  eines  andern  Werks 
über  die  Geometrie  der  Alten ,  betitelt  :  Gcomctrical 
analysis  of  the  ancients,   1775,  in  8. 

Wallace,  Geometrical  Porisms,  1796,  in  4.  * 

Play  fair,  On  the  origin  and  investigation  of  Porisms 
(Transaction*  of  the  Royal  êoeiety  of  Edinburgh 
tom.  HI,  1794,  und  Oeuvres  de  Playfair  in  4  Bän- 
den,   1822,  in  4.,  tom.  HI,  p.  179). 

Lnaillicr,  Klémens  (fanal  y  se  géométrique  et  d'analyse 
algébrique,  1809,  in  4. 


J.  Lcslie,  Geometricàl  analyste,  Lib.  III,  in  &,  Edirt. 
1809  und  1821.  Dieses  Werk  ist  von  Auguste  Comte 
ins  Französische  übersetzt  und  dem  Second  supplément 
ù  la  géométrie  descriptive  Ton  Hachette,  1818 ,  in  4^ 
angehängt. 

In  den  letzten  Jahren  hat  Hoene  Wronski  eine  Interpre- 
tation gegeben  und  sich  dieses  Worts  bedient  in  seiner  In- 
troduction à  la  philosophie  des  mathématiques ,  Paris  1811. 
in  4.  (p.  217). 

Eisenmann ,  Professor  an  der  école  des  ponts  et  chaus- 
sées de  France,  welcher  sich  mit  einer  Uebersetiang  der 
Werke  des  Pap  pus,  neben  dem  griechischen  Text,  beseKf- 
tigt,  hat  seine  besondre  Aufmerksamkeit  auf  die  Lehre  tob 
den  Porismon  gewandt,  für  die  er  eine  neue  Erklärung  ver- 
spricht. (S.  Traité  de$  propriétés  projeetives,  Eiulett 
p.  37.)  Wir  wünschen  mit  Poncelet  lebhaft,  das«  die  Er- 
scheinung dieses  Werks,  welches  für  die  Geometrie  tob  so 
wesentlichem  Nutzen  werden  muss,  sich  nicht  gar  zu  lauge 
verzögere. 

Castillon,  der  berühmte,  in  der  alten  Geometrie  so  be- 
wanderte Geometer  des  letzten  Jahrhunderts,  glaubte,  etat 
das  Werk  der  Porismen  im  Orient  noch  im  XIII.  Jahrhun- 
dert existirte  und  dass  ein  Commcntar  des  berühmten  Astro- 
nomen und  Geometers  Nassir  Eddin  al  Thnsi  zn  einem  Werk 
des  Euclid;  von  dem  Herbelot  in  seiner  Orientalisehen  Bi- 
bliothek spricht,  sich  auf  dieses  Werk  selbst  bezieht,  wel- 
ches allein  würdig  sein  konnte,  von  diesem  berühmten  per- 
sischen Geometer  coramentirt  zu  werden.  „Glücklich!  ruft 
Castillon  aus,  glücklich  die  Geometer,  welche  diese  bewun- 
dornswerthen  Bücher  besitzen  und  ihren  Wcrth  erkennen!19 
(Mém.  de  VAcad.  de  Berlin,  1786  —  1787.) 

Kostbare  Entdeckungen  werden  noch  in  den  Bibliotheken 
des  Orients11)  gemacht  werden  können,  wenn  sie  einst  unter' 
den  Auspicien  einer  Regierung  ausgeforscht  werden,  welche 
den  Wissenschaften  befreundet  und  eifersüchtig  auf  den  Ruhm 
ist,  den  diese  über  die  Zeiten  der  Ptolemäer,  der  Mcdici  und 
des  Louis  XIV  verbreitet  haben. 


11)  Die  Perser  behaupten  einige  griechische  Werke  xn  besitzen, 
welche  wir  nicht  besitzen,  und  wir  sehen  in  der  That,  dass  die 
Araber  mehre  uns  unbekannte  citiren.  CMontucla,  Histoire  des 
math.,  tom.  I,  p.  373  u.  894.) 
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N  o  t  e    IV. 

(Erste  Epoche ,  §.  12.) 

Ueber  die  Art,  die  Brennpunkte  beim  schie- 
fen   Kegel    zu    construire*   und  ihre  Eigen- 
schaften  zu    beweisen. 

Apollonius  nennt  die  Brennpunkte  der  Kegelschnitte 
Anwendungspunkte  (Puncta  ex  applicatione  facta)  und 
définir!  sie  anf  folgende  Art:  Jeder  dieser  Punkte  theilt  die 
grosse  Axe  der  Ellipse  oder  die  erste  Axe  der  Hyperbel  in 
zwei  Segmente,  deren  Prodnct  dem  Quadrate  der  halben  con- 
jogirten  Axe  gleich  ist,  oder  in  der  Sprache  des  Apollonins, 
dem  rierten  Theil  der  Figur  gleich  ist.  Figur  nennt  er  das 
Rechteck,  welches  ans  der  grossen  Axe  nnd  dem  latus  re- 
ctum eonstrnirt  ist. 

Diese  Construction  knüpft  sich,  wie  man  sieht,  nur  sehr 
indirect  an  den  Kegel  an;  nnd  ich  weiss  nicht,  dass  man 
Ton  diesen  Punkten  eine  allgemeine  nnd  directe  Construction 
am  Kegel  selbst  gegeben  hätte,  in  der  Art,  wie  es  Jacob 
Bernonlli  für  den  latus  rectum  that;  mit  Ausnahme  fur  den 
speciellen  Fall  eines  geraden  Kegels,  wie  wir  im  Verlauf 
dieser  Note  sehen  werden. 

Für  den  Fall  des  schiefen  Kegels  ist  Folgendes  die  Con- 
struction, auf  welche  wir  gekommen  sind: 

Wenn  man  die  schneidende  Ebene ,  so  wie  bei  den 
Kegelschnitten  des  Apollonius ,  senkrecht  gegen  das  Aaren- 
dreieck annimmt y  lege  man  durch  einen  der  beiden  Schei- 
tel der  Curve  eine  Ebene  parallel  mit  der  Basis  des  Ke- 
gels und  eine  zweite  Ebene  antiparallel;  diese  beiden 
Ebenen  werden  den  Kegel  in  zwei  Kreisen  schneidern 
durch  die  Mittelpunkte  derselben  ziehe  man  einen  Kreis, 
welcher  den  in  der  Ebene  des  Aarendreiecks  liegenden 
Durchmesser  der  Curve  berührt;  dann  wird  dieser 
Berührungspunkt  einer  der  Brennpunkte  der 
Curve  sein. 

Wenn  der  Durchmesser  der  Curve  zwischen  den  Mittel* 
pnnkten  der  beiden  Curren  liegen,  so  lässt  sich  diese  Con- 
struction nicht  mehr  ausfuhren;  dann  ist  dieser  Durchmesser 
nicht  mi*hr  die  grosse  Axe  der  Curve,  welche  in  diesem  Fall 
immer  eine  Ellipse  ist,  sondern  die  grosse  Axe  steht  dann 
senkrecht  auf  dem  Axeudreicck.    Die  Construction  der  Brenn- 
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«tunkte  fur  diesen  Fall   ist  eine  andre,  sie  wird   aber  noch 
1   -her  als  für  den  allgemeinen  Fall.     Ueber  der  Geraden, 
"*  Mittelpunkte    der    beiden   Kreise    verbindet,    ab 
""•nommen ,  beschreibe  man  einen  Kreis ,  det- 
*"if  der  Ebene  des  Axcndreiccks  steht: 
•  ""••*r  Kreis  die  grosse  Axe  der 
'■■?    i:  "**n  Brennpunkte  sein» 

im»»      \     «»?•  ~«i   einem  einzigen 

allgemeinen  ^»-     iv     i  y.     ^««elsduiitts 

am  Kegel  selbst  b*.i  .  ■    *  «,;  ""•  iV 

rfiV?  mittlere  Proportion.  «•*  -» 

de*  Mittelpunkts  der  Curve  < 
beiden  kreisförmigen  Schnitte  ,  tvU 

der  beiden  Scheitel  der   Curve ,    cfr*    ff»        .       .**  *i 

Axcndreiccks  liegen ,  durchlegen  "kann. 

Wenn  der  Kegel  ein  gerader  ist,  so  wird  der  Ausdij/ 
für  die.  Exren  tri  citât  ausserordentlich  einfach:  Po*  dem  Cen- 
trum der  schneidenden  Ebene  des  Kegels  ziehe  man  nach 
der  Aare  des  Kegels  eine  schräge  Linie,  parallel  mit  der 
einen  der  beiden  Seitenlinien  des  Kegels,  die  tn  der 
Ebene  des  Axendreiecks  liegen;  diese  Schräge  wird  dir 
Excentricität  des  Schnittes  gleich  sein. 

Bemerkung.  —  Unsre  Construction  der  Brennpukft 
am  schiefen  Kegel  zeigt,  dass  die  Focalen  Ton  Qnetelct  vfli 
Tan  Rees  (diese  Curvcn  vom  dritten  Grade,  die  der  geow«» 
trisehe  Ort  der  Brennpunkte  Ton  Kegelschnitten  sind,  welcke 
von  Ebenen,  die  durch  eine  Tangente  am  Kegel  senkrerkt 
auf  eine  seiner  Hanptebenen  gelegt  sind,  gebildet  werdet)* 
dass  diese  Curvcn,  in  der  Ebene  betrachtet,  der  geometrisch 
Ort  der  Berührungspunkte  Ton  Tangenten  sind,  welche  darefc 
einen  festen  Pnnkt  an  mehre  Kreise  gezogen  werden,  &* 
durch  dieselben  zwei  Punkte  gehen,  oder  allgemeiner,  toi 
denen  je  zwei  dieselbe  axe  de  symptose  haben.  Ein  Sab, 
den  wir  schon  ohne  Beweis  ausgesprochen  haben.  (Cbn*- 
spondance  math*  von  Quetelet,   tom.  Vi,   p.  207.) 

Man  sieht  aber  auch  ferner,  dass  diese  Focalen  nirkt 
immer  der  vollständige  geometrische  Ort  für  die  Brennpunkt* 
der  Kegelschnitte  sind,  nnd  wenn  diese  Schnitte  dnrrh  Ebe- 
nen gebildet  werden ,  welche  senkrecht  auf  dem  Axendreieck 
stehen,  dass  es  ausser  der  Curve  des  dritten  Grades  ein« 
Kreis  in  einer  andern  Ebene  giebt,  welcher  diesen  geometri- 
schen Ort  vervollständigt. 

Diese  Bemerkung  ist  der  von  van  Rees,  in  seinem  in- 
teressanten Memoire  über  die  Focalen,  angewandten  Analyst 
entgangen»    (Correspondance  math*,  tom.  Y,   p.  361.) 


Dfe  angegebene  Construction  fttr  die  Brennpunkte  der 
Esjebtbniltej  am  schiffen  Kegel,  liefert  nicht  den  De  weil 
lr  die  Eigenschaften  dieser  Pnnkte,  und  ist  nicht  geeignet, 
kr  Vorhandensein  bei  den  Kegelschnitten  a  priori  anzude«- 

*  Es  ist  also  noch  übrig  su  untersuchen ,  wi«  «an  dnrrh 
»  Betrachtnng  der  Kegelschnitte  am  Kegtl  tnr  Entdeckung 
■er  Brennpunkte  gefuhrt  werden  könne.  Diese  Frage  hat 
ion  einige  Geoneter  beschäftigt« 

Hamilton,  Verfahr  eines  vorzüglichen  Werks  (De  sec+ 
snüus  conicis  tractatus  geometricus  ,  in  quo,  ex  nu- 
ira ipsiu*.  coni,  sectUmum  affectiones  faeillime  dedu* 
Mur,  methodo  nova*  Dublin  1758,  in  4.),  hat  aus  der 
kttar  des  Kegels  selbst  die  Eigenschaften  der  Directrifc  der 
Kegelschnitte  abzuleiten  versucht.  Er  bedient  sich  aber  des 
enden  Kegels  nnd  setzt  a  priori  den  Brennpunkt  jedes 
tejdschnitts  als  bekannt  voraus,    (p.  100  m  122.) 

In  letzterer  Zeit  sind  Quetelet  und  Dandelin,  durch  die 
letrachtnng  der  Kegelschnitte  am  Körper,  zu  ausgezeichneten! 
escn  Resultaten  gekommen,  von  denen  das  folgende ,  wie 
tk  glaube,  die  erste  Construction  liefert ,  welche  man  für  dio 
Ireinpunkte  der  Kegelschnitte  am  Kegel  gegeben  hat  s 

Wenn  ein  gerader  Kegel  durch  eine  Ebene  gcschnit* 
»  tit,  und  man  denkt  sich  die  beiden  in  den  Kegel 
ingeschriebenen  Kugeln,  welche  diese  Ebene  tangirr  n, 
l  werden  die  beiden  Berührungspunkte  die  Brennpunkte 
fc>  die  Curve  sein,  in  welcher  der  Kegel  von  der  Ebene 
tschnitten  wird\  und  die  beiden  Geraden,  in  denen  diese 
Herne  von  den  Ebenen  der  Berührungscurven  der  Ku» 
Ufa  mit  dem  Kegel  geschnitten  wird,  sind  die  diesen 
trenn  punkten  respective  entsprech  enden  Directrices. 

Daadelin  hat  dieses  Theorem  auf  Kegelschnitte  ntisge* 
Bist,  welche  auf  dem  Drchnngshyperboloid,  statt  auf  dem 
traten  Kegel,  betrachtet  werden.  (Mémoire  de  V Académie 
t  Bruxelles 3  tom*  III);  später  haben  wir  es  noch  mehr 
trallgemeinert ,  indem  wir  es  als  Corollar  an  eine  allge* 
eise  Eigenschaft  der  Oberflächen  des  zweiten  Grades  an- 
■ipften.    (Annales  des  mathématiques ,  tom«  XIX,  p.  167«) 

Ein  andres  Corollar  dieser  allgemeinen  Eigenschaft  ist 
Ast  eine  Eigenschaft  der  Brennpunkte,  am  schiefen  Kegel 
*arhtet,  nämlich: 

Wenn  ein  schiefer  Kegel  von  einer  "Ebene  geschniu 
V  ist  nnd  man  beschreibt  in  den  Kegel  eine  diese  Ebene 
ngirende  Ober/lache  des   zweiten  Grades  so   ein,    dass 

*  Berührungspunkt  der  Endpunkt  eines  der  beiden 
fameter   ist,   welche  die  Oerter  für   die  Mittelpunkte 

Gck*.  der  Grom.  19 
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.*f  kreisförmigen  Schnitte  der  Oberfläche  sind,  so  ist 
Berührungspunkt  der  Brennpunkt  des  Kegelschnitts, 
•h'e  Ebene  am  Kegel  gebildet  wird. 

"«m   ist  sehr  allgemein  ;   man    begreift  aber, 

M  eckung  der  Brennpunkte  führen  und 

""•"enschaften  dieser  Punkte  dienen 

'  ♦  und  Dandelin  dagegen  ist 

:•-.-.    ' '«Ar;    es    besieht   sich 

jedoi..  ^egel.    Mai  hat 

also  noch  .■■:.■  J°*  schiefen 

Kegels    die    hi*.  , .  ^»eun- 

punkte  abzuleiten. 

Wir  sehlagen  dazu  z..  .  ■■ 
darin,    die    sehneidende  Ebene 
Axendrcieck,  wie  bei  den  Kegelschm». 
genommen   wird)  so  zn    wählen,    dass   du, 
mit  dieser  Elicne  einen  Winkel  macht,    gleit* h  ut-  .       ';. 
sie  mit  der  Basis  des  Kegels  bildet.     Der  Punkt,    t-' 
che  m  diese  Axc  die  schneidende  Ebene  trifft,  wird  flt. 
Brennpunkt  des  Schnittes  sein.     Dieser  Brennpunkt  wird 
dem  Mittelpunkt  des  Kreises  entsprechen,  der  dem  Kegel  xor 
Basis  dient,   d.  h.   er   wird   dessen  Perspective  sein;   und  die 
Eigenschaften    dieses   Mittelpunkts  werden  die  charakteristi- . 
sehen  Eigenschaften  der  Brennpunkte  geben. 

Die  zweite  Art  besteht  darin,  die  Eigenschaften  des  Ke- 
gels zu  untersuchen,  ohne  Rück  sieht  auf  die  Schnitte,  welche 
eine  schneidende  Ebene  erzeugen  kann.  Man  findet  znnichst 
die  Eigenschaften,  welche  sich  auf  zwei  durch  den  Scheitel 
gelegte  Ebenen  beziehen ,  von  denen  die  eine  parallel  mit  der 
Basis  (die  ein  Kreis  ist)  geht  und  die  zweite  parallel  mit  der 
Ebene  eines  Wechselschnitts,  und  sodann  andre  Eigenschif- 
ten, wobei  zwei  gerade  Linien,  die  auf  eine  gewisse  Weise 
durch  den  Scheitel  des  Kegels  gezogen  sind,  in  einer  Hin- 
sicht eine  analoge  Rolle  spielen,  als  die  der  beiden  Eben« 
ist,  und  eine  grosse  Analogie  mit  den  Brennpunkten  der 
Kegelschnitt«*  darbieten. 

Wenn  man  den  Kegel  durch  eine  Ebene  schneidet f 
die  auf  einer  dieser  Geraden  senkrecht  steht,  so  wird  \ 
der  dabei  gebildete  Kegelschnitt  den  Durch  Schnitts  punit  \ 
dieser  Ebene  mit  dieser  Geraden  zum  Brennpunkt  Ab» 
ben  ;  und  zum  Theil  werden  die  Eigenschaften  der  geraden 
Linie,  auf  dem  Kegel  betrachtet,  sich  auf  diesen  Brennpnnkt, 
in  Beziehung  auf  den  Kegelschnitt  betrachtet,  anwenden 
lassen. 

Man. erkennt  hierin  ein  zweites  Mittel,   die  Eigenschaf- 
ten der  Brennpunkte».,  am  Kegel  selbst  zn  untersuchen. 
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Was  die  Eigenschaften  de»  Kegels,  in  Bezog  auf  die 
gemannten  beiden  Ebenen  oder  beiden  Geraden,  betrifft,  so 
erhält  man  dieselben  sehr  leicht  dnrch  einfache  geometrische 
Betrachtungen«  Wir  haben  anf  diesem  Wege  eine  Anzahl 
derselben  gefunden,  in  einer  Schrift,  die  im  sechsten  Bande 
der  Nouveaux  Mémoire*  de  V Académie  de  Bruxelles 
sich  befindet. 


Note    V. 

(Erste  Epoche,  §.  15.) 

Ueber  die  Definition  der  Geometrie.  —    Be- 
trachtungen über  die  Dualität,  als  ein  Gesetz 

der   Natur» 

Der  Unterschied,  welchen  Aristoteles  und  Dcscartes  «wi- 
schen den  beiden  verschiedenen  Untersuchungen  gemacht  ha- 
ben, die  den  beständigen  Gegenstand  der  mathematischen  Wis- 
senschaft bilden,  berechtigt  uns,  eine  kritische  Bemerkung 
über  die  Definition  der  Geometrie  zn  versuchen,  wie  man  sie 
beinahe  in  allen  elementaren  Schriften  findet.  Sie  ist,  wie 
nun  sagt,  die  Wissenschaft,  deren  Gegenstand  das  Maass 
der  Ausdehnung  ist.  Aber  das  Maass,  als  solches,  bildet 
nur  einen  sehr  kleinen  Theil  von  den  Eigenschaften  der  Aus- 
dehnung, welche  den  Gegenstand  in  den  Arbeiten  der  Geo- 
uteter ausmachen.  So  wissen  wir  nicht,  dass  Gcrgonne, 
Pencelet,  Steiner,  Pliicker  u.  m.  A.,  deren  neuere  Arbeiten 
gewiss  nicht  ohne  Bedeutung  sind,  das  Maass,  in  dem  Sinne, 
in  welchem  es  in  der  angeführten  Definition  zu  nehmen  ist, 
betrachtet  haben.  Die  Geometrie  descriptive  von  Monge, 
welche  wesentlich  zur  Wissenschaft  von  den  Eigenschaften 
der  Ausdehnung  gehört,  kann  zwar  dazu  dienen,  das  Maass 
der  Körper  su  finden,  aber  dieses  ist  gewiss  nur  die  ge- 
ringste ihrer  Anwendungen.  Die  in  llede  stehende  Defiuition 
ist  also  unvollständig  und  ungenügend. 

Aber  diese  Unzulänglichkeit  ist  nicht  ohne  unangenehme 
Felge  und  tragt  vielleicht  zur  Vernachlässigung  bei,  welche 
dieser  Wissenschaft  zu  Theil  geworden  i«l.  Denn  die  Ma- 
thematiker, welche  seit  dretnsig  Jahren  die  Fortschritte  ilor 
Geometrie  nicht   verfolgt   hüben,  kennen  von  dieser  Wissen- 
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schafft  nur  die  Methoden  der  Quadraturen  ?sn  Kepler,  Ca- 
Yalleri,  Pascal,  Grégoire  von  St.  Vincent  n#  A.f  weil  aie  die 
innigsten  Beziehungen  sa  den  Theorien  des  Integralealcnk 
baben,  welche  taglieb  den  Gegenstand  ihrer  tiefatem  Unter» 
suchunpen  bilden.  Und  man  kann  nicht  laugaen,  dAaa  der 
Integralcalcul ,  die  abschliessende  nnd  höchste  Yervsllk 
nung  dieser  geometrischen  Methoden,  sie  alle  auf 
bare  Weise  ersetzt.  Daher  kommt  die  Idee,  dass  da»  Sta- 
dium der  reinen  Geometrie  eine  unnütze  Sache  sei,  weil  M 
ganz  in  den  Intergralformeln ,  d.  h.  in  einer  einfacbem  «d 
einer  einzigen  Aufgabe  der  Analjsis  enthalten  wäre. 

Wenn  man  aber  in  die  Definition  dieser  Wissenschaft  die 
Beziihuugcn  der  Form  nnd  der  Lage  der  Figuren  mit  auf- 
nimmt, so  wird  man  nicht  mehr  glauben,  dass  eine  einzige 
analytische  Formel  die  unendliche  Mannigfaltigkeit  der  Ter- 
schiedenrn  möglichen  «Fragen  lösen  könne;  eine  genauere  Pri- 
fung  dieser  Fragen  fuhr!  im  Gegentbeil  sur  Erkenutniss  der 
grössten  Schwierigkeiten,  anf  welche  das  Unirersalmittel 
der  Mathematik,  die  Analjsis  des  Descartes,  Blossen  kann. 
Man  erkenut  sogar  eine  allgemeine  Klasse  ron  Aufgaben, 
für  welche  diese  Analjsis,  in  ihrer  gegenwärtigen  Gestalt, 
als  nicht  zureichend  erscheint,  wie  wir  es  Kap.  VI,  §.  & 
zeigten.  Wir  glauben  auch,  dass  ans  dieser  Prüfung  nach 
die  Ucbcrzengnug  folgen  dürfte,  dass  das  Studium  der  reines 
Geometrie ,  für  sich  selbst  ausgebildet  und  vermöge  ihrer  ei- 
genen Ufilfsmittel ,  durchaus  noth wendig  ist,  um  die  Eigen- 
schaften der  Ansdehnung  gehörig  zn  erkennen,  nm  zur  Lö- 
sung einer  grossen  Zahl  von  wichtigen  Aufgaben  zu  gelanget 
und  den  Weg  der  Analjsis  zu  erklären,  bei  allen  ihren  An- 
wendungen auf  die  Geometrie  selbst  oder  anf  Natnr-Phiaa- 
nienc. 

Es  ist  ein  bcachtnngswerther  historischer  Punkt,  dass 
die  Laieiner,  welche  nur  sehr  schwache  Geometer  waren, 
nichts  desto  weniger  das  Mangelhafte  in  der  alten  Definition 
der  Geometrie  gefühlt  und  dafür  folgende  suhttituirt  haben, 
welche  sich  in  dur  Geometrie  von  Boethins  findet:  Geowtetria 
est  disciplina  mapnitudinis  immobilis,  formarumque  de- 
scriptio  contemplât* va ,  per  quam  uniuseujusque  rei  ter- 
mini  declarari  soient.  Diese  Definition,  welche  beinahe  mit 
denselben  Worten  aneb  Cassiodorns  ls)  giebt,  scheint  seitdem 
Ton  den  Schriftstellern  des  Mittelalters  angewandt  worden  um 
sein.     Wir  führen  s.  B.  Vincent  de  Beaufais  (aus  denn  13ten 


12)  Anrelii  Cawtodod,  senatorfs,  etc.  Oper*  omni* 
1679,  ha  fol.,  Life.  U,  p.  583. 


lahrhnndert)  aa ,  welcher  sie  in  seinen  Spéculum  doctrinale 
[Üb.  XVI,  Cap.  XXXVI)  »)  -nebt.  Bei  dem  Wiederaufleben 
war  sie  noch  im  Gebrauch.  Man  findet  sie  in  (fer  Marga- 
rita  philosophica  Ton  Reise  h  U);  und  die  Definition,  weiche 
Tarfalea  in  dem  dritten  Theïl  seines  allgemeinen  Werks  über 
Zahlen  und  Maasso  giebt,  ist  beinahe  dieselbe:  „La  geo- 
metrht  è  una  scientiay  ouer  disciplina,  che  contempla  la 
iescrition  délie  figure,  oncr  forme  délia  quantità  con- 
tinua immobile ,  corne  che  è  la  terra  e  altre  cose  simili." 
Man  muss  «irh  mit  Rerlit  wundern,  dass  diese  Dofiui- 
lion  nicht  beibehalten  ist.  Freilich  ist  es  wahr,  dass  lauge 
Zeit  daranf  mehre  Genmeter  und  besonders  D'Alemhcrt 
in  seinem  E$$ai  sur  les  élémens  de  philosophie  yersneht 
haben,  wieder  daranf  inrQcksukommen ,  indem  sie  die  Geo- 
metrie die  Wissenschaft  von  deu  Eigenschaften  der  Jigu- 
rirten  Ausdehnung  nannten.  Wenn  aber  diese  genaue  De- 
laitian  nicht  Ton  allen  Geometern  angenommen  ist,  so  sehen 
vir  dafür  zweierlei  Grunde. 

Die  Einen  wollten  ohne  Zweifel  die  griechische  Etymo- 
logie des  Wortes  Geometrie  beibehalten,  welches  Maass 
der  Erde  (mesure  de  la  terré)  bedeutet.  Aber  es  ist  klar, 
das«  dieses  Wort,  auf  die  strenge  Bedeutung  seiner  Etymo- 
logie eingeschränkt,  nur  in  der  ersten  Zeit  der  Geometrie 
passend  sein  konnte.  Seit  den  ersten  Schritten,  welche  diese 
Wissenschaft  gethan  hat,  und  schon  seit  Thaies,  ist  dieses 
Wort  nicht  mehr  genügend.  Auch  ist  dies  von  Pinto  streng 
kriti*irt  worden,  welcher  es  lächerlieh  fand.  15)  Indem  man 
seitdem  den  Namen  der  Geometrie  fur  die  Wissenschaft  bei- 
behielt, snbstitnirte  man  in  die  Definition  fur  die  darin  ent- 
haltene Idee  der  Erde  die  der  Ausdehnung  im  Allgemeinen. 
Man  mnss  noch  weiter  gehen  und  auch  die  einfache  Idee  des 


U)  BMtotkeca  Mundi,  Duaci  1*24%  4  Vol.,  in  fol.,  tomos  se- 
pjndns,  qui  Spéculum  doctrinale  tascribitur. 

14)  Heidelberg  i486«  in  4.  Oft  wieder  gedruckt  In  Siraasburg, 
Insel  und  Frei  bürg. 

15)  ff  m  eopUtis  atque  per*pectls%  proxima  est  Hin  quam  ridi- 
mémodum  nomine  tyiloîov  6 voua)  Geometritim  nvneuftatit.  (In 
sjfdo.    Piatonis  operm  omnia^  äberaeUt  von  Johann  v.  Serres, 

L  U  9  ».  990.) 

Dieses  so  gerechte  Urtaetl  des  Pinto  wurde  von  mehren  Schrift- 
stellern de«  täten  Jahrhundert«  anerkannt.  Der  hsrfihinte  Ptnlolog 
nsi  Frofaumr  der  Mathematik,  Nicodemits  Frisrhlin,  drückt  üich  s» 
aas:  Ampi  ix  tima  ext  et  pultherrima  scient  in  fipnrarvm,  At  quam 
tat  inepte  sortit*  nomen  aeomrtrinel  (J.  Vossins,  De  univer+ae 
mmiheseos  natura  et  comtitutione  Liber.) 
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Waasses  durch  die  complicirte  Idee  des  Maassee  und  dn 
Ordnung  ersetzen ,  welche  durchaus  noth  wendig  ist,  um  den 
Worte  Geometrie  den  wahren  und  vollständigen  Sinn  n 
geben. 

.  Ohne  Zweifel  hielten  andre  Geomcter  aus  einem  philoso- 
phischen Gesichtspunkte  daran  fest,  einen  einzigen  Zweck, 
das  Maas*  der  Ausdehnung  in  ihrer  Definition  der  Geometrie 
auszudrucken;  indem  sie  auch  diese  besondre  Art  von  Er- 
scheinungen der  Ausdehnung,  welche  den  beträchtlichsten 
Theil  uusrer  positiven  Kenntnisse  ausmacht,  auf  eine  einige 
iiud  absolute  Idee  zurückführen  wollten.  Aber  so  nätilick 
auch  jede  Art  von  Verallgemeinerung  in  der  Auflassung  seil 
mag,  wie  bei  den  Principien  und  bei  den  Methoden,  ud 
welche  Bewunderung  auch  die  grossen  uud  schonen  Ideen 
verdienen,  zu  denen  die  den  Charakter  der  alten  Philosophie 
bildenden  Principien  der  Einheit  Pyt  h  agoras  und  andre  Phi- 
losophen geführt  haben,  so  kann  man  doch  glauben,  dasi 
eine  absolute  Einheit  nicht  das  Princip  der  Natur  ist.  Die 
zahlreichen  Dualismen,  welche  sich  bei  den  natürlichen  Phä- 
nomenen, wie  in  den  verschiedenen  Theilen  der  menschlichen 
Erkenntniss  bemerkbar  machen,  fuhren  uns  auf  die  Annahme, 
dass  eine  beständige  Dualität  oder  doppelte  Einheit  das 
wahre  Princip  der  Natur  ist. 

Diese  Dualität  finden  wir  bei  dem  Gegenstand  der  Geo- 
metrie selbst,  wie  wir  gesagt  haben;  bei  der  Natur  der  Ei- 
genschaften der  Ausdehnung,  wo  der  Punkt  und  die  Ebene 
identische  Functionen  haben  (s.  Note  XXXIV);  bei  der  dop- 
pelten Bewcgnng  der  Himmelskörper,  wo  ihre  anerkannte 
Beständigkeit  dieselbe  als  Princip  zulässt  ,e),  und  bei  vielen 
andern  Phänomenen. 

Indem  man  also  aus  den  Betrachtungen  einer  hohen 
Ordnung  die  der  Geometrie  eigene  Definition  zu  schöpfen 
sucht,  sieht  man,  dass  philosophische  Gründe  sich  nicht 
der  Annahme  der  beiden  grossen  Abteilungen  entgegenstellen, 
der  Ordnung  und  dem  Maass ,  welche  dem  doppelten  Zweck 
dieser  Wissenschaft  entsprechen. 


16)  Dieses  Princip  tat  vielleicht  ein  Einwurf  gegen  das  New- 
ton'sehe  Gcsetx  über  die  Verbreitung  des  Lichts.  Denn  wenn  ein 
Licht  -  Moleoul  animirt  wäre  von  einer  Bewegung  der  Translation, 
so  würde  es  wahrscheinlich  auch  eine  Bewegung  der  Rotation  am 
sich  selbst  haben.  Dieses  i»t  nicht  zulässig,  weil  sich  daraus  diese 
falsche  Folgerang  ergeben  würde,  dass  bei  der  Reflexion  eines  Licht- 
strahls an  irgend  einer  Flüche  der  Reflexions -Winkel  nicht  gleich 
dem  Einfalls -Winkel  wäre. 
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Note     VL 

(Erste  Epoche,   §.  22.) 

Vtber  das  Theorem  des  Ptolemäus  in  Bezug 
tuf  ein  Dreiechy    welches   von  einer   Trans- 
versale  geschnitten   wird. 

Dieses  Theorem  wird  un  eigentlich  das  des  Ptolemäus 
mut,  denn  es  findet  sich  in  der  Sphärik  des  Menelaus, 
in  dem  es  Ptolemäns  entlehnt  hat.  Da  aber  der  Almagest 
A  weitem  mehr  verbreitet  und  bekannt  war,  als  die  Sphäril, 
i  hat  man  es  immer  in  dem  ersteren  dieser  beiden  Werke 
merkt,  und  daher  ist  der  lrrthnm  gekommen,  dass  man  es 
m  Ptolemäus  zuschreibt. 

Wir  finden,  dass  Pappus  dieses  Theorem  bewiesen  hat 
ml  dasselbe  in  dem  achten  Buch  seiner  Collectioncs  mathe- 
tatkae  gebraucht,  um  einen  merkwürdigen  Satz  über  den 
Itkverpnnkt  dreier  Körper,  welche  die  drei  Seiten  eines 
Ireieeks  durchlaufen,  zu  beweisen.  Nachdem-  es  im  16ten 
ahrhnndert  Ton  Pnrbach  und  Hegiomontanus  in  ihrem  Aus- 
ig  des  Almagest17)  reproducirt  war,  scheint  es  von  allen 
Scsaetern  gekannt  zu  sein  :  Orentius  Finäus  in  seiner  Arith- 
ictik w)  und  Stifel  in  seinem  Werk  über  Algebra ,9)  bc- 
mtitea  es,  um  die  arithmetische  Regel  der  sechs  Quantita- 
en  zu  beweisen.  In  derselben  Zeit  führen  es  Cardan  *•)> 
Sauna  Frisius  al) ,    J.  Schoner  2a) ,    ohne  die  Figur  geome- 


17)  Ct.  Ptolemaei  Alexandrini  in  magnam  constntetionem ,  G. 
**rbachil  cujusque  diseipuli  J.  de  Monte  Regio  astronomicon  epi- 
nm.    Veuetiis  1496,  in  fol. 

18)  Arithmetica  practica ,  libris  quatuor  absoluta,  etc.,  1535, 
'fol.,  Üb.  IV,  Cap.  4. 

10)  Arithmetica  intégra.     Norimbergae    1544,    iu  4.,    Life.  III, 

20)  Practica  arithmetica  et  mensurandi  singularis.  Mediolani 
»30,  iu  8.,  cap.  XLIV.  Opus  novum  de  proportionibus  numerorum% 
c,  Ba5iliae  1570,  in  fo!.,  5ter  Satz. 

21)  Arithmeticme  practica e  met  h  od us  facilis.     Antwerpiae  1540, 
8. 

22)  Algorithmus  demonstratus.  Norimbergae  1534,  in  4.,  de 
oportionibu»  ap pendu. 


Irisch  su  construirai,  ta  demselben  Zwecke  An**)*  Manro- 
ljcus  bedient  sieb  desselben  als  eines  Lemma,  um  die  EU 
genschaften  der  Asymptoten  einer  Hyperbel  sn  beweisen*), 
uiyl  Bressins  zum  Beweise  mehrer  Formeln  der  Trigeas- 
metrie.  M) 

Im  Laufe  des  17ten  Jahrhqnderts  waren  Anwendnagel 
dieses  Theorems  noch  xahlreioher  nnd  mannigfacher*  Mer* 
senne  sprach  es  in  zweien  seiner  Werke  nnter  den  Haspt- 
salzen  der  Spharik  ans. *•)     Sterin  bediente  sieh  desselben 


23)  Bei  dieser  Regel  der  sechs  Quantitäten  handelt  w  sich  sa 
die  Auflösung  folgender  Aufgabe  i  Wenn  das  Verhältnies  einer  ersten 
Quantität  zu  einer  zweiten  aus  dem  Verhältnis  einer  dritten  m 
einer  vierten  und  aus  dem  einer  fünften  zu  einer  sechsten  smn- 
mengesetzt  ist*  das  Verhältnis  der  zweiten  oder  dritten  oder  fünf' 
ten  Quantität  zu  einer  der  drei  andern  zu  finden.  Wenn  «,  b%  c, 
4,  *,  f  die  iechs  Quantitäten  sind,  so  hat  man 

a    c  e 

V  """  X  *  "T 

und  man  verlangt ,  daraas  auf  das  Verhältntss  offner  der  drei  Qias> 
titaten  6,  c,  e  au  einer  der  drei  andern  b%  <f,  f  na  schliensen.  Diese 
Aufgabe,  in  der  hier  angegebenen  algebraischen  Form  aufgestellt,  lit 
gewiss  die  einfachste,  welche  man  sich  denken  kann,  und  man  wifi 
nicht  glauben  können,  dans  z.  B-  Cardan.,  in  seinen  beiden  ge- 
nannten Werken,  ihr  mehre  Seilen  gewidmet  hat,  wenn  man  nicht 
beachtet,  das  diese  Regel  eine  Erweiterung  der  Proportionsrefd 
zwischen  vier  Quantitäten  ist,  welche  sich  daraas  ableiten  liest, 
wenn  man  z.  B.  c  gleich  d  »etat ,  nnd  dass  diese  immer  eine  schwier 
rfge  und,  so  zu  sagen,  transcendente  Partie  in  den  Werken  über 
Arithmetik  war,  bis  zur  Erfindung  der  Algebra  nnd  auch  spJUsr 
noch,  was  in  der  alten  Bezeichnung  der  Proportionen  liegt,  welche 
eich  dreier  Zeichen  statt  eines  bedient,  um  eine  einfache  GieichheK 
zweier  Verhältnisse  auszudrücken,  und  welche,  ungeachtet  der  of- 
fenbaren Unbequemlichkeiten  und  Machtheile  dieser  Complication, 
noch  heutiges  Tages  von  vielen  Autoren  angewandt  wird. 

Cardan  schreibt  diese  Regel  der  sechs  Quantitäten  dem  aramV 
scheu  Geometer  Alchiudus  Ont  lOten  Jahrh.)  zu,  welchen  er  an  den 
zwölf  kräftigten  Genies  zählt,  die  seit  dem  Ursprung  der  Wissen* 
schaften  erschienen  sind.  (De  subtilitate,  Lib.  XVI.)  Man  findet 
in  der  That  in  der  Bibliotheca  Arabico-Bispana  von  Casirl  ein 
ausserordentlich  zahlreiches  Verzeichnis«  von  Werken ,  welche  Al- 
chiudus über  alle  Theile  der  mathematischen,  philosophischen,  mors» 
ir  -dien  und  andern  Wissenschaften  geschrieben  hat  und  welche  noch 
vor  eiuem  halben  Jahrhundert  in  der  reichen  Bibliothek  des  Escnrial 
waren. 

24)  F.  Maurolyci  opuscula  mathematica,  Venetits  1575,  In  4», 
p.  281. 

25)  Metrices  Astronomicae  lihri  quatuor.  Paris  1581 ,  In  tel, 
Lib.  IV,  pro».  13. 

26)  Synopsis  mathematica.  Paris  1626.  Vnirersme  géométrie* 
mixtaeaue  mat  he  matte  a  e  synopsis ,  etc.     Paris  1644,  In  4» 


«TT 

i  seiner  Pratique  de  T Arithmétique,  am  Verhältnisse  tob 
rerhaltnissen  nusamnienzusetzen  und  au  diesem  Beispiel  in 
eigen,  dass  bei  gewissen  Fragen  die  Geometrie  viel  sur 
Lftrse  der  Algebra  beitragen  kann;  Snelliiis  löste  mit  Hülfe 
ieses  Tbeorems  die  35ste  Aufgabe  der  Zetemata  Geome- 
rioa  tob  Ludolph  Tan  Cenlen**);  Beaugrand  wandte  es  in 
etuer  Ge+etatique  an,  um  Verhältnisse  Ton  Linien  msain« 
leasnsetsen;  Desargues  bediente  sich  desselben  zum  Beweis 
•aer  schönen  geometrischen  Eigenschaft  der  Dreiecke,  welche 
■an  in  seinem  Traité  de  perspective,  arrnngirt  von  Bosse 
1048,  in  8.)  findet;  Pascal  stellt  es  in  seinem  Essai  pour 
en  conique*  unter  die  Zahl  der  Haupttheoreme,  auf  denen 
lein  vollständiger  Traité  dieser  Curven  beruhen  sollte; 
Schooten,  in  seinem  Opus  posthumum,  De  concinnandis  de- 
memstrationibus  etc.,  beweist  es  synthetisch  und  analytisch; 
um  dieselbe  Zeit  machte  ein  Italiener,  Guarini,  von  ihm  den- 
selben Gebrauch,  als  Beaugrand,  nämlich  zur  Zusammen« 
letxang  der  Verhältnisse  von  Linieu.  **)  Wenige  Jahre  dar« 
inf  kam  ein  andrer  italienischer  Geome.ter,  welcher  einigen 
ELaf  in  der  Wissenschaft  hat,  der  Marquis  Johann  Ccva, 
larck  sich  selbst  und  auf  eino  originelle  und  geistreiche 
Weise  auf  dieses  Theorem  und  auf  ein  andres  von  derselben 
lit,  welches  auch  su  den  hauptsächlichsten  für  die  Theorie 
kr  Transversalen  gehört  und  von  dem  man  bisher  Johann 
Beraaalli  als  den  Erfinder  betrachtet  hat.  Das  Werk  von 
Cava,  in  dem  sieh  diese  beiden  Theoreme  und  noch  einige 
tadre,  welche  auch  bemerkt  10  werden  verdienen,  befinden, 
kai  den  Titelt  De  lincis  se  iuvicem  secantibus,  statte» 
Tomêtructio*  Milan  1678,  in  4,  In  der  folgenden  Note 
vardea  wir  die  Methode  angeben,  welche  dieses  Werk  aus- 
(dehnet 

Von  dieser  Zeit  an  findet  man  keine  Spuren  mehr  von 
loa  Theorem  des  Ptolemäns,  welches,  nachdem  es  beinahe 
iwei  Jahrhunderte  hindurch  eine  bedeutende  Anwendung  ge- 
raadea  hatte  nnd  allen  Geometern  bekannt  war,  mehr  als 
■ändert  Jahre  ohne  Fruchte  und  beinahe  nhn<?  gekannt  sa 
ieia  liegen  blieb,  bis  auf  Carnet,  der  unter  mehren  andern, 
laf  das  ebene  Viereck  bezüglichen  Theoremen  derselbeu  Gat- 
tnag,  dsreh  sieb  selbst  auf  dieses  Theorem  kam  und  es  als 


27)  Mathematisch«  Werke  von  Lud.  v.  Genien ,  aus  dem  Hol- 
MMiacbea  Uberaetzt  and  mit  Anmerkungen  versehen  von  Snellius. 
Lqrien  1619,  in  4.,  p.  120. 

2t)  EucUdes  mdauetus  et  methodicn*%  matk*mtttic€HfU6  univer- 
mUs.    AafUitae  Taurinornm  1671,  la  fol.,  p.  249. 


eine»  der  nützlichsten  und  fruchtbarsten  der  rationellen.  Geo- 
metrie bekannt  machte.  Wir  müssen  jedoch  sagen ,  dass  es, 
schoii  einige  Jahre  vorher,  Schubert  als  ein  Lemma  fiàr  dis 
sphärische  Trigonometrie  des  Ptolcmäus  reproducirt  hatte19), 
und  dass  ein  andrer  Geometcr  des  Nordens,  N.  Fnss,  sieh 
desselben  so  wie  auch  eines  analogen  Theorems  der  sphäri- 
schen Geometrie  bedient  hatte,  nm  einige  Sätie  in  bewettern, 
wie  z.  ß.  jene  Eigenschaft  des  Kreises,  welche  Fuss  dm 
D'Alembert  zuschreibt:  „dass  die  Diirchschnitlspunkte  je 
zweier  gemeinschaftlichen  Tangenten  an  drei  Kreisen  in  ge- 
rader Linie  licgcu."8*) 

Von  den  andern,  die  wir  genannt  haben,  stellt  Mersenn* 
allein  das  in  Rede  stehende  Theorem  als  eines  von  Menelans 
auf;  die  meisten  schreiben  es  dem  Ptolemäos  zu;  einige  geben 
keinen  Ursprung  an,  worunter  Mnnrolycus,  Desargues,  Pat- 
cal  und  Cera;  dieser  letztere  ist  wahrscheinlich  von  selbst 
auf  d ansei  he  gekommen. 

Flanti,  in  seiner  Geomctria  dé  silo  ,  hat  schon  den  Ge- 
hranch bemerkt,  welchen  Pappus  in  dem  achten  Buch  seiner 
Collcctiones  mathematicae  davon  gemacht  hat.  Wir  haben 
aus  dem  Memoire  von  Brianchon  sur  les  lignes  du  second 
ordre  unsre  Citation  des  Manrolyrus  nnd  Schubert  nnd  ans 
dem  Tratte  des  propriétés  projeetives  von  Poncelet  die 
des  Dosargnes  entlehnt.  Wir  zweifeln  nicht,  dass  man  noch 
viele  andre  ausser  denen  finden  könne,  welche  wir  diesen 
ersten  zugefügt  haben.  Denn  dieses  Theorem,  von  dem  wir 
sprechen,  nuis  s  den  Arabern  sehr  bekannt  gewesen  sein, 
welche  sein  analoges  auf  der  Sphäre  vielfach  commeutirten 
und  erläuterten;  und  die  europäischen  Mathematiker,  die  diese 
Theoreme  von  den  Mauren  empfingen f  machten  sie  auch  zn 
dem  Gegenstand  ihrer  Meditation.  So  erhielt  Simon  von  Bre- 
don,  ein  Engländer  des  14ten  Jahrh.,  mehre  Schriften  über 
diesen  Gegenstand  in  der  Bodleianischen  Bibliothek,  wie  uns 
der  gelehrte  Halley  in  seiner  Uebersctzung  der  Sphaericn 
des  Menelans  sagt. 

Was  den  Ursprung  der  beiden  Theoreme  betrifft,  so 
scheint  er  bis  auf  Hipparrh  zurückzugehen ,  welcher  der  Vor- 
gänger von  Ptolcmäus  nnd  Menelans  in  der  Rechnung  der 
Chorden  nnd  in  der  Trigonometrie  war.  Man  erkennt  sehr 
wnhl,  dass  dieser  berühmte  Astronom  die  Eigenschaft  des 
sphärischen  Dreiecks  aus  der  des  geradlinigen  abgeleitet  hat; 


29)  Trigonoiitetria  sphaerica   e  Ptolemaeo;    IS'ova  Acta  Petrop. 
1794,  tom.XII,  p.  105. 

30)  Nova  Acta  Petrop.,  1797  und  1798,  tont.  XIV. 


«kr  welche  geometrische  Spekulationen  Laben  ihn  dazu  fuh- 
ra  kennen?  Wir  wären  geneigt  zu  glauben,  dass  die  Ent- 
farkiig  dieses  Theorems  bis  auf  Euclid  zurückginge  und 
im  dieses  einen  Theil  seiner  Porismen  ausmachte.  Denn 
m  ist  in  der  Art  der  verschiedenen  Lemracn,  welche  uns 
ftypns  über  diese  Porismen  hinterlassen  hat;  und  das  eine 
ieser  Lemmen  (Satz  137  im  7ton  Buch  der  Collect.  math.)> 
Teiches  sich  von  dem  in  Rede  stehenden  Theorem  nur  dn- 
Jirch  unterscheidet,  dass  ein  Vcrhältniss  zweier  Segmente 
fir  ein  andres  substitoirt  ist,  scheint  uns  dazu  gedient  zu 
kbti,  den  Beweis  dieses  Theorems  zu  erleichtern. 

Wir  sind  in  dieser  Conjectur  bestärkt  worden,  weil  wir 
sahen,  dass  dieses  Theorem  auf  ganz  natürliche  Weise  in 
die  Zusammenstellung  gleichartiger  Sätze  einginge,  welche 
■mtr  Ansicht  nach  dem  ersten  Buch  der  Porismen  des  Eu- 
did  entsprechen. 


Note    Vn. 

(Fortsetzung  der  Note  VI.) 

Veher  da$  Werk  von  J.  Ceva,  betitelt:  De  lineig 
rectit    se    invicem    secantibus,    statica    con- 

struetio. 

Die  Idee,  auf  welcher  diese  Schrift  beruht,  besteht  darin, 
■A  der  Eigenschaften   des  Schwerpunkts    eines  Systems  von 
fakten,  bei  Aufgaben  zu  bedienen,  bei  denen  man  die  Ver- 
■illiisse  von  Segmenten,   welche   von   sich  schneidenden  Ge- 
raden anf  einander  gebildet  werden,   zu  betrachten  hnt,   wie 
•s  bei  mehren  Sätzen  aus  der  Theorie  der  Transversalen  der 
**)!  ist.     Man  nimmt  an,    dass  in  den  Diirchschnittspunkten 
dieser  Geraden  Gewichte  angebracht  sind,    welche    den    auf 
Ptosen  Geraden  gebildeten  Segmenten   umgekehrt  proportional 
*jri;  und  aus  den  Verhältnissen  dieser  Gewichte,  welche  das 
**riftcip  des  Hebels  in  der  Statik  angiebt,    schliesst  man  auf 
die  Verhältnisse  der  Segmente. 

Um  auf  diesem  Wege  das  Theorem  des  Ftolemäns  zn 
"'^weisen,  denken  wir  uns  ein  Dreieck  ABC^  desseu  Seiten 
^B,  BC,  CA  respective  in  den  Punkleu  c,  er,  b  von  irgend 


elacr  Trastrersale  geseknittea  werdea.  la  m,  Cf  A  »•) 
irk  drei  materielle  Paakte  aa,  van  deaea  dia  Mmw  «* 
entra  willkftkrlick  ist,  die  beidea  andera  Maaaea  C1  aad 
aber  dergestalt  bestimmt  siad,  das«  der  Pankt  B  der  Sek« 
paakl  der  beiden  materiellen  Pankte  ia  m  aad  C,  «ad 
Pnakl  fr  der  Srkwerpunkl  der  beidea  materiellen  Pankta 
C  aad  A  werden.  Der  Sckwerpaakt  der  drei  Massea  1 
dann  der  Dnrcksehaittspaakt  o  der  beidea  Geradea  mb  \ 
AB  aeia. 

Haa  bat  aack  de«  Geseta  der  Statik  t 

I  C1  ■  41  •  — • 


aC         a*+C*F  Cb 

Dia  Gewickle  ml  aad  C1  können  darck  eia  ciaaigea  Gewi 
ml  +  Of  welrkea  sieb  ia  B  beladet,  eraatal  wardaai  iad 
man  ea  mit  Al  vergleicht,  erkalt  maa: 

Ac 
a*  +  C*  «  A»  .  —  i 

B* 

aa  wird  mitbin  s 

^Ür  »  £r  •  ?-  odar  aB.aC.cAsaC.bA.cB, 
aC        Ca      Ac 

w.  i.  b.  w. 

Wir  jrebea  lum  xweitea  Tkeorem  iber.  Ea  bandelt  • 
darum ,  narbm  weisen :  wenn  drei  Gerade 9  welche  im  i 
Scheiteln  einet  Dreiecke  aufgehen  »  »ich  in  einem  i*mm 
seh  neiden  ,  so  sind  die  auf  den  gegenüber!  iegemdm  S 
ten  von  ihnen  gebildeten  Segmente  aa  beschaffen ,  d 
das  Product  ans  drei  denelbcn ,  die  keinen  gemeinte  ha 
liehen  Endpunkt  haben,  gleich  dem  Product  der  amm 
drei  ist. 

Es  sei  ABC  à*»  Dreieck,  und  Am%  Bfi%  Cy  die  4 
Geradea,  welrke  sirk  ia  dem  Pnakte  I)  kreaaea  aad  rvap 
lire  die  Seitea  dea  Dreiecks  ia  dea  Paaktea  m  ,  £,  y  tr*4 
la  A  lege  maa  einen  materiellen  Paakt,  dessrn  Masa* 
willkikrlick  i«tf  and  in  B  und  Cawei  aadra  materielle  P«d 
deren  Ma* ara  Bl  aad  C1  ton  der  Art  sind,  dass  der  Sek« 
paakt  drr  Ma^en  Al  nad  Bl  in  y,  aad  der  Srbaerp« 
der  Massea  Al  und  C1  ia  fi  liegt.  Der  Srkw  er  paakt 
drei  Maa«ea  wird  daaa  der  Darrk«rkaitt<piittkt  drr  b»« 
Geraden  Bß  and  Cy  *eia,  d.  k.  ia  #>.  Hier  .im  f<»bct,  d 
der  Paakt  a  Her  Srhwerpuukt  der  beidea  Ma«sea  B*  aad 
ist  aad  dasa  maa  bat: 

Mm  C1 

Cm    ~~  »•"* 


A*    "  C/f  A*     ■*  »y* 

Kihi»  erh*l  t  nun  t 

G«   '  Afi    '  By    °     '       - 
w.  s.  b.  w. 

Johann  Bernoulli  liai  seitdem  dieses  Theorem  sack  be- 
wiesen (tom.  IV,  p.  33  seiner  Opera)  ;  aber  er  scheint  kei- 
nen Gebranch  davon  gemacht  zn  haben. 

Nachdem  Ceva  dieses  Theorem  nach  seiner  statischen 
Methode  bewiesen  hat,  giebt  er  noch  dafür  zwei  andre  rein 
geometrische  Beweise,  von  denen  der  eine,  wie  er  sagt,  von 
PL  P.  Caravaggio  ist.    (Lib.  I,  Prop.  10.) 

Indem  er  statt  eines  Dreiecks  ein  Viereck  betrachtet,  in 
dessen  Scheiteln  Tier  materielle  Punkte  liegen ,  gelangt  Ceva 
%  sa  diesem  andern  Theorem,  welches  anch  ein  Hau p (theo rem 
ans  der  Theorie  der  Transversalen  ist:  wenn  eine  Ebene 
die  vier  Seiten  eines  nicht-ebenen  Vierecks  (quadri- 
latère gauche)  schneidet,  so  bildet  sie  acht  solche 
Segmente ,  dass  das  Product  aus  vier  von  ihnen,  welche 
keinen  gemeinschaftlichen  Endpunkt  haben,  gleich  ist 
dem  Product  der  vier  andern.    (Lib.  I,  Prop.  22.) 

Das  erste  Bneh  schliesst  mit  einigen  EigensehaAen  der 
dreiseitigen  und  vierseitigen  Pyramide,  durch  dieselbe  Methode 
bewiesen« 

Im    zweiten  Buch    sind    verschiedene  Eigenschaften  der 

E»radlmigen  Figuren  und  der  Cnr?en  zweiten  Grades  mil 
filfe  der  Principicn  des  ersten  Bnchs  bewiesen»  Wir  fah- 
ren folgenden  Satz  an,  welcher  gegenwärtig  nur  ein  beson- 
derer Fall  der  allgemeinen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  ish 
Wenn  ein  Kegelschnitt  einem  Breieck  angeschrieben  ist, 
so  schneiden  sieh  die  drei  Linien,  welche  von  den  drei 
Scheiteln  nach  den  Berührungspunkten  der  gegenüber- 
liegenden  Seiten  gezogen  werden,  in  Einem  Punkt. 

In  einem  Appendix  endlich,  welchen  Cera  als  ein  ab- 
gesondertes Werk  über  Gegenstande,  die  den  vorhergehenden 
fremd  sind,  betrachtet,  finden  sich  durch  eine  tiefe  Geometrie 
»ehre  Aufgaben  aufgelöst,  die  sich  auf  die  Flächen  gewisser 
ebenen,  von  Bögen  verschiedener  Kreise  begrenzten  Figuren 
bestehen,  und  anf  die  Volumina  und  Schwerpunkte  verschie- 
dener Korper,  wie  des  Paraboloids  und  der  beiden  Hyper- 
boloide, wenn  sie  durch  Umdrehung  entstehen. 
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Dieser  Appendix  hat  Montucla,  der  wahrscheinlich  die 
beiden  Bücher  des  angeführten  Werks  nicht  gelesen  hat,  z* 
dem  Ausspruch  veranlasst,  „dass  der  Titel  sehr  unvollstän- 
dig den  Inhalt  angebe.9'  Der  Titel  scheint  uns  im  Gegen- 
theil  vollkommen  zu  dem  Werke  sn  passen,  auf  das  er  sich 
bezieht;  und  man  kann  nur  sagen,  dass  auch  der  Appen- 
dix verdiente,  auf  dem  ersten  Blatte  des  Buches  angegeben 
zu  werden. 

Ein  Wort  wird  uns  genügen,  um  nach  der  Methode  des 
Ceva  eine  vortreffliche  nnd  nützliche  Eigenschaft  des  Vierecks 
zu  beweisen.    Man  hat  in  der  zuletzt  angegebenen  Figur: 


AD        C^  +  B*      ^        .        _     Aß  Ay 

— -  =  — -rr- ,  aber  Cl  =  A*  .  -£  und  B»  =  A*  .  =£ 
Da  A1  Cß  By 


also: 


AD  __  Aß         Ay 
D«   ~~  Cß         By 


Wenn  man  das  Viereck  AßDy  betrachtet,  für  welches 
die  Diirchschtiittspiinktc  der  gegenüberliegenden  Seiten  C  und 
B  sind,  so  sieht  man,  dass  diese  Gleichung  folgendes  Thee- 
rem  ausdruckt: 

In  jedem  Viereck  ist  die  Diagonale ,  die  von  einem 
Scheitel  ausgeht,  dividirt  durch  ihre  Verlängerung  bis 
zu  der  Geraden,  welche  die  Durchschniftspunkte  der 
gegenüberliegenden  Seiten  verbindet,  gleich  der  Summe 
der  beiden  Seiten  y  die  von  demselben  Scheitel  ausgehen, 
respective  dividirt  durch  ihre  Verlangerungen  bit  zu 
den  gegenüberliegenden  Seiten. 

Dieses  Theorem  hat  sein  analoges  im  Raum,  welches  man 
auf  dieselbe  Art  beweisen  kann,  indem  man  statt  eiues  Drei- 
ecks ein  Tetraeder  betrachtet,  und  vier  Gerade,  die  von  seinen 
Scheiteln  ausgehen  nnd  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Die 
Figur  stellt  auf  diese  Weise  ein  achteckiges  Hexaeder  dar, 
in  welchem  je  zwei  gegenüberliegende  Seitenflächen  sich  in 
den  geraden  Linien  schneiden,  die  in  Einer  Ebene  liegen« 

J}ie  von  einem  Scheitel  ausgehende  Diagotiale ,  di- 
vidirt durch  ihre  Verlängerung  bis  zu  dieser  Ebene, 
ist  gleich  der  Summe  der  drei  an  diesem  Scheitel  liegen- 
den Kanten ,  respective  dividirt  durch  ihre  Verlängerun- 
gen bis  zu  derselben  Ebene. 

Dieses  ist  das  Theorem,  welches  wir  bei  der  Anwendung 
eines  neuen  Coordinatensystems  angewandt  haben,  welches 
in  der  Correspondance  von  Quetelet,  tom.  VI,  p.  86,  Jahr 
1830  angeführt  ist. 


Note    Vin. 

(Erste  Epoche,    §.  29.) 

Beschreibung  der  Spirales  und  der  Quadra- 
trice* vermittelet  der  schraubenförmigen 
Oberfläche  (surface  héliçoïde  rampante). 
Analogie  dieser  Curven  mit  den  eben  so- 
genannten   im    Coordinatenstfstem    des    Des- 

cartes. 

Die  uns  Ton  Pappus  hiuterlassenen  Constructionen  der 
Spirale  und  Quadratrix  sind  nur  einfache  Anwendungen 
zweier  allgemeinen  Vcrfahruugsarten,  welche  durch  den  Durch- 
schnitt einer  schraubenförmigen  Oberfläche  und  einer  zweiten 
passend  bestimmten  Oberfläche  znr  Construction  aller  Spira- 
len nnd  anendlich  vieler  andern  Curven  dienen,  denen  ich 
den  Namen  Quadratrices  gegeben  habe,  weil  sie  durch  die- 
selben Coordinaten,  als  die  Quadratrix  des  Diuostratns,  aus- 
gedruckt werden. 

Die  zweite  hierbei  in  Anwendung  kommende  Oberfläche 
wird  nr  Construction  der  Spiralen  eine  Drehungsoberfläche 
im  die  Axe  der  schraubenförmigen  Oberfläche  sein,  und  zur 
Construction  der  Quadratrices  eine  cylindrische  Oberfläche, 
deren  Seitenlinien  senkrecht  auf  der  Axe  der  schraubenförmi- 
gen Oberflache  stehen. 

Unsre  Constructionen  geben  unmittelbar  die  Tangenten 
■nd  die  Berührungskreise  fur  die  Curven,  welche  wir  be- 
trachten. Ihr  Hanptvortheil  aber  besteht  darin,  dass  sie  con- 
stante geometrische  Relationen  aufstellt  zwischen  diesen  Cur- 
ven nnd  denen,  welche  in  dem  System  der  gewöhnlichen 
Coordinaten  denselben  Namen  fuhren;  z.  B.  zwischen  der 
hyperbolischen  Spirale  und  der  Hyperbel,  zwischen  der 
logarithmischen  Spirale  und  der  logarithmischen  Linie* 
In  diesem  System  wird  die  Spirale  des  jirchimedes  der  ge- 
raden Linie  entsprechen. 

Bisher  hatten  diese  Curven  keine  andern  Beziehungen 
zu  einander,  als  dieselbe  Form  der  Gleichung  zwischen  ver- 
schiedenen Coordinaten,  wodurch  keine  Verbindung  der  Con- 
strnrtion  und  keine  gcorocl-ischen  Relationen  zwischen  ihnen 
aufgestellt  wurden.  Das  Verfahren,  nach  dem  die  einen  zur 
Construction  der  andern  gebraucht  werden,  fahrt  auf  die  ge- 
nügendste Art    zu   den  Eigenschaften,   welche  diese  Curven 
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und  besonders  die  logarithmisrhc  Spirale  berfthmt  gemacht 
haben,  und  giebt  a  priori  die  geometrischen  Beziehungen 
dieser  schönen  Eigenschaften» 

Construction  der  Spiralen»  -~»  Man  denke  sich  eine 
Oberfläche,  die  durch  die  Umdrehung  einer  Curre  wm  eint 
feste,  in  ihrer  Ebene  liegende  Axe  entstanden  int,  ind 
nehme  diese  Axe  rertical  an,  so  werden  die  ron  den  eimaji 
tien  Pnnkten  der  Curre  anf  diese  Axe  gefüllten  PerpeaAtf 
die  Ordinaten  sein  nnd  die  Entfernungen  des  Funspinats 
dieser  Perpendikel  ton  einem  festen  Punkte  der  Axe-  4n>  Jk* 
ëcissen* 

Man  nehme  nun  an,  dass  die  Bewegung  der  Ebene  der 
Cnrre  gleichförmig  sei ,  nnd  dass  zu  gleicher  Zeit  ein  Punkt 
M  anf  dieser  beweglichen  sich  dergestalt  bewege ,  dass  seine 
Abscissen  gleichförmig  wachsen  —  die  Bewegung  dieses 
Punktes,  anf  der  Rotationsaxe  geschätzt,  wird  also  proper» 
tinnal  der  drehenden  Bewegung  sein;  —  dann  wird  der  Punkt 
M  auf  der  Révolutions  «Oberfläche  eine  gewisse  Curre  dop« 
pelter  Krümmung  beschreiben« 

Die  senkrechte  Projektion  dieser  Cnrre  anf  eine  Ebenem 
die  senkrecht  auf  der  Drehungsaxe  steht,  wird  eine  Spirale 
sein,  deren  Gleirhnng  wir  ans  der  Gleichnng  der  sieh  dre* 
hendeii  erzeugenden  Cnrre  ableiten  wollen» 

Es  sei  x  =s  F(y)  die  Gleichnng  der  erzeugenden  Cnrre« 
Betrachen  wir  nnn  diese  Cnrre  in  irgend  einem  Augenblick 
ihrer  Bewegnng,  so  sei  M  der  erzeugende  Punkt  anf  der 
Curre,  dann  wird  seine  Abscisse  z  proportional  der  Drehung 
sein,  welche  die  Ebene  der  Cnrre  seit  dem  Anfang  der  Be- 
wegung erfahren  hat»  Diese  Rotationen  wird  man  nach  dem 
"Winkel  messen,  den  die  Durchschnittslinie  der  beweglichen 
Ebene  in  einer  Horizontal« Ebene  mit  einer  festen  Axe  macht, 
welche  den  Anfang  der  Bewegung  bezeichnet«  Dieser  Winkel 
sei  *,  so  hat  man  s 

%  =s  a  .  u,  und  folgticn;   a  .  n  «=  F(jO« 

Es  sei  femer  m  die  Projection  des  Punktes  M  in  trt 
Horizontal -Ebene  nnd  O  der  Fusspunkt  der  Drehung*- Axe 
in  derselben  Ebene,  so  ist  der  Radius  On»,  den  ich  durch  r 
bezeichne,  gleich  der  Ordinate  y  des  Punktes  M\  man  hat 
also  zwischen  diesem  Radins  r  und  dem  Winkel  u%  den  er 
mit  der  erwähnten  Axe  bildet,  diese  Relations 

a  .  n  ==  F(r>. 

Diese  Relation  ist  die  Gleichung  in  Polnreoordinatea  für 
die  Projection  der  Curre  doppelter  Krümmung,  welche  anf 
der  Rerolutitns-  Oberfläche  gebildet  ist. 


Wir  bemerken  liier,  dass  das  Tom  Pnnkte  M  anf  die 
"ebnngsaxe  gefällte  Perpendikel  die  Oberfläche  einer  Schraube 
il  rechtwinkligem  Schraubengange  (vis  à  filet$  carrés)  er- 
ngt,  welche  man  auch  schraubenförmige  Oberflache  (sur- 
ice  héliçoïde  rampante)  nennt.  Denn  diese  Gerade  ist 
mer  horizontal  nnd  erhebt  sich  über  eine  Horinuontal  - 
beno  durch  gleichförmige  Bewegung  in  derselben  Zeit,  als 
»  om  enthaltende  Vertical -Ebene  sich  gleichförmig  um  die 
-ebnngsaxe  bewegt. 

Es  ist  also  die  durch  den  Fnnkt  M  erzeugte  Cnnre,  der 
nrchschnitt  der  Drchnngs  -  Oberflache  durch  eine  schrauben- 
naige  Oberfläche. 

Man  Jiat  mithin  folgendes  Theorem: 

1)  Jede  Spirale  (wir  verstehen  unter  Spirale  jede  Curre, 
e  durch  eine  Gleiohnng  zwischen  den  Polarcoordinaten  r 
id  u  dargestellt  wird)  kann  betrachtet  werden  ah  die 
rojeetion  de*  Durchschnitts  einer  surface  héliçoïde 
impante  mit  einer  gewissen,  passend  bestimmten  Ré- 
futions ~  Oberflüche ,  wobei  diese  beiden  Oberflächen 
ir  gemeinsamen  Axe  ein  Perpendikel  auf  der  Ebene 
t  Spirale  haben ,  welches  durch  ihren  Anfangspunkt 
'zogen  ist. 

2)  Wenn  a.u  =  F(r)  die  Gleichung  der  Spirale  ist 
td  er  das  Verhältniss  zwischen  der  aufwärts  gehenden 
ui  der  drehenden  Bewegung  der  Geraden,  welche  die 
hramben formige  Oberfläche  erzeugt,  so  ist  die  Gleichung 
r  Curve,  welche  die  Révolutions- Oberfläche  erzeugt*. 
a  F  (y),  wo  die  Abscissen  %  auf  der  Drehungsaxe 
td  die  Ordinaten  y  senkrecht  gegen  die  Axe  genom- 
en  sind. 

Für  die  Spirale  des  Archimedes,  deren  Gleichung  a.u  =  r 
t,  wird  die  Gleichung  der  Mcridianlinie  auf  der  Rerolntions - 
bernache  z  =  y  sein,  d.  h.  diese  Linie  ist  eine  gerade 
id  die  Révolutions -Oberfläche  ein  Kegel.  Dieses  ist  eines 
m  den  beiden  Theoremen  des  Pap  pus. 

Für  die  hyperbolische  Spirale,  deren  Gleichung  « .  r  = 
MMf.  ist,  wird  die  Gleichung  für  den  Schnitt  der  Rerolu- 
ins  -  Oberfläche  im  Meridian 

m  .  y  =  a  .  Const.  =  Const, 

k  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren   eine  Asymptote  in 
r  Richtung    der   Axe    der    schraubenförmigen    Oberflächt 

Cwc*.  der  «*•».  ** 


Fur  die  logarithmische  Spirale,  deren 
log*  r  ist,  erhält  man  %  =  log.  y\  dieses  ist  die  Gleid 
einer  logarithmischen  Linie,  in  welcher  die  Abscisse*  % 
Logarithmen  der  Ordinaten  y  proportional  sind. 

Wenn  eine  gewöhnliche  logarithmische  Linie  dm 
Umdrehung  um  ihre  „Asymptote  eine  Révolutions  -Ol 
fläche  erzeugt  und  man  nimmt  diese  Asymptote 
Axe  einer  schraubenförmigen  Oberfläche,  so  werden  i 
diese  beiden  Ober/lachen  in  einer  Cunve  doppelter  San 
mung  schneiden ,  deren  senkrechte  Projection  auf  4 
Ebene  3  welche  senkrecht  auf  der  Asymptote  steht  9  4 
logarithmische  Spirale  ist. 

Tangenten  der  Spiralen.  —    Es  sei  M  ein  Punkt 
dem  Durchschnitt   der  schraubenförmigen  Überfläche  mit 
ReTolutions- Oberfläche,  welche,   wie  wir  gesagt  haben, 
der  Art  ist,    dass  sie   eine  gegebene  Spirale   erzeugt. 
Tangente  in  einem  Punkte  m  dieser  Spirale  wird  die  Pre 
tion   des  Durchschnitts  zweier  Ebenen   sein,  welche  die 
den   Oberflächen   im   Punkte  M  berühren.     Die  Tangen! 
Ebene  der  Révolutions  -  Oberfläche   trifft  die  Drchungsau 
einem  Paukt  O.    Ich  nehme  nun  an,   dass  die  Horiionl 
Ebene,   in  welcher  man   die  Spirale  beschreibt,   durch 
Punkt  O  geht;  dann   projeeirt  sich  die  Linie  031  auf  d 
Ebene  in  Om  und  dieses   ist  der  radius  vector  der  Spii 
Die  Tangenten  -  Ebene  an  der  Révolutions -Oberfläche  schuf 
die  Horizontal -Ebene  in  einer  Geraden  Ot,   welche  senkt 
auf  Om  steht.   Die  Tangenten-  Ebene  an  der  schraubenform 
Oberfläche,  in  demselben  Punkt  M,  geht  durch  die  Genera 
dieser  Oberfläche,   welche   parallel   mit   dem  Radius  Om 
der  Schnitt  dieser  Ebene   mit   der  Horizontal  -  Ebene   ist 
parallel    mit  Om.      Um   daher    diesen   Schnitt  zu    bestimi 
darf  man  nur  Einen  Punkt  desselben  finden.     In  dieser  1 
genten- Ebene    liegt    aber    die  Tangente  der   Schrauben»' 
welche  auf  der  schraubenförmigen  Oberfläche  durch  den  Pi 
M  geht,    und  diese   Tangente  liegt  wieder  in   der  Vertu 
Ebene,   die   senkrecht  auf  dem  Radius  Om  steht;    nun  sc 
der  Punkt,   in   welchem  sie  die  Horizontal -Ebene  trifft, 
u  der  Winkel,    den   sie   mit   der  Axe   der  schrauhcnförnii 
Oberfläche  bildet;   dann   hat   mau  in  dem  bei  m  recht win! 
gen    Dreieck  Mm&,  m&  =  Mm  .  tang.  a.       Man    w 
aber  aus  den  Eigenschaften  der  schnauben  form  igen  Oberfläi 
dass  die  trigonometrische  Tangente   des  Winkels   a  der  I 
fernung  des  Punktes  M  von    der  Axe  der  Oberfläche  proj 
tional    ist,    es    wird    also   tang.  a  =  Om  .  Const.      D 
Constnnte   ist   dem  Verhältnis*  gleich,    welches  zwischen 
drehenden  und  der  aufwärts  gehenden  Bewegung  der  Genera 


•  aefcnwfcenftrmigen   Oberfläche  stattfindet.      Dieses   Vcr- 

ItnJsis  haben  wir  durch  —  dargestellt,  so  dass  man  end- 

k  erhält: 

Om  Ä        Mm  .  Om 

taag.  a  =  — ,  und  m  &  =  -. 

a  a 

Die  Gerade  •*$■  steht  senkrecht  auf  dem  Radins  vector 

i;  der  Durchschnitt  (7a  trace)  der,   die  schraubenförmige 

trfäche  tangirenden  Ebene  ist  parallel  mit  diesem  Radins; 

im  man  also  auf  der  Geraden  Of ,  die  senkrecht  auf  die- 

i  Radins  steht,  ein  Stuck 

Om  .  Mm 

Ot  =  m»  =  

a 

imt,  se  gehört  der  Pnnkt  t  dem  Dnrchschnitt  an.  Diese 
rade  Of* aber  ist  der  Durchschnitt  (la  trace)  der,  die  Re- 
alien*-Oberflache  tangirenden  Ebene,  so  dass  also  der 
akt  der  Schnittlinie  der  Tangenten -Ebenen  beider  Ober- 
chen angehört  nnd  folglich  ein  Pnnkt  in  der  durch  m  ge- 
wesen Tangente  derjenigen  Spirale  ist,  welche  die  Projee- 
a  des  Schnitts  beider  Oberflächen  ist.    * 

Die  Linie  Ot  heisst  bekanntlich  die  Subtangente  der 
irale;  die  Subnormale  ist  das  Stuck  0«,  welches  auf  der 
rliagening  der  Geraden  Ot  zwischen  dem  Punkte  O   nnd 

•  Normale  der  Cnrve  liegt;  sie  ist  gleich  dem  Quadrat 
i  Radins  dividirt  durch  die  Snbtangente,  also: 

a.Om 

On  =  

Mm    ' 

Um  nnn  Ton  diesen  Formeln  Gebranch  xn  machen,  bo- 
rken wir:  da  die  Tangenten -Ebene  an  der  Revolution* - 
erfläehe  im  Punkte  M  durch  den  Punkt  O  geht,  dass  die 
ne  Mm  genau  der  Subtangente  der  Generatrix  der  Revo- 
tons -  Oberfläche  gleich  ist,  wenn  man  diese  Snbtangente 
i  der  Drehungsaxe  nimmt.  Nennen  wir  S  diese  Subtan- 
ite,  nnd  beachten  wir,  dass  der  Radius  vector  Om  der  Spi- 
e  gleich  der  Ordinate  y  der  Generatrix  der  Révolutions- 
erfläehe  ist,  so  haben  wir: 

y.S 


Ot  = 
On  = 


a 
a. y 
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Diese  sind  die  Ausdrucke  fur  die  Subtangente  nnd  Sub- 
rmale  einer  Spirale,  als  Functionen  der  Snbtangente  nnd 
f  Ordinate  der  Generatrix  der  Révolutions -Oberfläche. 

«0» 


Für  die  Archimedisch«  Spiral«   ist  dio  Generatrix  ein 

y 

gerade  Linie  \   man  hat  dann  —  =   Const.  y    also    On  » 

Const.  9  d.  h.  /tfr  die  Archimedische  Spirale  ist  die  Sub* 
normale  constant. 

Für  die  hyperbolische  Spirale  ist  die  Generatrix  eint 
gleichseitige  Hyperbel,  in  welcher  man  bekanntgab  S.jf  =* 
Const.  hat,  also  wird  Ot  «=  Com*.,  d.  h.  für  die  hyper- 
bolische Spirale  ist  die  Subtangente  constant. 

Bei  der  logarithmischen  Linie  ist  die  anf  der  AsymptsU 
gerechnete  Subtangente  constant,  also  S  =*  Const.,  folglich 
hat  man  fur  die  logarithmische  Spirale: 

—  =  Const  oder  —  =  Const 
y  Om 

Ot 

Bs  ist  aber  —    gleich    der  trigonometrischen  Tangeiti 

des  Winkels,  welchen  die  Tangente  an  der  Spirale  mit  dea 
Radins  vector  macht;  dieser  Winkel  wird  also  constant,  d.h. 
bei  der  logarithmischen  Spirale  bildet  die  Tangente  einem 
constanten  Winkehmit  dein  Radius  vector. 

Weil  Ot  dem  Om  proportional  ist,  so  sieht  man,  dass 
der  Endpunkt  einer  geraden  Linie,  welche  gleich  der  Sib- 
tangente  ist  und  anf  den  Radins  vector  aufgetragen  wird,  auf 
einer  logarithmischen  Spirale  liegt,  die  der  Torgegebenen  aha« 
lieh  ist.  Wenn  man  aber  annimmt,  da9s  diese  Spirale  ein 
Viertheil  der  Umdrehung  um  ihren  Mittelpunkt  macht,  so 
wird  jeder  ihrer  Radien  mit  der  Stibtangente  der  vorgegebe- 
nen zusammenfallen  ;  die  Fusspunkte  der  Tangenten  der  Spi- 
rale liegen  also  auf  einer  ihr  ähnlichen  Spirale.  Zwei  niter 
einander  ähnliche  Spiralen  sind  aber  nothwendig  gleich,  weil 
die  Winkel,  welche  ihre  Tangenten  mit  den  Radii  vecteres 
bilden,  gleich  sind,  nnd  weil  einem  gegebenen  Winkel  nur 
eine  Spirale  entsprechen  kann;  so  dass  wir  folgendes  Theo- 
rem aussprechen  können: 

Bei  einer  logarithmischen  Spirale  liegen  die  Fuss- 
punkte der,  Tangenten  auf  einer  zweiten  logarithmischen 
Spirale,  welche  der  ersten  vollkommen  gleich  ist  uni 
nur  an  einer  andern  Stelle  liegt. 

Dieselbe  Eigenschaft  findet  auch  für  die  Fusspunkte  der 
Snbnormalen  statt. 

Krümmungshalbmesser  der  Spiralen.  —  Wenn  mai 
die  Spiralen  als  den  geraden  Schnitt  eines  Cjlinders  be- 
trachtet, welcher  durch  die  Schnitt  -Curre  einer  Révolutions  - 
Oberfläche  und  einer  schraubenförmigen  Oberfläche  geht,,  m 


litt  mu  leicht,  remdge  der  Theoreme  ?on  Etiler  und 
[eunienr,  den  Werth  für  den  Krümmungshalbmesser  in 
gend  einem  Punkt,  als  Fonction  des  Krûmmungshalbmes- 
n  enMrCnrre,  die  im  Meridian  der  Révolutions  -  Oberfläche 
egt.  Um  diese  Note  absukfirien,  wollen  wir  hier  diese 
•attraction  Abergehen  nnd  m  einer  andern  Zeit  darauf  su- 
ickkommeo. 

Wir  behalten  uns  auch  die  Construction  der  quadratri- 
»,  welche  analog  der  der  Spiralen  ist,  für  eine  andre 
èrift  Tor. 


Note    IX. 

(Erste  Epoche ,  §.  30.) 

'eher   die  anharmonische  Function  von  vier 
Punkten  oder  von  vier  Geraden. 

Wenn  Tier  Punkte  a,  b,  c,  d  auf  einer  geraden  Linie 
y  so  haben  wir  die  Funktion 


ac        bc 
ad    :   bd" 

in  mnkarmonisehe  Verhältnis  der  rier  Punkte  genannt. 

Der  129ste  Sati  im  7ten  Buch  tou  Pappns  sagt:  wenn 
ter  gerade  Linien  von  einem  Punkt  ausgehen,  so  wer- 
en  diese  von  jeder  Transversalen  in  vier  Punkten  ge- 
stnitten,  deren  anharmonisches  Verhältniss  immer  den- 
ttben   Werth  hat\    welches  auch  die  Transversale   sein 

Diese  Eigenschaft  der  anharmonischen  Function  ron 
kr  Punkten  unterscheidet  sie  tou  jeder  andern  Function, 
liehe  man  aus  den  zwischen  den  Tier  Punkten  liegenden 
tagmenten  bilden  kann.  Aber  diese  anharmonische  Function 
rirent  sich  einer  andern  anharmonischen  Eigenschaft,  ans 
reicher  die  erstere  sich  ableiten  lässt,  nämlich: 

Wenn  man  von  einem  willkührlich  gewählten  Punkt 
meh  vier  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  Gerade 
ieki,  wo  wird  die  anharmonische  Function  dieser  Punkte 
mau  dasselbe  %n  ihrem  Werth  haben,  was  diese  Func- 
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tion  werden  möchte,  wenn  man  était  der  vier  darin  vor» 
kommenden  Segmente  die  Sinusse  der  diesen  Segmenten 
gegenüberliegenden  Winkel  substituirte.  j 

Diese  Function  »wischen  den  Sinussen  der  Winkel,  wel- 
che zwischen  vier  Geraden  liegen,  die  Ton  einem  Punkte  an- 
gehen, wird  die  anharmonische  Function  der  yier  Geraden 
genannt. 

Dieses  Theorem  beweist,  dnss  die  anharmoniseke  Funetiu 
Ton  Tier  Punkten ,  projeetivischer  Natur  ist ,  d.  h.  dasi  die« 
Function  denselben  Werth  behält,  wenn  man  die  Projertin 
oder  die  Perspective  der  yier  Punkte  nimmt,  auf  welche  m 
•ich  bezieht. 

Man  kann  dieses  Theorem  noch  verallgemeinern,  wom 
man  durch  die  vier  Punkte  irgend  welche  vier  Ebenen  kgt, 
die  sich  in  einer  beliebig  im  Räume  gewählten  geraden  Lilie 
schneiden:  die  anharmonische  Function  von  vier  Punkte* 
behält  denselben  Werth  >  wenn  man  statt  der  Segments 
die  Sinusse  der  Flächenwinkel  setzt,  welche  diesen  Seg- 
menten gegenüberliegen. 

Wir  haben  das  anharmonische  Verhältnis!  zwischen  im 
Tier  Punkten  a,  b,  c,  d  durch  die  Function: 

ac        bc 
ad   '  "bd" 

ausgedrückt;  man  kann  aber  auch  eben  so  gut  eine  dieser 
beiden  andern  Functionen 

ac        de        ab        ch 
ah    "    db  '     ad        cd 

wählen.  Eine  vierte  ähnliche  kann  man  jedoch  nicht  zwi- 
schen den  Tier  Punkten  a,  b >  c9  d  aufstellen;  so  dass  sici 
das  anharmonische  Verhältuiss  zwischen  vier  Punkten 
auf  drei  verschiedene  Arten  ausdrücken  lässt. 

Wenn  einer  von  den  Punkten  in  der  Unendlichkeit  liegt, 
so  wird  das  Verhältuiss  einfacher,  indem  es  dann  nnr  zwei 
Segmente  enthält.  Liegt  z.  B.  der  Punkt  d  in  der  Uneni-i 
lichkeitj  so  lässt  sich  das  an  harmonische  Verhältuiss  zwi- 
schen den  vier  Punkten  a,  Ä,  c  und  der  Unendlichkeit  sü{ 
folgende  drei  Arten  ausdrücken: 

ac        ca        ah 

cb  '     ab  '      bc  " 

Es  seien  a,  b,  cy  d  Tier  Punkte,  welche  in  gerader 
Linie  liegen,  und  a1,  61,  c1,  d»  vier  andre  Punkte  auf  ciaer  I 
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idem  Geraden ,  die  respective  den  vier  erstem  entsprechen, 
id  nehmen  wir  an,  dass  das  anharmonisehe  Verhältnis* 
«er  letitern  gleich  dem  der  erstem  sei,  so  dass  man  also 
at  der  folgenden  Gleichungen  hat: 


CA) 


/  ac 
IIa   ' 

bc         a1^      b*c* 
'  Td   ~~  ä*df  '  b«d*  ' 

i  ac 
J  ab 

de         atcl      dtcl 
db    ""  ä*b*   :  d*bl1 

lab 

cb         aW      c1^ 

l  ad 

cd   ~~  a'd*  *  c«dl  y 

>  sag'  ich,  dass  die  beiden  andern  Gleichungen  eine 
Ukwendige  Folge  dieser  einen  sind.  Irgend  eine  der 
rei  Gleichungen  (A)  bedingt  also  die  beiden  andern. 
ie  Vérification  kann  man  anf  dem  Wege  dos  Calculs  ma- 
tau  Alier  es  ist  leichter,  zum  Beweise  dieser  Eigenschaft 
er  anharmonischen  Function,  sich  einer  geometrischen  Be- 
achtung zu  bedienen. 

Man  lege  die  beiden  Geraden,  auf  denen  sich  die  beiden 
iysteme  von  Punkten  befinden,  dergestalt,  dass  die  beiden 
•rrespondireuden  Punkte  d  uud  d1  in  einen  einzigen  Punkt 
r)  zusammenfallen ,  nnd  ziehe  die  Linien  aal  3  6il,  cc1,  so 
rerden  sich  diese  drei  Geraden  in  einem  Pnnkte  schneiden, 
fein  es  sei  S  der  Dnrchst'hnittspimkt  der  beiden  ersten  aa\ 
il;  zieht  man  alsdann  SD  uud  Sc,  dann  sei  y  der  Punkt, 
i  welchem  Sc  die  Gerade  alblcl  trifft,  so  hat  man  nach 
en  angeführten  Satz  des  Pappus: 

ac        bc         aly      b!y 
aD    :  bD"  ""  i«D      b4>" 

Wir  nehmen  aber  an,  dass  die  erste  der  Gleichungen 
/)  stattfindet:  wenn  man  also  iu  dieser  D  au  die  Stelle 
n  d  setzt  und  sie  mit  der  gegenwärtigen  vergleicht,  so 
ht  man,  dass  der  Punkt  y  mit  dem  Pnnkt  c1  zusammen- 
len  muss.  Es  folgt  also,  dass  die  drei  Geraden  aa1,  661, 
i  durch  denselben  Punkt  5  gehen. 

Wenn  man  die  vier  Geraden  Saal9  Sbb1,  See1  und  SD 

solche  betrachtet,  die  von  den  beiden  Transversalen  abcD 

i  a}bxclD  geschnitten  werden,   so   ergiebt   sich   nach  dem 

ts    des  Pappus,   dass   die   beiden   letztern   der  Gleichungen 

f)  ebenfalls  stattfinden. 

Es  bedingt  mithin  jede  der  drei  Gleichungen  ( A)  die  bei- 
i  andern  und  man  kann  die  Gleichheit  der  anharmonischen 
rhältnisse    zweier   Sjsteme    von    vier    sich    entsprechenden 


,    a*b» 

mim      

T  a«di 

c*b« 

8  55  ~lf 

a'd* 

Vd1 

,    a»c* 
+  rrr. 

b»c* 
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Funkten  auf  drei  Arten  ausdrucken,   Ton  denen  jede  die  bei- 
den andern  bedingt. 

Diese  wichtige  Eigenschaft  der  anharmonischen  FucImp* 
▼on  Tier  Punkten  hat  mehre  nützliche  Anwendungen. 

Man  kann  z.  B.  unmittelbar  daraus  schliessen,  da«  Jeff  ^ 
Ton  den  sieben  Gleichungen,  durch  welche  man  die  Bwie— 
hnng  der  Involution  Ton  sechs  Punkten  ausdrückt,  die  sechs 
andern  bedingt. 

Die  Gleichheit  der  anharmonischen  Verhältnisse 
Systeme  Ton  .vier  Punkten  kann  man  auch  durch  eine  Gl 
chung  mit  drei  Termen  ausdrücken,  was  sehr  hanfig  tiu 
Nutzen  ist.  Man  erhält  ausser  den  Gleichungen  (A)  noch 
folgende  drei: 

ac   a    bc 

ad   :    bd 
ac       do 

o» <ÜT:-5b 

ab        cb 
ad    *    cd 

Jede  Ton  diesen  drei  Gleichungen,  welche  dielGleicikii 
der  anharmonischen  Verhältnisse  zweier  Sjsteme  Ton  Palle- 
ten ausdrücken,  bedingt  die  beiden  andern  und  die  drei 
ersten.  Mit  einem  Wort,  jede  der  sechs  Gleichungen  (J) 
und  (B)  bedingt  die  fünf  übrigen. 

Die  Gleichungen  (B)  sind  leicht  zu  beweisen.  Die  erste 
z.  B.  wird  vermöge  der  dritten  der  Gleichungen  (A): 

ac        bc  ab        cb 

ad    *    bd  ad    *    cd 

man  darf  also  nnr  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  nach- 
weisen. Zu  dem  Ende  bilden  wir  uns  von  der  Geraden 
abcd  die  Perspective  auf  einer  andern  Geraden  in  der  Weise, 
dass  der  Punkt  d  in  der  Unendlichkeit  Hegt.  Es  seien  o,  ßyy 
die  Perspective  der  Punkte  a,  S,  c,  so  wird  man,  weil  die 
anharmonische  Function  projeetivisch  ist,  haben: 

ac         bc  ay  ab         cb  aß 

~äd    "    bd"  ~~  ff'%  0n     ad    "    cd"  ""  "yß9 
die  Gleichuug  wird  also  : 

aY         aß 

—  H j  =  tf  oder  ßa  +  ay  =  ßy. 

ßy        yß 

*ine  identische  Gleichung  zwischen  den  drei  Punkten  ft9  a,  y, 
wenn  sie  in  der  Ordnung  auf  einander  folgen,  wie  wir  lie 
geschrieben  haben. 
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Sie  Richtigkeit  der  Gleichungen  (B)  ist  also  bewiesen. 

^Wenn  man  in  der  obigen  Gleichung  die  Nenner  weg- 
ictaJIt,  so  drfickt  sie  eine  allgemeine  Relation  zwischen 
irgend  yier  Punkten  anf  einer  geraden  Linie  ans: 

ab  .  cd  —  ac.  bd  +  bc  .  ad  =  0. 

Diese  Relation  ist  ron  Enlcr  algebraisch  und  geome- 
tris^lt  bewiesen:  anf  die  erste  Weise,  indem  er  fur  gewisse 
Factoren  ihre  Ausdrucke  in  Functionen  der  andern  substi- 
tiirte,  so  dass  er  eine  identische  Gleichung  herausbrachte; 
i*A  nach  der  zweiten  Methode,  indem  er  in  der  Figur  sich 
die  drei  Rechtecke  bildete,  ans  denen  die  Gleichung  zusam- 
mengesetzt ist,  wobei  man  leicht  sieht,  dass  das  eine  von 
ihnen  gleich  der  Summe  der  beiden  andern  ist.  (Nävi  Com- 
"***iarii  Petrop.,  tom.  I,-  J.  1747  und  1748.  Variae  de- 
m^s^strat$ones  Geömetricae.) 

Poncelet  hat  auch  dieselbe  Relation  in  seinem  Memoire 
****  les  centres  de  moyennes  harmoniques  (Journal  Ton 
Crelle,  t.  III,  p.  269)  bewiesen. 

Der  Kreis  erfreut  sich  in  Bezug  anf  ricr  Gerade,  welche 
*•**  einem  Punkte  ausgehen,  einer  ähnlichen  Eigenschaft, 
~*  das  System  zweier  geraden  Transversalen ,  für  welche 
*fe  in  den  Gleichungen  (A)  und  (B)  ausgedruckt  ist.  Diese 
Eigenschaft  besteht  in  Folgendem: 

Wenn  vier  gerade  Linien,  die  von  Einem  Punkte 
****gekeni  die  Peripherie  eines  Kreises  treffen:  die  erste 
m  a  und  a1,  die  zweite  in  b  und  bl9  die  dritte  in  c  und 
c**  die  vierte  in  d  und  d1;  so  hat  man  folgende  Re^ 
htfta: 

ain.  V,  ca      sin.  »/,  da  _  »in.  */t  c'a*      sin.  «/t  d'a» 
sin.  Vi  cb  :   sin.  '/t  db  ~~  sin.  Vi  0*5»  "  sin.  */t  dlbl" 

Diese  Gleichung  ist  analog  der  ersten  der  Gleichungen  (A)~ 
Man  wird  ebenso  Gleichungen  erhalten,  welche  den  beiden 
•ädern  Gleichungen  (A)y  nnd  solche,  welche  den  Gleichun- 
gen (B)  ähnlich  sind. 

Diese  Eigenschaft  des  Kreises  giebt  zu  mehren  neuen 
|    Sitzen  Veranlassung. 

Wir  lenken  die  ganze  Aufmerksamkeit  der  Geometcr  auf 
dm  Begriff  des  unharmonischen  Verhältnisses ,  welches ,  ob- 
wohl sehr  elementar,  ausserordentlich  nützlich  sein  kann 
bei  einer  Menge  von  geometrischen  Speculationen,  indem 
man  dadurch  die  möglich  leichtesten  und  einfachsten  Beweise 
erhält.  Wir  werden  davon  in  der  Xten  Note  bei  der  lnvo- 
lntion   Ton   sechs   Punkten,    und   iu   der  XVten  nnd   XVIten 
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Note  Gcbrancb  macheu,  um  die  allgemeinsten  Eigenschaften 
der  Kegelschnitte  fast  mir  durch  einige  Worte  zu  beweisen. 

Diese  Theorie  wird  in  der  körperlichen  Geometrie  tob 
nicht  gcriugerm  Nutzen  sein.  Wir  wollen  uns  x.  B.  ror- 
setzen,  die  doppelte  Erzeugung  eines  Hyperboloids  mit  einen 
Fach  durch  eine  Gerade  nachzuweisen ,  was  wir  in  folgender 
Weise  aussprechen: 

Die  Oberfläche,  weiche  durch  eine  an  drei  feste  Ge- 
rade sich  anlehnende  Gerade  erzeugt  wird,  kann  noch 
auf  eine  zweite  Art  durch  eine  bewegliche  Gerade  ge- 
bildet werden,  wenn  diese  sich  an  drei  Positionen  der 
ersten  erzeugenden  Geraden  anlehnt,  und  diese  Ober» 
fläche  besitzt  die  Eigenschaft ,  dass  jede  Ebene  sie  in 
einem  Kegelschnitt  schneidet* 

Der  erste  Theil  dieses  Satzes  beruht  auf  den  beiden  fol- 
genden Lcmmcn,  von  denen  das  eine  das  reriproke  des  an- 
dern ist,  und  welche  an  und  für  sich  als  Theoreme  ausge- 
sprochen zn  werden  verdienen. 

Theorem  I.  Wenn  sich  von  vier  Geraden  jede  an 
drei  willkührlich  im  Raum  liegende  feste  Gerade  an» 
lehnt,  so  ist  das  anharmonischc  Verhültniss  der  Segmente, 
die  auf  einer  dieser  drei  Geraden  gebildet  werden  ,  gleich 
dem  anharmonischen  Verhültniss  der  Segmente,  die  auf 
einer  der  beiden  andern  gebildet  werden. 

Sind  also  L,  L1 ,  L11  die  drei  gegebenen  Geraden  im 
Raum;  a,  b,  c,  d  die  Pnnkte,  in  denen  die  an  die  ersten 
sich  anlehnenden  vier  Geradeu  A,  B,  C,  D  die  erste  L 
treffen,  uud  a1 ,  bl ,  cl,  tl1  und  a11,  b11 ,  c11,  <fli  die 
Punkte,  in  denen  dieselben  vier  Geraden  die  beiden  anders 
JL,1  und  L11  treffen  :  so  sag  ich ,  dass  das  anharmonischc 
Verhültniss  der  vier  Pnnkte  a,  b,  c,  d  gleich  ist  dem  der 
Tier  Punkte  a1 ,  bl,  cl,  dl.  In  der  Tbat  ist  jedes  Von  die- 
sen beiden  Verhältnissen  dem  der  vier  Ebenen  gleich,  wel- 
che zum  gemeinsamen  Durchschnitt  die  Linie  L11  haben  und 
welche  respective  durch  die  vier  Geraden  A,  B,  C,  D  ge- 
hen. Diese  beiden  Verhältnisse  sind  also  unter  einander 
gleich. 

Theorem  II.  Umgekehrt:  Wenn  vier  Gerade  sich  an 
zwei  feste  Gerade  im  Raum  so  anlehnen,  dass  das  an» 
harmonische  Verhältnis  der  Segmente ,  die  auf  einer 
ton  diesen  Geraden  gebildet  werden,  gleich  ist  dem  an» 
harmonischen  Vcrhti Unisse  der  Segmente ,  die  auf  der 
andern  gebildet  werden,  so  wird  jede  Gerade,  die  sich 
an  drei  von  die- en  vier  Geraden  anlehnt,  auch  nothwen» 
dig  durch  die  vierte  gehen. 
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Denn  es  seien  2*  ond  L1  zwei  Gerade  im  Raum,  und 
Ai,  B,  C,  D  Tier  Gerade,  welche  die  erste  in  den  Punkten 
a,  b,  e,  d  nnd  die  zweite  in  den  Punkten  ax,  bx,  ex,  d1 
aal  solche  Art  treffen ,  dass  man  hat  : 

ca    ^   da  __  c'a1  m  d^1 
cT  :  "db"  "~  c»b»  "  d»b*  5 

80  mnss  man  beweisen,  dass  die  Tier  Geraden  von  der  Be- 
schaffenheit sind,  dass  irgend  eine  Gerade  Llly  welche  die 
ersten  A,  B,  C  trifft,  auch  nothwendig  durch  die  vierte  D 
gehen  müsse.  Zu  dem  Ende  ziehen  wir  durch  den  Punkt  d 
der  Linie  L  eine  Gerade  Dx9  welche  die  Linien  JL1  und  Llx 
schneidet;  diese  Schnittpunkte  seien  J1,  d11.  Da  die  vier 
Geraden  A,  B,  C,  Dl  die  drei  Linien  L,  Lx  und  L11 
schneiden,  so  hat  man  nach  dem  Theorem  1: 

ca       da        c'a1      «Pa1 

— —  •  — ^—  — "~  — —  •  ..«_ 

cb    "    db  cW  "  <J«bl# 

Ans  der  Vcrgleichuug  dieser  Gleich  nng  mit  der  vorher- 
gehenden ersieht  man,  dass  der  Punkt  il  mit  dem  Punkt  dl 
zusammenfällt.  Die  Linie  I)1  also,  welche  durch  den  Punkt 
d  so  gezogen  warde ,  dass  sie  die  Linien  L1  und  Lil  schnei 
del ,  ist  genau  die  Linie  D.  Mithin  schneidet  die  Linie  JLXX9 
welche  durch  die  Liuien  A,  B,  C  geht,  auch  die  vierte  U. 
—  Das  Theorom  ist  also  bewiesen. 

Jetzt  mögen  L,  Ll ,  L11  drei  gerade  Linien  im  Raum 
sein  und  A,  B9  C,  D  n.  s.  w.  verschiedene  Lagen  einer  be- 
weglichen Geraden ,  welche  sich  an  diese  drei  Linien  anlehnt, 
no  sag9  ich,  dass  irgend  eine  Gerade  itf,  welche  die  drei 
Linien  A ,  B ,  C  schneidet,  auch  nothwendig  eine  vierte  D 
treffen  miiss.  Demi  nach  dem  Theorein  I  bilden  die  vier  Li- 
nien A,  B,  C,  D  auf  den  beiden  L  und  Ll  Segmente, 
deren  anharmonische  Verhaltnisse  gleich  sind,  also  wird  ver- 
möge des  Theorems  II  eine  Gerade,  welche  die  drei  ersten 
schneidet,  auch  nothwendig  die  vierte  treffen. 

Wenn  also  eine  bewegliche  Gerade  drei  fette  Gerade 
schneidet,  so  wird  jede  Gerade,  weiche  durch  drei  La- 
gen der  beweglichen  Geraden  geht,  auch  alle  andern 
Jbagen  dieser  Geraden  treffen. 

Dieses  bildet  den  ersten  Theil  des  ausgesprochenen 
Theorems. 

Um  den  zweiten  Theil  zn  beweisen,  denken  wir  uns 
irgend  eine  Transversal -Ebene,  welche  die  beiden  Linien 
Li  und  JL1  in  den  beiden  Punkten  X  und  X1  nnd  die  vier 
Linien  A,  B,  C,  I)   in   den  vier  Punkten  «,  ß,  y,  J  trifft. 
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Diese   sechs  Punkte    liegen  anf  der  Durchschnittscnrve 
Oberfläche    mit    der  Ebene.      Es  handelt   sich  also 
nachzuweisen,  dass  sie  anf  einem  Kegelschnitt  liegen«    D 
genügt  aber,  nach  einer  allgemeinen  Eigenschaft  dar  Kegel 
schnitte,   welche  wir  in  der  Note  XV  beweisen  werden,  t 
zeigen,  dass  die  rier  von  den  Funkten  a,  /?,  y,  i  nach 
gezogenen  geraden  Linien  dasselbe  anharmonische  Yerbältai 
haben,  als  die  rier  Linien,  welche  y  on  denselben  vier  Pnk-~ 
ten  nach  X1  gezogen  werden.    Das  anharmonische  Verhältnis« 
der  vier  Geraden  Act,  Iß,  Ày,  XS  ist  aber  dasselbe,  als  das 
der   vier  Ebenen,  welche  durch  die  Linie  L  gelegt  werde« 
nnd  fur  welche  diese  Geraden  die  Durchschnittslinien  mit  der 
Transversal -Ebene   sind;   nnd  dieses  Yerhältniss  ist  wieder 
dasselbe,   als    das  der  vier  Punkte,   in  welchen  die  Geradei 
Ay  B y  C,  D ,  durch  die  diese  Ebenen  gehen,  die  Gerade X1 
schneiden.      Ebenso   ist  das   anharmonische  Yerhältniss  der 
Tier  Geraden  Xlu,  Xlßy  Xly9  X*S  gleich  dem  der  vier  Punkte, 
in  welchen   dieselben  Geraden  A,  B >  C,  D  die  Gerade  L 
schneiden.     Diese   beiden  anharmonischen  Verhältnisse  aber 
der  Punkte,  in  welchen  die  Linien  Ay  B,  C,  D  die  beides 
L  nnd  IA  treffeu,  sind   unter  einander  gleich  (Theorem  I); 
also   ist  das  anharmonische  Yerhältniss  der  vier  Linien  Aa, 
Iß,  Xy>  X9   gleich  dein   der  Tier  Linien  X*a9  vi1/?,  X1/,  Xli. 
Folglich  liegen  de  sechs  Punkte  a,  /?,  y,  #,  X,  il  auf  eines 
Kegelschnitt.      Mithin    ist    der   Schnitt   der   Oberfläche   durch 
irgend  eine  Transversal  -  Ebene  ein  Kegelschnitt.  Q.  E.  D. 

Auf  diese  Weise  ist  das  Theorem  von  der  doppelten  Er- 
zeugung des  Hyperboloids  mit  einem  Fach  durch  eine  Gerade 
vollständig  bewiesen ,  nnd  zwar  durch  ganz  elementare  geome- 
trische Betrachtungen. 

In  der  Analysis  beweist  man,  dass  die  Geraden,  welche 
durch  einen  Punkt  im  Raum  parallel  mit  den  Génératrices 
des  Hyperboloids  gezogen  werden,  einen  Kegel  des  zweiten 
Grades  bilden.  Die  Theorie  des  nn harmonischen  Verhält- 
nisses liefert  einen  äusserst  einfachen  Beweis  dieses  Satzes« 
Es  genügt  dabei,  auf  den  Schnitt  eines  Kegels  durch  eine 
Ebene  das  Raisonnement  anzuwenden,  das  wir  für  den  ebe- 
nen Schnitt  des  Hyperboloids  gebraucht  haben;  man  sieht, 
dass  dieser  Schnitt  noch  ein  Kegelschnitt  ist. 

Corollar.  —  Das  Theorem  I,  in  Bezug  auf  das'  Hy- 
perboloid betrachtet,  drückt  folgende  Eigenschaft  dieser  Ober- 
fläche aus: 

Vier  Generutriccs  derselben  Art  der  Erzeugung  einet 
Hyperboloid*,  mit  einem  Fach  bilden  auf  irgend  einer 
Gcncralrijc   der   zweiten   Art  der  Erzeugung  vier  Seg- 
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mtnte,  deren  unharmonisches  Verhältnis  einen  constan- 
te* Werth  hat;  welche*  auch  die  Lage  dieser  Generatrix 
4sr  zweiten  Art  der  Erzeugung  Mein  mag. 

Es  seien  also  a,  h,  c,  d  die  vier  Punkte,  in  denen  dis 
lier  Génératrices  der  ersten  Erzeugungsart  Jt,  B,  C,  D 
che  Generatrix  L  der  iweiten  Erzeugnngsart  treffen;  und 
é,V,  ct9  cP  die  Punkte,  in  denen  sie  eine  zweite  Gene- 
ntrix  IA  der  zweiten  Erzeugungsart  treffen,  so  hat  man: 

ci       dl   ^  cla*  ^  tfa1 
ob"  "   db    ""  c*b*      d*b*' 

Dies«  Gleichung  ISsst  sieh  nnter  folgende  Form  bringen: 
ca        cfa*       /da    %  d»an 


X 


t 


ca        c!al 

-   =    _    X  CO-t, 

nivA  Folgendes  ausgedrückt  wird:  Wenn  man  ein  Vier- 
«die  Ma1  Auf  und  man  t heilt  seine  gegenüherligenden 
leiten  ah,  a1b1  in  den  Punkten  c  und  c1  so,  dass  man 

ca        c'a1 
—  =  —  .  Const 
cb         clb* 

ht,  $o  erzeugt  die  Gerade  cc1  ein  Hyperboloid  mit  ei- 
"mFach. 

Wir  haben  diese  Eigenschaft  des  Hyperboloids,  welche 
^Uer  zur  Darlegung  der  doppelten  Erzeugung  dieser  Ober- 
feie durch  eine  Gerade  gedient  hat,  auf  eine  andre  Weise 
bliesen«  (Correspondance  sur  Y  école  polytechnique,  t.  II, 
M48.) 
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Note    X. 

(Erste  Epoche ,    §.  34.) 
Theorie  der  Involution  von  sechs  Punkten* 

1.  Wir  tbeilen  diese  Note  in  zwei  Theile.  In  dem  erst« 
wollen  wir  die  bekannten  Eigenschaften  der  Involution  Yen 
sechs  Funkten  auseinandersetzen,  in  dem  zweiten  wollen  wir 
verschiedene  andre  neue  Arten ,  diese  Involution  auszudrnckti, 
angeben,  welche  uns  diese  Theorie  vereinfachen  and  ihn 
Anwendungen  erweitern  zu  können  scheinen. 

Erster   Theil. 

2.  Wenn  sechs  Punkte  in  gerader  Linie  liegen  und  je 
zwei  unter  ihnen  sich  entsprechende,  wie  A  und  Al3  B  und 
B1,  C  und  C1 ,  solche  Segmente  bilden ,  dass  man  die  Re- 
lation 

CA  .  CA1  __  C*A  .  CA* 

CA* CB  .  CBl  "~  C»B  .  ClB* 

hat,  so  sagt  man:  diese  Funkte  sind  in  Involution ,  und  die 
sich  entsprechenden  Funkte  werden  conjugirte  genannt. 

3«  Die  sechs  Funkte  besitzen  zwei  Gattungen  von  Eigen- 
schaften, von  denen  wir  die  einen  arithmetische  nennen,  weil 
sie  sieb  nnr  auf  die  Relationen  zwischen  den  :  Segmenten  be- 
ziehen, indem  man  sie  auf  verschiedene  Art  zwischen  diesen 
Punkten  wühlt;  und  die  andern  geometrische,  weil  sie  sich 
anf  gewisse  Figuren  bezichen,  welche  man  durch  die  in  Rede 
stehenden  sechs  Punkte  durchgehen  lassen  kann,  oder  bei 
denen  sich  die  Involution  von  sechs  Funkten  darbietet. 

Arithmetische  Eigenschaften. 

4.  Die  vorhergehende  Gleichung  gestattet  noch  folgende 
beide: 

BA  .  BAi  ^  BtA^JPA« 

bcTbc*  ~~  b*cTbtcV 
ca) |ab  .  ab*  _  a'b  .  a*b* 

AC  .  AC(  ""  A4C  .^C1' 

Jede  von  diesen  drei  Gleichungen  (A)  bedingt  die  bei- 
den andern. 
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5.  Die  Eigenschaft  Ton  sechs  Punkten,  dass  sie  in  In- 
flation sind,  kann  durch  eine  Gleichung  zwischen  nur  sechs 
Segmenten,  die  von  diesen  Punkten  gebildet  werden,  ausge- 
druckt werden: 

SAB*  .  BC1  .  CA1  =  AC1  .  CB1  .  BA1 
oder  AB1  .  BC  .  C'A1  =  AC  .  C'B1  .  BA1 
oder  AB  .  B'C1  .  CA1  =  AC1  .  CB  .  B*A' 
oder  AB  .  B'C  .  C'A1  s  AC  .  CfB  .  B<A'. 

Jede  Ton  diesen  vier  Gleichungen  (B)  druckt  die  Invo- 
lution Ton  sechs  Punkten  aus  und  ist  genügend,  dass  auch 
die  andern  drei  stattfinden. 

6.  Die  Gleichungen  (B)  lassen  sich  aus  den  Gleichun- 
gen (A)  leicht  auf  dem  Wege  der  Multiplication  ableiten; 
und  umgekehrt,  diese  leiten  sich  auch  leicht  aus  den  Glei- 
chungen (B)  ab.  Weil  aber  jede  dieser  sieben  Gleichungen 
die  Involution  von  sechs  Punkten  bedingt,  so  muss  man  auch 
ans  irgend  einer  von  ihnen  die  übrigen  derselben  Gruppe  de- 
dueiren  können,  d.  h.  aus  einer  der  drei  Gleichungen  (A) 
muss  man  die  beiden  andern,  und  aus  einer  der  vier  Glei- 
chungen (B)  die  drei  andern  erhalten  können.  Dieses  kann 
■an  in  der  That  vermöge  des  Calculs  bewerkstelligen,  indem 
man  die  verschiedenen  Segmente  der  vorgelegten  Gleichung 
in  aadre  transformirt,  welche  für  den  gesuchten  Beweis  pas- 
send sind.  Diese  Art  der  Vérification  a  posteriori  ist  aber 
weitUnftig,  verlangt  ein  Hcrumsuchcn  nnd  ist  keineswegs 
elegant. 

Auch  bedient  man  sich  zum  Nachweis,  dass  Eine  der 
sieben  Gleichungen  (A)  und  (B)  die  übrigen  mit  einachliesse, 
einer  geometrichen  Eigenschaft  der  sechs  Punkte,  dass  man 
nämlich  durch  diese  sechs  Punkte  die  vier  Seiten  und  die 
beiden  Diagonalen  eines  Yierccks  gehen  lassen  kann.  Auf 
diese  Weise  machten  es  Brianchon  und  Poncelet. 

Wir  haben  gefunden,  dass  der  Begriff  des  unharmoni- 
schen Verhältnisses  von  vier  Punkten  einen  noch  einfachem 
und  direetern  Beweis  liefert  und  zn  vielen  andern  Relatio- 
nen führt,  welche  so  wie  die  Gleichungen  (A)  uud  (B)  ihren 
Nutzen  haben.  Wir  werden  über  diesen  Gegenstand  im  zwei- 
ten Theil  dieser  Note  handeln. 

7.  Die  Gleichungen  (A) ,  zwischen  acht  Segmenten,  sind 
leicht  zu  bilden.  Die  Natur  der  Relationen  (ß),  in  welche 
nur  sechs  Elemente  eingehen,  scheint  für  den  ersten  Augen- 
blick nicht  eben  so  leicht  zu  erkennen  und  auszudrucken. 
Ton  folgender  Regel  jedoch  glauben  wir,  dass  man  sie  mit 
Leichtigkeit  im  Gedächtniss  bebalten  kann. 


Man  nehme  drei  Punkte  A,  B,  C,  welche  in  dreiPaa- 
ren  gehören,  jeder  bildet  mit  den  conjugirten  der  beiden  an- 
dern zwei  Segmente;  man  erhftit  also  sechs  Segmente:  dm 
Produkt  aus  drei  dicter  Segmente,  welche  keinen  End- 
punkt gemein  haben,  ist  gleich  dem  Product  der  drei 
andern. 

8.  Betrachten  wir  ein  viertes  System  Ton  zwei  Pukte 
D  und  D1,  und  nehmen  wir  an,  das«  diese  eine  Inrolutiea 
mit  den  vier  Punkten  A,  A\  und  B3  Bx  bilden»  so  hat 
man  die  Gleichung: 

AB    .  AB*  _  A*B  .  A'B1 

AD  .  AD1  ~"  A!D?.  A!Dl  ? 

wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  dritten  der  Gleichungen 
(A)  Torgleicht,   so  folgt: 

AC  .  AC*  _  A*C  .  A'C 

AD  .   AD1  ~"  A«D  .  A»D* f 

wodurch  erwiesen  ist,  dass  die  sechs  Punkte  ^,  A*3  C,  O 
und  D  y  D1  in  Involution  sind. 

Es  folgt  daraus  diese  allgemeine  Eigenschaft  der  Involi- 
tion  von  sechs  Punkten: 

Wenn  man  auf  einer  geraden  Linie  mehre  solche 
Systeme  von  zwei  Punkten  hat,  dass  die  beiden  ersten 
Systeme  mit  jedem  der  andern  eine  Involution  bilden,  ss 
bilden  auch  irgend  welche  drei  von  diesen  Systemen  »«- 
ter  einander  eine  Involution. 

Dieses  Theorem  führt  mehre  Folgerungen  mit  sich,  wel- 
che iu  der  Theorie  der  Involution  von  grosser  Wichtigkeit  sind. 

9.  Das  Folgende  z.  B.  wird  nützliche  Anwendungen  zi- 
lassen  : 

Wenn  man  auf  einer  geraden  Linie  vier  Systems 
von  zwei  Punkten  hat,  welche  je  drei  und  drei  eine  In- 
volution bilden  y  so  ist  das  anharmonische  Verhältniu 
von  vier  Punkten,  die  respective  den  vier  Systemen  an- 
gehören, gleich  dem  der  vier  andern  Punkte. 

Wenn  also  A  uud  Al9  B  und  Bl9  C  und  C1,  D  und 
D1  die  vier  Systeme  sind,  so  wird  man  haben: 

A C      BC  _  A1  C1       B1  C* 

AD  '  BD  —  ÄMD5   "  BÛ)»" 

Denn   da  die   drei   ersten  Systeme  eine  Involution  bilden» 
so  ist  (nach  den  Gleichungen  B) 

AC  _  AMC1       AB1 

BC  ~~  B^Ö    '  jJi  ' 


m 

die  drei  Systeme  A  und  A*9  B  und  J31,  D  und  Z)1 
eine  Inrolution  bilden,  so  ist: 
AD  _  A*D*      AB* 
BD  ~"  B^1  "  A*B* 
in  die  entsprechenden  Glieder  dieser  beiden  Gleichun- 
ch  einander  dnridirt,   so  erhält  man  das,   was  man 
will. 

Wir  wollen  noch  einige  besondre  Fälle  der  Inyolo- 

sechs  Punkten  untersuchen, 
in  man  annimmt,  dass  die  beiden  Punkte  C  und  C* 

zusammenfallen,  den  wir  E  nennen  wollen,  so  re- 
lich  die  Gleichungen  (A)  und  (B)  auf  folgende  vier  : 

AB. AB1     __   ÄF 
A*B .  AlB4    ~~  Ä?R29 

BA.BA*  BEa 


B'A.B^1  ~~  BïEa> 

EA.EB     _     AB 

EA'.EB1    ""  AM?' 

EA.EB1     _    AB*_ 

EA'.EB     ~~    A!B" 

diesen  Tier  Gleichungen  bedingt  die  drei  andern, 
argues,  welcher  diesen  Fall  untersuchte,   nannte  ihn 
haion  Ton  fünf  Punkten.  —    Wir  nennen  den  Punkt 

doppelten  Punkt. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  der  Punkt  C1  in  der  Un- 
*it  liegt  und  ersetzen  wir  seinen  conjugirten  C  durch 
ehen  die  Gleichungen  (A)  und  (B)  in  folgende  über? 

OA.OA1  =  OB. OB1, 


BA.BA1 

BO 

B»A .  B'A1 

~~  B«0' 

AB.  AB1 

AO 

A*B .  AW 

~~  A*0' 

AB1 

OB1 

A«B 

~~  5Ï*' 

AB1 

OA 

A*B 

~  OB  ' 

AB 

OB 

A*B 

~~  ÔÂ1' 

AB 

OA 

AB1 

"~  OB1' 

4er  Geon.  21 


Jede  von  diesen  Gleichungen  bedingt  die  andern  nnd  bil- 
det fur  sich  allein  die  Involution  der  fünf  Punkte  A,  jP, 
B,  Bl  und  O.  Die  charakteristische  Eigenschaft  des  Punktes 
O  ist  die,  dass  sein  conjugirter  in  der  Unendlichkeit  liegt. 
Wir  nennen  ihn  den  Central punkt  der  beiden  Systeme  A9  A* 
und  B,  BK 

Die  Lage  dieses  Centralpunkts  ist  durch  jede  der  vor- 
hergehenden sieben  Gleichungen  bestimmt.  Die  erste  druckt 
aus,  dass  das  Produkt  der  Entfernungen  dieses  Punkt* 
von  den  beiden  ersten  conjugirten  Punkten  gleich  ist 
dem  Produkt  seiner  Entfernungen  von  den  beiden  andern 
conjugirten  Punkten.  Diese  Relation  fuhrt  uns  au  einer 
merkwürdigen  Relation  der  Involution  von  sechs  Punkten. 

12.  Es  seien  A,  A1 ,  B,  Bl  nnd  C,  C1  diese  sechs 
Punkte,  und  es  sei  O  der  Central  punkt  der  vier  ersten,  ss 
dass  man  hat  OA .  OAl  =  OB  .  OB1.  Nennen  wir  für 
den  Augenblick  O1  seinen  conjugirten  Punkt,  welcher  in  der 
Unendlichkeit  liegt,  so  bilden  die  sechs  Punkte  A,  A1,  B, 
B1,  0,  Ol  eine  Involution.  Es  folgt  also  aus  dem  Thee- 
rem  (8),  dass  die  beiden  Systeme  C,  C1  und  O,  O1  und 
irgend  eines  von  den  beiden  andern,  das  erste  A,  A\  tu 
Beispiel,  eine  Involution  bilden,  d.  h.  dass  der  Punkt  O  Cen- 
tralpunkt  der  beiden  Systeme  A,  Al  und  C,  C1  ist.  Mm 
hat  also  OA .  OA1  =  OC .  OC1;  man  hatte  aber  schon 
OA  .  OA1  =  OB  .  OB1,  woraus  folgendes  allgemeine  Theo- 
rem folgt: 

Wenn  drei  Systeme  von  zwei  Punkten  eine  Involu- 
tion bilden,  so  giebt  es  immer  einen  gewissen  Punkt  von 
der  Art ,  dass  das  Product  seiner  Entfernungen  von  dem 
beiden  Punkten  jedes  Systems  constant  ist. 

Umgekehrt:  Wenn  man  auf  einer  Transversale  ,  von 
einem  festen  Punkte  0  ausgehend,  zwei  solche  Punkte 
nimmt,  dass  das  Produkt  ihrer  Entfernungen  von  dem 
Punkte  0  einer  constanten  Quantität  gleich  ist,  so  wer- 
den  drei  Systeme  von  zwei  auf  diese  Weise  bestimmtem 
Punkten  in  Involution  sein. 

Wenn  die  beiden  ersten  Punkte  auf  derselben  Seite  vti 
O  genommen  sind,  so  mtiss  dasselbe  für  die  beiden  Punkte 
jedes  der  beiden  andern  Systeme  stattfinden,  damit  die  Pro- 
dukte dasselbe  Zeichen  erhalten.  Ein  Gleiches  gilt,  wenn  die 
beiden  ersten  Punkte  auf  verschiedenen  Seiten  des  Punktes  O 
liegen. 

13.  Das    vorhergehende   Theorem,     welches,     wie    ir 
glaube,    noch    nicht   hinlänglich    die  Aufmerksamkeit    Herr 


ie  Iber  dies»  Gegenstand  geschrieben,  auf  sich  gezogen 
st,  scheint  mir  för  die  Involution  von  sechs  Punkten  die 
nfachste  nnd  zugleich  die  Eigenschaft  zu  sein,  an  welcher 
ch  die  Involution  am  häufigsten  bei  den  geometrischen  Spe- 
ilaiionen  zeigt. 

Wir  wollen  sagen,  dass  der  Punkt  O,  bei  der  Involution 
m  sechs  Punkten  betrachtet,  der  Centralpunkt  der  Invo- 
tion  sei. 

14.  Dieser  Centralpunkt  fuhrt  ganz  natürlich  auf  die 
ippeüen  Punkte,  von  denen  wir  gesprochen  haben,  und 
•igt,  dass  diese  Punkte  imaginär  werden  können.  Denn  es 
ien  A,  A1,  B>  B1  die  vier  ersten  Punkte  einer  Involu- 
>n,  so  werden  sie  hinreichen,  ihren  Centralpunkt  O  zu 
stimmen.  Wenn  die  beiden  Punkte  A9  A1  auf  derselben 
»te  von  O  liegen,  so  wird  dasselbe  von  den  beiden  Punk- 
b  B,  JB1  nnd  von  den  beiden  andern  Punkten  C,  C1  gel- 
n,  welche  zur  Vervollständigung  der  Involution  dienen  soi- 
■•  Man  kann  annehmen ,  dass  diese  beiden  letzten  Punkte 
einen  einzigen  zusammenfallen,  welchen  wir  E  nennen, 
d  man  wird  zur  Bestimmung  dieses  Punkts  die  Gleichung 
hen: 

OA .  OA1  =  OB .  OB1 = OK2, 

Dieser  Punkt  E  kann  willkührlich  auf  der  einen  oder 
r  andern  Seite  des  Punktes  O  gewählt  werden,  so  dass  es 
so  zwei  solche  Punkte  E  giebt.  Wenn  daher  die  vier  er- 
m  Punkte  A,  Al  und  B,  B1  gegeben  sind,  so  wird  die 
rolntion  auf  zwei  Arten  durch  einen  fünften  Punkt  comple- 
t  werden  können ,  welcher  als  ein  doppelter  betrachtet  wer- 
ft wird. 

Wenn  man  aber  annimmt,  dass  die  beiden  ersten  Punkte 
y  A*  auf  verschiedenen  Seiten  von  O  liegen,  so  wird  es 
enso  mit  den  beiden  B,  B1  sein  und  mit  den  beiden  C,  C1, 
»lebe  die  Involution  completiren  müssen;  diese  beiden  letzten 
innen  also  nie  zusammenfallen.  Für  diesen  Fall  giebt  es 
her  keine  doppelten  Punkte;  die  Analysis  würde  für  ihre 
instruction  einen  imaginären  Ausdruck  geben. 

15.     Es  seien  sechs  Punkte  A,  A*;  B,  B1;  C,  C1   in 

rolntion.  Die  beiden  ersten  mögen  auf  einerlei  Seite  von 
»  Centralpunkt  O  liegen,  so  wird  man  zn  beiden  Seiten 
*es  Punkts  zwei  solche  Punkte  E  und  F  annehmen  kön- 
i,  dass 

ÔË2  =  OF2  =  OA .  OA1. 

II  • 
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Diese  doppelte  Gleichung  druckt  aus,  dass  die  beiden 
Punkte  K  und  F  conjugirte  harmonische  Punkte  in  Beug 
auf  die  beiden  ersten  A  und  Al  sind. 

Man  hat  aber  auch: 

OK*  s=(Mp  =  08.08'; 

die  beiden  Punkte  E  und  F  sind  also  auch  conjugirte  har- 
monische in  Bezug  auf  die  beiden  Punkte  B  und  B1  ud 
ebenso  für  die  andern  C,  C1«  Woraus  diese  schon  bekaute 
Eigenschaft  der  IuYolntion  von  sechs  Punkten  folgt,  dass  e§ 
zwei  Punkte  giebt,  welche  die  conjugirten  karmoniêcke* 
zu  den  beiden  Punkten  jeden  der  drei  Systeme  der  Jb- 
volution  *ind.  Diese  beiden  Punkte  liegen  zu  beiden  Seilen 
und  in  gleicher  Entfernung  von  dem  Centralpunkt  der  I&rs- 
lution.    Diese  Punkte  können  jedoch  imaginär  werden. 

16«  Es  ist  leicht  zu  sehen:  wenn  die  Punkte  B9  Bk 
auf  dem  Segment  AA1  oder  ganz  ausserhalb  dieses  Segments 
liegen,  so  werden  die  Punkte  E,  F  reell  sein;  wenn  dage- 
gen der  eine  der  beiden  Punkte  B,  B1  auf  dem  Segment 
AAS  selbst,  der  andre  auf  seiner  Verlängerung  liegt,  st 
werden  die  beiden  in  Rede  stehenden  Puukte  imaginär  sefa 
Denn  im  ersten  Fall  wird  der  Punkt  O ,  welcher  stets  reell 
ist,  offenbar  ausserhalb  der  beiden  Segmente  AA1  und  BB1 
liegen  müssen,  damit  die  Gleichung  OA.OA1  ==  OB.OB1 
stattfinden  könne;  d.  h.  die  beiden  Punkte  A,  Al  werden 
auf  einerlei  Seite  des  Punktes  O  liegen  und  die  beiden  Punkte 
E  und  F  worden  also  reell  sein.  Im  zweiten  Fall  wird  der 
Punkt  O  auf  dem  Stücke  liegen,  welches  den  beiden  Seg- 
menten AA1  y  BB1  gemeinschaftlich  ist,  und  die  beiden  Punkte 
A 9  A1  werden  auf  verschiedenen  Seiten  in  Bezug  auf  den 
Punkt  O  liegen,  deshalb  müssen  die  beiden  Punkte  E  und 
F  imaginär  sein.81) 

17.  Die  beiden  Punkte  E  und  F  erfreuen  sich  noch  einer 
andern  charaktcrischen  Eigenschaft,  welche  von  Apollonius 
in  seinem  Werke  De  sectione  determinata  bewiesen,  wie 
wir  es  aus  den  Sätzen  61 ,  62  und  64  im  siebenten  Buch 
der  Collectioncs  mathematicac  von  Pappus  ersehen;  dass 
nämlich  das  Yerhältniss 

EA.EA1   /  m       FA. FAS 

-  I  oder | 

EB.EB*  \  Ffi.Ffi1/ 


31)  Poncelet  hat  die  Untersuchung  über  die  beiden  Punkte  E 
und  F  auf  eine  andre  Art  angestellt,  indem  er  Rieh  der  geometri- 
schen Construction  zur  Bestimmung;  dieser  beiden  Punkte  bedient 
{Traité  des  propriétés  projeetives,  p.  2010 


ei*  maximum  oder  minimum  ist;  d.  h*  wenn  man  irgend 
einen  andern  Punkt  m  wählt ,  so  erreicht  das  Yerhältniss 

mA .  mA1 
mB  .  mB1 

sein  maximum  oder  minimum ,  wenn  der  Punkt  m  mit  ei- 
nem der  beiden  Punkte  E  ,  F  zusammenfallt,  welche  conju- 
girte  harmonische  Punkte  sind  in  Bezug  auf  die.  beiden  A,  Al 
nnd  in  Bezug  anf  die  beiden  B9  B1. 

18.  Zwei  Systeme  von  Punkten  A,  Al  nnd  B3  B1 
nnd  ihr  Centralpunkt  O  besitzen  folgende  Eigenschaft,  wel- 
che Ton  Pappus  (Sätze  45,  46,  ....  und  56  des  7tcn  Buchs 
seiner  Collect,  mathem.)  bewiesen  ist: 

Wenn  man  auf  einer  Geraden  AB  oder  auf  ihrer 
Verlängerung  irgend  einen  Punkt  m  wählt,  so  hat  man 
immer  diese  Relation: 


mA .  m  A1  —  mB .  mB1  =  (AB + A'B1) .  mO. 

Wenn  man  die  Mitten  der  beiden  Segmente  AAl  und 
BB*  dorch  a  nnd  ß  bezeichnet,  so  nimmt  diese  Relation  fol- 
gende Form  an: 

mA.mA1 — mB.mB1=2.a/3.mO. 

10.  Wenn  man  annimmt,  dass  der  Punkt  m  successive 
■il  A,  A1,  B,  B1  zusammenfällt,  so  erhält  man  die  be- 
nondern  Relationen  zwischen  den  fünf  Punkten  A,  Ax  y  B, 
BP  nnd  O,  welche  auch  von  Pappus  bewiesen  sind  in  den 
Sätzen  41 ,  42  nnd  43. 

Geometrische  Eigenschaften» 

20.  Die  älteste  geometrische  Eigenschaft  der  Involution 
von  sechs  Punkten  findet  sich  im  Pappus  (Satz  130  im  7ten 
Bach),  wo  man  sieht:  wenn  die  vier  Seiten  und  die  beiden 
Diagonalen  eines  Vierecks  durch  irgend  eine  Diagonale  in 
sechs  Punkten  A,  A1,  B,  Bl,  C,  &  getrofFen  werden,  von 
denen  die  beiden  ersten  auf  zwei  gegenüberliegenden  Seiten, 
die  beiden  folgenden  auf  den  beiden  andern  gegenüberliegen- 
den Seiten  nnd  die  beiden  letzten  auf  den  beiden  Diagonalen 
liegen,  so  hat  man  zwischen  den  Segmenten ,  die  durch  diese 
Fnnktc  gebildet  werden,   die  Gleichungen  (ft). 

Aus  diesem  Satz  folgt  offenbar  umgekehrt:  wenn  eine 
der  Gleichungen  (B)  stattfindet,  so  kann  man  durch  die 
sechs  Punkte  die  vier  Seiten  und  die  beiden  Diagonalen  eines 
Vierecks  legen;  nnd  nach  dem  Satz  des  Pappus  seh  Messt 
man  alsdann,  dass  die  drei  andern  Gleichungen  (£),  kraft 


der  ersten,  ebenfalls  stattfinden.  Anf  diese  Art  beweist  man 
vermittelst  des  geometrischen  Satzes  des  Pappus  diese  arith- 
metische Eigenschaft  der  Involution  von  sechs  Punkten,  dass 
irgend  eine  der  Gleichnngen  (B)  die  andern  drei  bedingt 
Und  da  man  durch  die  Combi  nation  dieser  Gleichnngen  uiter 
einander  unmittelbar  die  Gleichnngen  (Ä)  ableitet,  so  findet 
sich  anch  durch  den  einzigen  Satz  des  Pappus  bewieset, 
dass  die  sechs  Punkte,  in  denen  eine  willkührlich  in  der 
Ebene  eines  Vierecks  gezogene  Transversale  die  vier  8eit« 
nnd  die  beiden  Diagonalen  desselben  trifft,  unter  sieh  die 
Relationen  haben,  welche  durch  die  Gleichnngen  (A)  Assge- 
drückt werden. 

Der  Beweis  des  Theorems  von  Pappus  ist  leicht;  aber 
dadurch,  dass  die  Relationaler  Involution  eine  projeetrvischs 
ist,  kann  man  diesen  Beweis  vereinfachen,  wenn  man  das 
Viereck  so  projicirt,  dass  es  ein  Parallelogramm  wird.  Anf 
diese  Art  hat  Brianchon  dieses  Theorem  in  seinem  Memoire 
über  die  Linien  des  zweiten  Grades  bewiesen. 

22.  Es  scheint  nicht,  dass  Pappu*  die  Relationen  (jt^ 
welche  acht  Segmente  enthalten,  gekannt  habe.  Denn  utcr 
seinen  Sätzen  über  das  Viereck,  welches  von  einer  Trans- 
versale geschnitten  ist,  finden  wir  nnr  einen,  der  sich  aif 
diese  Relationen  bezieht;  nnd  dieses  ist  ein  besondrer  FalL 
Die  Transversale  ist  durch  den  Dnrchschnittspnnkt  zweier 
gegenüberliegenden  Seiten,  parallel  mit  einer  Diagonale  ge- 
zogen (Satz  133).  Die  beiden  Sätze,  welche  diesem  voraus- 
gehen, könnten  auch  als  besondre  Fälle  der  Relationen  (A) 
betrachtet  werden;  da  sie  aber  unmittelbar  anf  den  Satz  130 
folgen,  von  dem  sie  auch  besondre  Fälle  sind,  so  müssen 
wir  sie  auf  diesen  beziehen  und  sie  als  Corollarien  der  Rela- 
tionen (B)  betrachten,   welche  dieser  Satz  130  ausdrückt. 

23.  Die  Relationen  (A)  scheinen  nicht  über  Desargnn 
hinauszugehen.  Unter  ihrer  Form  charakterisirte  dieser  Geo- 
meter  die  Involution  von  sechs  Punkten,  bei  Gelegenheit  da 
folgenden  schönen  Theorems,  welches  in  der  neuern  Geome- 
trie so  ausserordentlich  fruchbar  geworden  ist: 

Wenn  ein  Viereck  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben 
ist,  so  sind  die  Punkte,  in  denen  irgend  eine  Trausver- 
versale  den  Kegelschnitt  und  die  vier  Seiten  des  Vierecks 
trifft ,  in  Involution. 

Es  ist  ausserordentlich  leicht,  dieses  Theorem  durch  ein- 
fache geometrische  Betrachtungen  zu  beweisen.  3S) 


32)  S.  Note  XV. 


3*7 

24.  Man  schliesst  daraus  successive  auf  die  beiden  fol- 
Baden  allgemeineren: 

Wen»  zwei  Kegelschnitte  einem  Viereck  umgeschrie- 
m  sind,  und  man  zieht  irgend  eine  Transversale,  welche 
eseCmrve»  in  vier. Punkten  und  zwei  gegenüberliegende 
nten  des  Vierecks  in  zwei  andern  Punkten  schneidet, 
•  werden  diese  sechs  Punkte  in  Involution  sein. 

Wen»  drei  Kegelschnitte  einem  Viereck  umgeschrie- 
»  sind,  so  werden  sie  von  irgend  einer  Transversale 
sechs  Punkten  geschnitten,  die  in  Involution  sind. 

Diese  beiden  Theoreme  sind,  wie  man  sieht,  eine  Ver- 
Igemeinerung  des  von  Desargues,  welches  sich  daraas  als 
»rollar  folgern   lässt.     Sturm  hat  sie  zuerst  analytisch  be- 


25.  Das  erste  kann  zum  Beweis  verschiedener  Eigen- 
haften  der  Involution1  von  sechs  Punkten  dienen,  welche 
r  arithmetische  genannt  haben.  Zu  dem  Ende  betrachtet 
la  verschiedene  andre  Kegelschnitte,  welche  durch  dieselben 
takte  gehen,  als  die  drei  ersten,  indem  jeder  von  ihnen 
rch  eine  fünfte  Bedingung  bestimmt  sein  kann.  Wenn  man 
riangt,  dass  einer  dieser  Kegelschnitte  von  der  Transver- 
le  tangirt  wird,  so  wird  man  die  doppelten  Punkte  fin- 
a;  weaa  man  will,  dass  der  eine  Kegelschnitt  eine  Asym- 
oto  parallel  mit  der  Transversale  hat,  so  findet  man  den 
mtrmlpunkt;  u.  s.  w. 

26.  Eine  sehr  wichtige  Eigenschaft  der  Involution  von 
ehe  Punkten  ist  diese: 

Wenn  man  von  einem  willkührlich  gewählten  Punkt 
rade  Linien  nach  diesen  sechs  Punkten  zieht ,  so  wer- 
»  die  Involution*  -  Relationen  (A)  und  (B),  welche  für 
t  Segmente  zwischen  diesen  Punkten  gelten  ,  auch  unter 
»  Sinussen  der  diesen  Segmenten  gegenüberliegenden, 
fischen  den  sechs  Geraden  enthaltenen  Winkel  statt- 
tden. 

Man  beweist  diesen  Satz  gewöhnlich  dadurch,  dass  man 
'.  Segmente  als  Functionen  der  Sinusse  der  Winkel  betrach- 
Aber  die  Theorie  des  anharmonischen  Verhältnisses 
ischen  vier  Punkten  liefert  uns  einen  einfachem  Beweis, 
an  es  reicht  die  Bemerkung  hin,  dass  jede  der  Involutions- 
lationen  {A)  und  (B)  eine  Gleichheit  zweier  anharmoni- 
len  Verhältnisse  ist  (wie  wir  es  im  zweiten  Thcilc  dieser 
»te  zeigen  werden).     Diese  Verhältniese  behalten  denselben 


33)  Annales  des  mathématiques,  tarn.  XVII,  p.  180. 


Werth,  wenn  man  in  ihnen  statt  der  Segmente  die  Sinne 
der  Winkel  snbstituirt,  welche  zu  diesen  Segmenten  gehör«) 
folglich  findet  die  Involution*  -Relation  zwischen  den  Sinussen 
der  Winkel  statt,  welche  die  sechs  Geraden  unter  einander 
bilden. 

Umgekehrt,  wenn  eine  solche  Relation  zwischen  den  Si- 
nussen der  Winkel  stattfindet,  welche  sechs  Ton  Einem  Punkte 
ausgehende  gerade  Linien  unter  einander  bilden ,  so  sehneidet 
irgend  eine  Transversale  diese  sechs  Linien  in  sechs  Punk- 
ten, die  in  Involution  sind.  —  Man  sagt,  dass  diese  seehl 
Geraden  einen  Linienbüschel  in  Involution  (faisceau  «s 
involution)  bilden. 

27.  Von  dieser  Beschaffenheit  sind  die  sechs  Tangenten, 
welche  von  Einem  an  drei  in  ein  Viereck  eingeschriebene  Ke- 
gelschnitte gesogen  werden. 

28.  Man  kann  die  Gerade,  welche  zwei  gegenüberlie- 
gende Scheitel  des  Vierecks  verbindet,  als  den  einen  der  Ke-  , 
gelschnitte  betrachten,  dessen  eine  Axe  Nnll  geworden  ist; 
als  einen  zweiten,  die  Gerade,  welche  die  beiden  andern 
Scheitel  verbindet;  und  endlich  als  einen  dritten  Kegelschnitt 
die  Gerade,  welche  die  Durchschnittspunkte  der  gegenüber- 
liegenden Seiten  verbinde! .  Und  man  folgert  dann  ans  des 
angeführten  allgemeinen  Theorem  mehre  Corollarien,  von  de- 
nen eines  das  folgende  Theorem  ist: 

Die  sechs  Geraden,  welche  von  Einem  Punkt  nach 
den  vier  Scheiteln  und  den  beiden  Durchschnittspunkte» 
der  gegenüberliegenden  Seiten  eines  Vierecks  gezogen 
werden,  bilden  einen  Linienbüschel  in  Involution  \  m 
dass  also  jede  Transversale  diese  sechs  Linien  in  sechs  Punk- 
ten trifft,  die  in  Involution  sind. 

29.  Wir  finden  im  Pappns  nur  einen  Satz,  weichet 
sich  an  dieses  Theorem  anschliessen  könnte;  das  ist  der 
135ste  im  7ten  Buch,  Man  ninss  darin  zwei  Seiten  des  Vier- 
ecks unter  einander  parallel  annehmen  und  die  Transversale 
ebenfalls  mit  diesen  parallel  nnd  gehend  durch  den  Durch- 
schnittspunkt  der  beiden  andern  Seiten. 

30.  Von  der  Relation  der  Involution  scheint  es  uns ,  dass 
sie  sich  häufig  bei  mehren  geometrischen  Theorien,  beson- 
ders bei  der  der  Kegelschnitte,  darbieten  müsse.  Man  hat 
sie  jedoch  fast  nur  bei  dem  System  von  drei  Kegelschnitten 
betrachtet,  welche  einem  Viereck  ein-  oder  umgeschrieben 
sind,  und  bei  den  besondern  Fällen  eines  solchen  Systems. 


Wir  werden  am  Ende  des  zweiten  Theils  dieser  Note 
Igen,  da»  diese  Relation  nnter  vielen  andern  Umstanden 
rkommen  kann. 


Zweiter    Theil. 

31.  Die  Eigenschaften  der  Involution  von  sechs  Punk- 
i,  welche  wir  so  eben  im  ersten  Theil  dieser  Note  ansein- 
dergesetzt  haben,  sind,  wie  ich  glaube,  die  einzigen  be- 
traten, nnd  sogar  weis9  ich  nicht,  ob  das  Vorhandensein 
s  Centralpunkts  nnd  die  wichtige  Rolle,  welche  er  in  die- 
r  Theorie  spielt,  ausdrücklich  bemerkt  sind.  Aber  die  In- 
lation  vou  sechs  Punkten  erfreut  sich  noch  mehrer  andrer 
genschaften  nnd  kann  nnter  andern  Gestalten  ausgedruckt 
n-den,  welche  von  den  Gleichungen  (A)  und  (B)  verschie- 
m  sind  und  bei  vielen  geometrischen  Untersuchungen  von 
itzen  sein  können. 

Sie  wichtigste  Eigenschaft  dieser  Relation  der  Involution, 
e,  welche  uns  die  Quelle  aller  andern  zn  sein  scheint,  be- 
bt auf  dem  Begriff  des  unharmonischen  Verhältnisses. 
ieee  Haupteigenschaft  erlaubt  uns  selbst  eine  neue  Definition 
r  die  Involution  von  sechs  Punkten  zn  geben,  eine  Défini- 
ra, welche  die  beiden  Arten  von  Gleichungen  (A)  nnd  (B) 
i  gleicher  Zeit  umfasst  nnd  welche  auf  %anz  natürlichem 
rege  sn  den  verschiedenen  andern  Ausdrucken  der  Involu- 
ra  Ten  sechs  Punkten  fuhrt. 

32.  Wir  werden  sagen:  Sech*  Punkte,  von  denen  je 
pei  und  zwei  conjugirte  sind ,  sind  in  Involution,  wenn 
is  anharmonische  Verhältniss  von  vier  unter  ihnen  gleich 
res  ihrer  conjugirten  ist. 

So  sind  die  sechs  Punkte  A>  B3  C,  A1,  B1,  &,  von 
:nen  die  drei  A1,  Bl,  Cl  respective  die  conjugirten  der  drei 
eten  sind,  in  Involution,  wenn  das  anharmonische  Ver- 
iltniss  der  vier  Punkte  A,  B >  C  und  C1  gleich  ist  dem 
(harmonischen  Verhältniss  ihrer  conjugirten  A1,  Bl ,  C1 
id  C,  d.  h.  wenn  eine  der  drei  folgenden  Gleichungen  statt- 
idet  : 

CA       CJA  _    C|A*       CA*^ 

Cb"  ;  CMB  ""    C!B*  5    CB1  * 

CA       BA  C*A*        BlA} 


CC1   "  BC1  ~~    C!C     "    BHl   ' 
CB        AB    __    C'B*        A'B1 
CC  »  :  ÄC1  "    C*C    "    A<C  ' 


oder  s 

CAICA1    _  C*  A*  .  C'A 

.    CB.CB1    ~"  CW.C1*' 

C  A .  AW  •  BC1  =  C'A1 .  AB .  B!C , 
CB .  B1  A1 .  AC1 = ClB* .  BA .  A*C. 

Man  sieht,  dass  eine  yon  den  drei  Gleichungen  die 
den  andern  bedingt,  weil  jede  von  ihnen  ausdrückt,  da» 
das  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Punkte  A,  B,  C 
and  C1  gleich  ist  dem  der  vier  Punkte  Al,  B1,  C1  und  C, 
welche  einzeln  den  vier  ersten  correspondirent 

Unsre  Definition  der  Involution  von  sechs  Punkten  liefert 
also  drei  Gleichungen,  von  denen  eine  jede  die  beiden  anéen 
bedingt  und  genügend  ist,  um  die  Involution  auszudrucken« 

33.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  jede  dieser  drei  Re- 
lationen vier  andre  in  sich  schliesst,  welche  mit  den  drei 
ersten  die  Gleichungen  (A)  und  (B)  vollständig  mach»,  h 
der  That  kann  z.  B.  die  Gleichung 

CA .  A*B* .  BC1 = C1  A1  •  AB .  B'C 

auf  drei  Arten  in  die  Form  einer  Gleichheit  zweier  anharm- 
nischen  Verhältnisse  gebracht  werden,  wovon  die  erste  die 
zweite  Gleichung*! er  obigen  Gruppe  ist,  und  die  beiden  an- 
dern folgende  zwei  Gleichungen  sind: 

CA  BX^  _  C'A1  B|A* 

CB1  !     BB1    ~~  CfB    '  B!B  ' 

CA  A^A    _  CW  AA^ 

CB1  :    A^B1  ~~  C*B    ''  AB  " 

Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  zeigt ,  dass  das.  an- 
harmonische  Verhältniss  der  vier  Punkte  A,  Bf  C,  ß1  gleich 
ist  dem  der  vier  correspondirenden  Punkte  A*y  B1  >  &,  B\ 
weshalb  man  noch  diese  beiden  Gleichungen  hat: 

CA       B*A  C*Al        BA* 


oder 


CB  *  B*B 

CW        BB1  ' 

CB        AB 

ClBl        AW 

CB1   "  AB1 

C*B     "    A*B   ' 

CA  A'B.B'C^ 

sC'A'.AB'.BC, 

BA .  BA1 

B'A.B'A1 

BC.BC1  BtC.BH?1 


Ebenso  zeigt  die  zweite  jener  beiden  Gleichungen,  dass 
is  unharmonische  Yerhältniss  der  vier  Punkte  Ay  Bl,  C, 
l1  gleich  ist  dem  der  Tier  correspond irenden  Punkte  A1, 
\,  C1,  Ai  wodurch  man  folgende  zwei  Gleichungen  erhält  : 

CA  B*A    _  C'A*       BA1 

CA1   :  B'A1  ~  "cT  :   BA   ' 

CB*  AB^  _  C*B        A*B 

CA1   :  AA1    ~~  C»A    "*  A*A  ' 

1er 

AC.AC1  _  A'C  . A*C 
AB  •  AB*  ~~  A»B*  .  A*B  ' 
CB1 .  B  A1 .  AC1  =  C*B  •  B*A .  A*C. 

Es  ergeben  sich  also  die  Gleichungen  (A)  und  (B)  aus 
r  Definition,  welche  wir  für  die  Involution  von  sechs  Punk- 
■  gegeben  haben« 

34.  Wir  haben  gesehen,  dass  die  Gleichung 

CA.A'B'.BC1  =  C^.AB.B^C 

:  gleicher  Zeit  drei  Gleichheiten  von  anharmonischen  Ter- 
Jtnissem  ausdruckt:  nämlich  zwischen  den  vier  Punkten 
!,  B,  C,  C1  nnd  ihren  correspondirenden  A1,  B1,  C1,  C; 
rischen  den  vier  Punkten  A,  B,  C,  B1  und  ihren  eorre- 
»ondirenden;  und  endlich  zwischen  den  vier  Punkten  A,  B1, 
,  A}  und  ihren  correspondirenden. 

Jede  der  andern  Gleichungen  (B)  druckt  ebenfalls  eine 
eichheit  der  anharmonischen  Yerhältnisse  zwischen  drei 
rschiedenen  Paaren  der  vier  Punkte  aus,  nnd  man  erkennt 
ich,  dass  jede  der  Gleichungen  (A)  eine  Gleichheit  der  an- 
rmonischen  Yerhältnisse  zwischen  zwei  Paaren  der  vier 
inkte  ausdruckt.  Man  schliesst  hieraus:  wenn  die  sechs 
wnkte  A  nnd  A1 ,  B  und  B1 ,  C  nnd  C1  in  Involution 
wd9  so  ist  das  anharmoniseche  Verhältnis*  von  irgend 
ticken  vier  nnter  ihnen,  von  denen  drei  den  drei  Sy- 
msen  angehören,  gleich  dem  anharmonischen  Verhält- 
ss  der  correspondirenden  Punkte. 

35.  Wir  sagten ,  dass  die  drei  von  den  vier  ersten  Punk- 
i  den  drei  Systemen  angehören  müssten;  denn  sonst  war- 
ft zwei  von  den  sechs  Punkten  nicht  in  die  aus  den  beiden 
harmonischen  Yerhältnissen  entstehende  Gleichung  einge- 
n.  Wenn  z.  B.  A3  B,  Al ,  Ä1  die  vier  ersten  Punkte 
Iren,  so  würden  ihre  correspondirenden  A1,  ß1,  A,  B 
in,  nnd  indem  man  das  anharmonische  Verhältniss  der  vier 


ersten  gleich  dem  der  vier  andern  setzte,  halte  man  nicht 
eine  Relation  zwischen  den  sechs  gegebenen  Paukten,  weil  C 
and  C1  nicht  mit  darin  enthalten  sind.  Aber  die  resnltireade 
Gleichung  wurde  eine  identische  sein.  Wir  können  daher 
ganz  allgemein  das  folgende  Theorem  aassprechen: 

Wenn  sechs  Punkte,  van  denen  sich  je  zwei  tmi 
zwei  correspondirent  in  Involution  sind,  so  ist  das  <m- 
harmonische  Verhältnis  von  irgend  welchen  vier  unter 
ihnen  gleich  dem  anharmonischen  Vcrhältniss  der  vier 
ihnen  respective  correspondirenden  Punkte, 

Dieses  Theorem  scheint  ans  die  fruchtbarste  Eigenschaft 
der  Involution  von  sechs  Punkten  auszudrücken;  es  fuhrt  n 
verschiedenen  bisher  noch  nicht  bemerkten  Ausdrücken  der 
Involution,  welche  wir  angeben  wollen. 

36.  Wir  haben  in  der  vorigen  Note  gesehen ,  dass  die 
Gleichheit  der  anharmonischen  Verhältnisse  zweier  Systeme 
von  vier  Punkten  sich  auf  drei  Arten  durch  eine  Gleichiig 
mit  drei  Termen  ausdrucken  lasse;  woraus  man  findet,  dasi 
die  Bedingung  der  Involution  von  sechs  Punkten  sieh  dird 
eine  Gleichung  mit  drei  Termen  anf  zwälf  Arten  angehet 
lässt.  Tier  von  diesen  zwölf  Gleichungen  enthalten  das  Seg- 
ment AAly  welches  zwischen  zwei  coujngirten  Punkten  liegt, 
yier  enthalten  das  Segment  Bß1  and  vier  endlich  das  Seg- 
ment CC1.    Die  vier  ersten  dieser  Gleichungen  sind: 

AB.AC       .      AB^A^C1    _ 

—  *  » 


AA'.BC       *      AAMMC1 

AB1 .  A'C    _ 


AB .  AJCl 

r  + 


CC) 


AA1 .  BC1       '      AA1 .  B'C 
ACAlB  '         l^Cjj^1*1 

AC.A'B1  ACl.A!B     _ 


AA'.CB1      '      AA'.C'B 

Auf  ähnliche  Weise  bildet  man  die  vier  Gleichungen,  « 
welche  das  Segment  BBl  eingeht,  und  die  vier  andern  ait 
drm  Segment  CC1  ;  im  Ganzen  zwölf  Gleichungen,  von  denei 
jede  die  eilf  übrigen  bedingt.  Jede  von  ihnen  enthält  acht 
Segmente,  worunter  sieben  von  einander  verschieden  sind. 

37.  Man  hat  auch  noch  folgende  acht  Gleichungen 
welche  von  den  vorhergehenden  verschieden  sind,  obgleich 
sie  auch  aus  drei  Termen  bestehen  und  acht  Segmente  er- 
halten, worunter  sieben  verschieden  sind: 


AC.AC*  BC.BC*     _ 

1 AB. AB1    +     BA.BA'  *' 

AB.  AB1  CB.CB1     _ 

2 acTac1"  +    CA. CA1        *  ' 

A'C.AW  J^TO^  _ 

'S A»B.AlB»    +      BÂTbÂ»"  ~~  *  * 


A'B.AW     .       CB.CB1 
14.    ...... 

I» 


AlC.A«C*  T     CA1. CA  ' 


#     AC .  AC     _  B'C.B'C1 

AB1.  AB  B'A.BIA1    **      ' 

AB.  AB1  C'B.Ç'B' 

'2 "ÄC.Äc'  +  C'A.  C'A*    "  '  > 

A^.A'C1     .  B^.B'C1 

al 4* -—  « 

• Atnl     Ain       ■  Dlil    nia              M  9 


\* r^-77^  +  :,::".  - 1. 


A'B'.A'B     '      BMJ.B'A 

A«B .  A'B1  CfB .  C!Bl 

A'C^A'C  C'A1 .  C'A 

Yob  diesen  acht  Gleichungen  leiten  sich  die  vier  letzten, 
il  den  Nummeern  l1,  21,  31,  41  bezeichneten,  respective 
is  den  Tier  ersten  1,  2,  3,  4  vermittelst  der  Gleichungen 
!  ab.  —  Wir  geben  späterhin  (45)  den  Beweis  für  diese 
sfct  Gleichungen. 

38.  Es  giebt  auch  eine  Formel  von  andrer  Gestalt, 
eiche  die  Involution  von  sechs  Punkten  dnreh  eine  Glei- 
tflug mit  vier  Termen  zwischen  sechs  verschiedenen  Seg- 
enten ausdrückt. 

Et  seien  a,  ß,  y  die  Mittelpunkte  der  drei  Segmente 
LI1,  BBl,  CC1,  und  nehmen  wir  an,  dass  diese  drei 
mnkte  in  der  Ordnung  a,  ß,  y  liegen,  so  hat  man  die  Re- 
ition : 

(E) "öXa./*y— ^ßB2  .ay'-ÇyC7  .aß  =  aß.ßy.ya. 

Diese  Gleichung  steht  für  sich  allein  da,  d.  h.  es  giebt 
teile  iweite,  welche  dieselbe  Form  hat«  Ihr  Beweis  leitet 
ieh  (40)  aus  einer  andern  allgemeinen  Eigenschaft  ab,  die 
rir  weiter  nuten  geben  werden. 

39.  Wenn  die  beiden  Punkte  C  und  C1  in  einen  einzi- 
{ca  B  intammenfallen,  so  geht  diese  Relation  über  in: 

"SÄ*  .ßE  — ^ßB2 .  «E  =  a/?.  äR  t  ßR. 

Wenn  ausserdem  noch  die  beiden  Punkte  B  und  B1  in 
inen  einzigen  F  zusammenfallen ,  so  wird  : 

oAa=aB.«F. 
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Dieses    ist  eine  von  den  Formeln,    welche  ftisdrirkei, 
dass  die  Pnnkte  At  AS  conjngirte    harmonische  Punkte   ii  , 
Bezug  auf  die  beiden  E  nnd  F  sind« 

40.  Man  kann  bekanntlich  die  harmonische  Rdatioi 
zwischen  vier  Punkten  mit  Hülfe  eines  fünften  willkührlidun 
Punkts  ausdrücken,  auf  den  man  die  vier  gegebenen  bezieht 
Ebenso  giebt  es  auch  eine  Art,  die  Involution  von  eeelft 
Punkten  auszudrücken,  indem  man  sich  eines  Hülfspuiktf 
bedient,  auf  den  man  die  sechs  gegebenen  Punkte  beiiekt 
Diese  Manier  giebt  zu  einer  unendlichen  Anzahl  voi  Glei- 
chungen Gelegenheit,  von  denen  jede  genügt,  um  die  hm- 
lution  auszudrücken. 

Es  seien  A  und  A\ ,  ß  ond  i?1 ,  C  nnd  C1  die  secb 
Punkte  in  Involution  und  m  ein  siebenter  Punkt,  der  wiH- 
kührlich  auf  derselben  Geraden  gewählt  ist,  auf  welcher  & 
ersteren  liegen;  a,  ß,  y  seien  die  Mittelpunkte  der  Segmeito 
AAl,  Äff1,  C&,  welche  in  der  gegebenen  Ordnung  auf  eil- 
ander folgen  sollen,  so  hat  man  die  Relation: 

CF) mA.mA'./fy — mB.mB^ay+mC.mC^.a^a 

Diese  Gleichung  findet  statt,  welches  auch  die  Lage  im 
Punkts  m  sein  mag. 

Wenn  man  annimmt,  dass  dieser  Punkt  der  Reihe  nack 
mit  den  Punkten  in  Involution,  oder  mit  den  Punkten  a,  ß,  j 
oder  mit  verschiedenen  andern  bestimmten  Punkten  zusammen, 
fällt,  so  wird  man  verschiedene  Relationen  erhalten,  welche 
alle  die  Involution  von  sechs  Punkten  ausdrücken. 

41.  Der  Beweis  der  Gleichung  (F)  ist  leicht.  Wir  wol- 
len zeigen,  dass  diese  Gleichung,  wenn  sie  für  eine  Lage 
des  Punktes  m  stattfindet,  sie  auch  für  irgend  eine  aidr? 
Lage  dieses  Punktes  gelten  müsse;  d.  h.  wenn  man  die  nevt 
Lage  des  Punktes  m  nennt,  dass  man  nothwendig  habet 
müsse  : 

CFO MA.BIA1./^— MB.MB1.ay+MC.MC1.a0=O$ 

nnd  hernach  wollen  wir  nachweisen,  dass  die  Gleichung  (F) 
für  eine  gewisse  Lage  des  Punktes  m  wirklich  stattfindet 

Um  die  Gleichnng  (JF1)  ans  der  Gleichung  (F)  abxidri- 
ten,  schreibe  ich: 

mA=MA  — Mm,  m A1^ MA1— Mm, 

mA.mA1 =MA  .MA1  —  CMA+MA1)  .Mm+Mm* , 

oder  mA.mA1=BIA.MA1  —  2Ma.Mm+Mm\ 

Ebenso  mB.mB1=MB.MB1— 2M£.Mm+Mm2 

«nd  mC.m&^MC.MC1  — 2My.Mm+Mm. 


Die  Gleichung  (F)  wird  also: 

0=MA.MA».fr— MB.M&.ay+MC.M&.aß— 

2Mm.(ßy.Ma—ay.Mß+aß.My)+(ßy—ay+aß)Mm*. 

Man  hat  aber  i wischen  den  Tier  Grössen  o,  ß9  y,  M 
*  Relation: 

ßy.Ma — ay.Mß+aß.My  =  Oj 

e  wir  es  in  Note  IX  (p.  313)  bewiesen  haben;  ebenso  hat 
in  iwischen  den  Pnnten  a,  ß,  y  die  Relation 

ßy— «y+«0=o; 

s  obige  Gleichung  reducirt  sich  also  auf  die  Gleichung  (i*1), 
18  wir  beweisen  wollten. 

Es  ist  noch  zu  beweisen,  dass  die  Gleichung  (F)  für 
le  gewisse  besondre  Lage  des  Punkts  m  stattfindet«  Neb- 
m  wir  an,  dass  der  Pnnkt  im  Centralpunkt  der  Involu- 
■  der  sechs  Punkte  liegt,  so  hat  man  m  A  .m A1  =  mB 
•B1  =  mC  •  mO  y  und  die  Gleichung  reducirt  sich  auf  die 
»tische  : 

ßy — ay  +  aß=0. 

Es  ist  mithin  die  Gleichung  (F1),  oder  die  ihr  ähnliche 
7  bewiesen. 

42»  In  der  Gleichung  (F)  kann  man  die  Segmente  aßy 
,  ßf  durch  andre  Çegmente  zwischen  den  Punkten  A>  A\ 
,  Bl,  C,  C1  allein  ersetzen;  denn  man  hat: 

BC  +  BiC1  AC  +  A!Cl  AB  +  A!Bl 

ßy  =  — 2 — ,  *y  =  — - — ,  «tf  =  — ä — . 

43*  Wenn  wir  annehmen,  dass  in  der  Involution  die 
iden  Punkte  C,  C1  in  einen  einzigen  Punkt  E  und  die  bei- 
n  Punkte  B3  B1  ebenfalls  in  einen  einzigen  F  zusammen- 
Den.  so  wird  die  Gleichung: 

(6) mA.niA'.EF— mF2.aE+m52.aF=0. 

Diese  Gleichung  druckt  eine  Relation  zwischen  den  vier 
mkten  A,  A1  >  E,  F,  von  |denen  die  beiden  ersten  con- 
girte  harmonische  Punkte  in  Bezug  auf  die  beiden  an- 
tra sind,  und  einen  fünften  willkührlich  gewählten  m  ans. 
ftd  indem  man  diesem  fünften  Punkt  verschiedene  besondre 
igen  riebt,  erhält  man  verschiedene  Ausdrucke  des  harmoni- 
hen  Verhältnisses  von  vier  Punkten. 

44.  Die  Gleichung  F  scheint  uns  bis  jetzt  der  ausge- 
hateste  und  fruchtbarste  Ausdruck  fur  die  Involution  von 
che  Punkten;  denn  man  folgert  daraus  alle  die  verschiede- 
*a  Gleichungen,  welche  wir  gegeben  haben,  nnd  noch  man- 


che  andre,  welche  einfache  Ausdrücke  für  mehre  ^erUkiMt 
yon  Produkten  der  Segmente  liefern,  welche  man  in  ém 
Theorie  zn  betrachten  hat. 

Wenn  man  z.  B.  annimmt,  dass  der  Punkt  m  mit  dm 
Pnnkt  A  zusammenfällt,  so  findet  man  diesen  einfachen  Ab- 
druck für  das  Verhältniss  AC.AC1  zu  AB. AB*: 

AC . AC    _    «y  _  AC+A^C1 

AB. AB1  aß    ""  AB+AW' 

A^.A1!!1 
Der  Ausdruck    .t       t  t    ist  derselbe;  woraus  mai  Mi 

die  Gleichungen  (A)  schliesst. 

45.  Wenn  man  annimmt,  dass  der  Punkt  m  in  B  liegt, 
so  wird  : 

BC .  BC!      _  ßy_  _  BB  +  B'C1 

BA.BA1     ~"         ~ßä  BA+  B!Al# 

Addirt  man  Glied  fur  Glied  diese  Gleichung  zu  der  yw- 
hergehenden  und  bemerkt  man,  dass  ay—ßy^aß  ist,  tl 
erhält  man  die  erste  der  acht  Gleichungen  (!>)• 

46.  Die  Gleichung  (K)  läset  sich  auch  sehr  leicht  an 
der  Gleichung  (F)  ableiten. 

Man  hat  in  der  That  zwischen  den  drei  Punkten  a,  /?,  / 
und  irgend  einem  vierten  Punkt  m  nach  Math.  Stewart  fol- 
gende Relation: 

"mä2.ßy  —  mß2  .ay +my2  ,aß=aß .  ßy .  ya.  u} 

Wenn  mau  von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  (f)  ab- 
zieht, so  cutsteht 

Cmö2  —  nA.mA1).^-  G*ß2 — mB.mB,).«y +(mya — mC  .  mCl  **f 

=  aß.ßy.ya* 

Man  hat  aber 

ma2  —  «A  2 =(mo + aA)  (Da  —  aA) = mA .  mA1 , 

also  

ma  —  mA.mA1=aA  • 

Ebenso  wird 

'mß2—mB.mBl=^ß£2  und  my2— mC.mC^yC*. 
Die  obige  Gleichung  wird  also: 

aAm.ßy-^ßB2.ay+yC*.aß  =  aß.ßy.ya, 

was  wir  beweisen  wollten. 


34)  S.  Vierte  Epoche,  S*  28. 


m 

47.  Mm  schliesst  auch  ans  der  Gleichung  (F)  auf  die 
Sgenschaft  des  Central  punk  ts,  welche  schon  Pappns  «bekannt 
ar  (18).  Diura  nehmen  wir  den  Ponkt  C1  in  der  Unend- 
cfckeit  an,  se  dass  der  Punkt  C  der  Centralpunkt  O  wird; 
td  schreiben  die  Gleichung  (F)  unter  die  Form  : 

ay                      aCl 
mA.mA1  — mB.mB1.  —  +  mC.a/S.* r=  a 

Der  Punkt  y  liegt  in  der  Unendlichkeit  nnd  man  hat; 

ft         *'   **         ■        2 
■C1  mC»  2 


0y  ßQ+ß&       jc_       ß&. 

mC1  mC1 

Es  ist  aber: 

ßC  ßC1  mC1 

-L--  =  0  und  — —  =  i,  also =  2: 

mC1  mC1  *  ßr 

i  Gleichung  wird  daher: 

mA  .mA1  —  mB  .mB,+2.  aß.mO  =0. 

«  ^    ,       *    AB+A«B» 

Wenn  man  aß  durch ersetzt f  so  erhalt  man 

»  Gleichung  des  Pappus. 

48.  Wenn  man  annimmt,  dass  die  beiden  Punkte  B,  Bl 
dem  einen  der  doppelten  Punkte  E  der  Involution  zusam- 

»Callen,  so  wird  diese  Gleichung 

CH) mA.mA1  — mK2+2.aE.mO=0. 

49.  Wenn  die  beiden  Punkte  A,  A1  in  dem  zweiten 
ippelten  Punkt  F  zusammenfallen,  so  wird 

mK2— mK2 + 2 .  BF .  mO  =  0. 

Diese  Gleichung  druckt  eine  Relation  zwischen  irgend 
eichen  drei  Punkten-  m3  E,  F  und  dem  Mittelpunkt  der 
riden  letztern  aus, 

60.  Die  erste  der  Gleichungen  (D)  und  die  Gleichung 
ff)  geben  einen  Beweis  für  den  von  Apollonius  bewiesenen 
'all  des  maximum  oder  minimum,  von  dem  wir  (17)  ge- 
brochen haben.     Denn  ans  der   ersten   dieser  beiden  Glei- 

»  .  .        AC.AC1  .      A 

rangen  sieht  man,  das  das  Verhältmss  — B  Apl  ,  worin  A 

Il  der  veränderliche  Fonkt  angenommen  wird ,  ein  maximum 
1er  minimum  wird,  wenn  das  Product  BA •  BAl  selbst  ein 

der  Cteom.  m 
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mfnimum  oder  maximum  ist.  Der  Gleichung  (üf)  gtmäi 
hat  man  aber 

BA.BA>=BE2— 2.«E.B0. 

Das  Prodact  BA.BA1  wird  also  ein  maximum  M 

ein  minimum,  wegen  der  Zeichen),  wenn  der  variable  Ute 
firient  uE  Null  wird.  Dann  fallen  die  beiden  Punkte  A9  À 
mit  dem  Punkte  E  zusammen.  Und  dieses  ist  der  Sali  à 
Apollonius« 

51.  Man  kann  die  Invelntion  von  sechs  Punkten  wm 
durch  eine  Gleichung  ausdrücken,  in  welche  zwei  willkik 
lieh  gewählte  Punkte  eingehen« 

Es  seien  m  und  n  diese  Punkte  und  es  sei  a  der  cm 
jugirte  harmonische  Punkt  von  n  in  Bezug  auf  A  und  A 
ebenso  ß  der  conjugirte  harmonische  von  n  in  Bezug  uf  i 
und  jB1  und  y  der  conjugirte  harmonische  von  n  in  Best 
auf  C  und  C1:  dann  wird  man,  welches  auch  die  Lage  A 
beiden  Punkte  m  und  n  auf  der  geraden  Linie,  auf  der  è 
Punkte  der  Involntion  liegen,  sein  mag,  diese  Relation kaba 

m  A .  m  A1  iftB  .  mB1  mC  .  mC1 

Wenn  man  annimmt,  dass  der  Punkt  n  in  der  Une^i 
lichkeit  liegt ,  so  wird  diese  Gleichung  die  Formel  (F);  wé 
che  Bemerkung  hinreicht,  die  Legitimität  dieser  Gleichung« 
zeigen. 

52.  Wenn  der  Punkt  m  im  Central  pnnkt  liegt,  soi* 
man  mA.mA1  =mB»mBl  =  mC»mCl  und  die  Relation  ([ 
wird: 

CJ)  ^    ^         ßy • "« «r-nft      ,      "ß-ny     __ 

nA.nA1  nB.nB1       '        nC.nC1 

Diese  Gleichung  ist  von  andrer  Form  als  die  Gleickflif 
(F)  und  drückt  wie  jene  die  Involution  von  sechs  Puk- 
ten ,  vermittelst  eines  siebenten  willkührlich  gewählten  Puk- 
tes,  aus. 

53.  Wir  haben  in  (30)  gesagt,  dass  die  Relation  dfl 
Involution  sich  bei  mehren  Speculationen  zeigen  kann.  Wi 
man  sie  vielleicht  noch  nicht  bemerkt  hat.  Wir  wollen  ditH 
Note  damit  besehlicsseu ,  dass  wir  mehre  Fälle  anführen,  fa 
denen  diese  Relation  stattfindet: 

1)  Drei  Systeme  je  zweier  conjugirten  Durchmesst! 
ein  es  Kegehch  n  Ut  s  b  ilden  ein  fa  i  sceau  en  Involution, 

2)  Wenn  drei  Chorden  eines  Kegelschnitts  dwrth 
Einen  Punkt  gehen ,  so  sind  die  geraden  Linien,  welch* 
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m  irgend  einem  Punkt  der  Curve  nach  den  Endpunk- 
n  dieser  Sehnen  gezogen  werden  ,  in  Involution. 

3)  Wenn  die  Scheuet  dreier  Winkel,  die  einem  Ke- 
dschnitt  umgeschrieben  sind,  in  einer  geraden  Linie 
igen,  so  werden  die  Schenkel  derselben  irgend  eine 
tmgente  des  Kegelschnitts  in  sechs  Punkten  treffen, 
ticke  in  Involution  sind. 

4)  Wenn  vier  Chorden  eines  Kegelschnitts  durch 
inen  Punkt  gehen ,  und  wenn  man  durch  die  Endpunkte 
t  beiden  ersten  irgend  einen  Kegelschnitt  legt  und 
trch  die  Endpunkte  der  beiden  andern  irgend  einen 
veiten  Kegelschnitt ,  so  werden  die  vier  Durchschnitts- 
mitte  dieser  beiden  Kegelschnitte  je  zwei  und  zwei  auf 
pei  Geraden  liegen,  welche  durch  den  Durcschnitts- 
tnkt  der  vier  Chorden  gehen:  diese  beiden  Geraden 
id  die  vier  Chorden  bilden  einen  faisceau  en  invo- 

tion.**) 

Wenn  die  beiden  ersten  Chorden  zusammenfallen  nnd  die 
iden  andern  ebenfalls  zusammenfallen,  so  geht  die  Rela- 
n  der  Involution  in  ein  harmonisches  Verhältniss  über  nnd 
im  erhält  dann  dieses  Theorem: 

Wenn  zwei  Kegelschnitte  einen  doppelten  Contact 
't  einem  dritten  Kegelschnitt  haben,  so  schneiden  sie 
rh  in  vier  Punkten,  von  denen  je  zwei  und  zwei  auf 
vei  Geraden  liegen,  welche  durch  den  Durchschnitts- 
tnkt  der  beiden  Berührungssehnen  gehen:  und  diese 
iden  Geraden    sind    die  conjugirten  harmonischen  zu 

*  beiden  Berührungssehnen. 

6)  Durch  irgend  einen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
hnitts  kann  man  zwei  Gerade  unter  rechtem  Winkel  ziehen, 
m  der  Pol  der  einen,  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  auf 
r  andern  liegt. 

Wenn  man  durch  drei,   willkührlich  in  der  Ebene 

*  Kegelschnitts  gewählte  Punkte  sechs  solcher  Linien 
ektj  so  treffen  diese  jede  der  beiden  Hauptaxen  der 
trve  in  sechs  Punkten,  die  in  Involution  sind. 

Der  Centralpunkt  der  Involution  ist  der  Mittelpunkt  der 
irre,  nnd  die  beiden  doppelten  Punkte  sind  die  Brennpunkte« 
lese  beiden  doppelten  Punkte  sind  reell  auf  der  grossen  Axe 
id  imaginär  auf  der  kleinen. 

Für  einen  Punkt  auf  dem  Kegelschnitt  selbst  sind  die 
iden  rechtwinklig  unter  einander  gezogenen  Linien  die  Tan« 
■te  nnd  die  Normale  in  diesem  Punkt. 


35)  Den   ersten  Tbeil  dieses  Theorem  habe  Joli  fn  der  Corre- 
mdence  polytechnique  (Tom.  111,  p.  899)  bewiesen. 


Man  Riebt,  dieses  Theorem  ist  eine  allgemein*  | 
schalt  der  Brennpunkte  hei  den  Kegelschnitten,  w 
zeigt,  dass  es  vier  Brennpunkte  giebt,  yuu  uVaen 
imaginär  sind  ,  die  sich  aber  gewisser  Eigenschaften  erfi 
welche  sie  mit  den  reellen  Brennpunkten  gemein  haben. 

Wir  werden  bei  den  Oberflächen  des  zweiten  (tradi 
diesem  analoges  Theorein  wiederfinden,  welches  aar  Chi 
terisirung  gewisser  Curven  dient,  die  hei  des  Oberi 
dieselbe  Rolle  spielen,  als  die  Brennpunkte  hei  den  I 
schnitten.    (S.  Note  XXXI.) 

Die  Relation  der  Involution  findet  sich  anrh  hei  da 
tersnrhungen  höherer  Art,  als  die  rorhergehendeu  sind. 

6)  Wenn  irgend  drei  krumme  Oberflächen  t  m 
einen  Punkt  des  Gmtact*  haben,   sich  je  nwei  und 
in  diesem  Punkte  schneiden,  so  sind  die  Tangenten, 
che  man  in  diesem  Punkt  an  die  beiden  Aemte  Jedes 
drei  Durchschnittscurven  zieht,  in  Involution. 

7)  Wenn    man  durch  eine  Ceneratrijr  einer  I 
face  réglée  irgend  drei  Ebenen  legt,  so  wird 
von  ihnen   in  einem  Punkt  die  Oberfläche  tmngumn 
in  einem  andern  gegen  rie  normal  sein;   man  erhêÊ 
diese  Weise  sechs  Punkte ,  welche  in  hiWvliés  ahn 

Jedes  der  angeführten  Theoreme  lasst  mehre  Fobj» 
gen  zu,  welche  anderweitig  ihre  Stelle  Süden  werden. 

54.  Wir  können  diese  Note  nirht  tu-hlicssen,  «hat 
besondre  Eigenschaft  des  Kreises  anzuführen,  auf  dette 
ripheric  sechs  Punkte  Relationen  unter  einauder  haben 
analog  sind  denen  von  sechs  Tunkten ,  welche  auf  eine 
raden  Linie  in  Intolntinn  sind.  Diese  Eigenschaft  wird  i 
folgontles  Theorem  ausgedrückt: 

Wenn  drei  ton  einem  th$nkte  ausgehende  (lerne 
Peripherie  eines  hreise* ,  die  erste  in  dem  Punkten  i 
die  zweite  in  1»,  M ,  die  dritte  in  c,  c1  treffen,  n 
man  die  Relation: 

*iu.  '■',  ca  .  »in.  '/t  cm}         »in.  1rt  c'a.  »in.  *  ,  cU1 
»in.  «/,  cb  ."»in.  »  ,~cb»  ~~    »in.  '/,  i'b.iiu.  f  ,  «.»•«" 

Man  sieht,  wie  man  zwei  andre  ähnliche  Rein 
bilden  kann,  so  dass  man  zwisrhen  den  Tankten  • 
b%  61 ,  r,  r1  drei  Relationen  erbalt.  welrhe  ile«  tWnrb 
(A)  für  die  Involution  Ton  sechs  Tunkten  in  eerader 
analog  siml.  Wir  fügen  nnrh  hinxu,  da**  m  au  t«< 
diesen  serb«  Punkten  atirh  Relationen  hat,  die  den 
F<*u  (11),  (()  und  (/>)  an.ile«  suul. 
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çemerht  labe,  fügt  Frezier,  nach  Anführung  dieser  Stelle, 
kinsa:  „Ich  habe  diese  Kritik  nicht  gesehen  und  kann  also 
liebt  über  ihre  Genauigkeit  artheilen,  ich  kann  jedoch  rn- 
çeseheut  behaupten,  dass  die  Methode  von  Desargues  nicht 
ganz  su  Terwerfen  ist.  Ich  gebe  zu,  dass  sie  Schwierigkei- 
;en  enthält,  aber  diese  kommen  nnr  von  einem  Fehler  in  der 
Erklärung  des  Principe,  auf  welchem  sie  gegründet  ist  nnd 
mm  Tbeil  auch  von  der  Neuheit  der  Terme  her;  ich  will  es 
ergänzen"  u.  s.  w.  (T.  II,  p.  208,  Ausg.  von  1768.)  Dar- 
auf sagt  Frezier  in  der  Auseinandersetzung  der  Methode, 
dass  Desargues  „die  Bildung  der  geraden  und  schrägen  Bögen, 
bei  der  Böschung  nnd  beim  Abschüssigen  auf  ein  einziges 
Problem  zurückgeführt  hat,  welches  darin  besteht,  den  Win- 
kel sn  suchen,  den  die  Axe  eines  Cjlinders  mit  einem  Durch- 
mesner seiner  Basis  macht",  u.  s.  w.  (p.  209.) 

Und  endlich  schliefst  Frezier,  nachdem  er  die  Methode 
des  Desargues  klar  und  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  aus- 
einandergesetzt hat,  dass  sie  geistreich  sei  und  ihm  Ehre 
machen  würde,  wenn  Bosse  sie  auf  verstandlichere  Weise 
dargestellt  hätte. 

Carabelle  ist  gegenwärtig  ein  ganz  unbekannter  Schrift- 
steller, indess  scheint  es,  dass  er  über  die  Stéréotomie  wnd 
nnd  über  verschiedene  Theile  der  construirenden  Künste  ge- 
schrieben habe.  Wenigstens  nennt  der  Auszug  des  Privile- 
giums, welches  zu  Anfang  seines  Earamen  des  oeuvres  de 
Dtsmrgues  steht,  die  Titel  mehrer  Werke,  welche  nach  die- 
sem Examen  erscheinen  sollten.  Wir  haben  keine  Spur  von 
diesen  Werken  finden,  auch  es  nicht  sicher  bestimmen  kön- 
nen, dass  sie  wirklich  erschienen  sind.  De  la  Rue  führt  in 
seinem  Traité  de  Ja  coupe  des  pierres  mehre  Male  Cura- 
belle  an,  aber  immer  nnr  mit  Rücksicht  auf  das  genannte 
Ejcomch. 

Indem  Desargues  die  praktische  Perspective  und  die  con- 
struirenden Künste  rationellen  und  geometrischen  Priucipien 
«■terwerfen  wollte,  hat  er  sich  noch  viele  andre  Feinde,  aus- 
ser Cnrabelle,  gemacht y  so  wie  man  aus  den  Werken  des 
berühmten  Graveur  Bosse  sieht,  der  dieselben  sein  ganzes 
Leben  hindurch  bekämpfte.  Diese  Beharrlichkeit,  welche  sei- 
nem Urtheil  und  seinem  Charakter  Ehre  macht,  zog  auch 
ihm  Verfolgungen  zu,  und  und  es  wurda  ihm  untersngt,  bei 
der  königlichen  Académie,  wo  er  für  die  Perspective  ange- 
stellt war,  die  Lehren  des  Desargues  vorzutragen. 

Unter  den  Feinden  des  Desargues  scheint  Beangraud ,  Se- 
rretair  des  Königs,  die  bedeutendste  Person  gewesen  zu  sein, 
welcher  mit  vielen  in  der  Wissenschaft  ausgezeichneten  Man- 
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gelschnitt  statt  des  Kreises  nahm.  Er  löste  den  Fall  fart 
Dreieck  auf,  indem  er  die  Ponkte  in  gerader  Linie  an^thf, 
(Journal  de  V école  polytechnique ,  X.) 

Gergonne  that  einen  neuen  Schritt,  indem  er  auch  einen 
Kegelschnitt  nahm,  aber  den  drei  Punkten  die  Allgemeinheil 
ihrer  Lage  wiedergab  nnd  indem  er  sich  sur  Auflösung  des 
Problems  nur  des  Lineals  bediente.  Die  vorhergehenden  Li- 
snngen  erforderten  die  Anwendung  des  Zirkels  (Annale»  de» 
Mathématique»,  T.  I,  p.  341,  1810—1811).  Gergoaue  hat 
nicht  direct  dieses  Problem  behandelt,  er  legte  sich  ein  an- 
dres vor,  welches  diesem  analog  ist,  nämlich  einem  Kegel- 
schnitt ein  Dreieck  einzuschreiben,  dessen  Scheitel  auf  drei 
gegebenen  Geraden  liegen.  Die  von  diesem  Geometer  gege- 
bene Construction  braucht  nur  das  Lineal  und  ist  ein  Mnefew 
Ton  Eleganz  und  Einfachheit.  Sie  wurde  von  Servois  ni 
Rochat  bewiesen  (Annale»  de»  Mathématique» ,  T.  If  p.  30 
nnd  342).  Gergonne  bemerkt,  dass  sie  sich,  vermöge  dar 
Theorie  der  Pole  bei  den  Kegelschnitten,  unmittelbar  in  ein* 
Lösung  derselben  Art  für  die  Aufgabe,  in  einen  Kegelschnitt 
ein  Dreieck  einzuschreiben,  dessen  Seiten  durch 
Punkte  gehen,  transformiren  lasse. 

Um  diese  Materie  vollständig  su  machen,  war  nur 
übrig,  für  einen  Kegelschnitt  statt  des  Kreises  dem  allge- 
meinen Fall  irgend  eines  Polygons  aufzulösen«  Diese  kM 
Bemühung  verdankt  man  Poncelet.  Die  Auflösung  dieses  Ges- 
meters  krönt  würdig  die  Arbeiten  seiner  Vorgänger.  Sfe 
bietet  in  jeder  Beziehung  ein  schönes  Beispiel  der  Vollkom- 
menheit dar,  welche  die  Theorien  der  modernen  Geontetr» 
erreicht  haben.  (S.  Traûé  de»  propriété»  prûjectùm> 
p.  352.) 


Note     XIL 

(Zweite  Epoche,  §.  8.) 
Diese  Note  steht  nach  der  Note  XXXIV. 


Note    XIIL 

(Zweite  Epoche,  $.  18.) 
V eher  die   Conica   des  Pascal. 

Die  meisten  biographischen  Bemerkungen  enthalten  einige 
rthiiraer  in  Bezug  auf  die  Conica  Ton  Pascal:  die  einen  ver- 
echseln  das  vollständige  Werk  über  Kegelschnitte,  welches 
e  erschienen  ist,  mit  dem  Essai ,  da»  einzige,  was  Des- 
irtes  gekannt  hat;  die  andern  führen  eine  Stelle  an,  in  wei- 
ter sie  glauben,  dass  der  leztgenannte  Philosoph  Pascal 
cht  als  Verfasser  dieses  Essai  anerkenne,  indem  sie  ihn 
tlaekr  inerst  dem  Desargues  nnd  dann  dem  Vater  des  Pas- 
1,  der  ebenfalls  in  der  Mathematik  sehr  bewandert  war, 
schreiben.  Und  obgleich  Bajle  in  seinem  historischen  Le- 
çon eine  solche  Interpretation  der  Meinung  des  Descartes 
iderlegt  hat,  weil  sie  den  uns  gebliebenen  Docnmenten  und 
im  kann  anch  sagen  dem  Charakter  dieses  grossen  Philo- 
phea,  der  beinahe  nie  Etwas  bewunderte t  zuwiderläuft,  se 
i  diese  Auslegung  seitdem  noch  oft  wiederholt  worden,  na- 
eatttch  Ton  Montucla  in  seiner  Histoire  de  Mathematik 
Mt  (t.  II,  p.  62). 

Noch  in  der  letzten  Zeit  glaubte  ein  sehr  gelehrter  Geo- 
rter, wenigstens  das  Theorem  vom  Sechseck  dem  Desargues 
techreiben  zu  müssen,  obgleich  Pascal  es  im  Anfang  seines 
isai  als  seine  eigne  Erfindung  auffuhrt  und  es  zur  Grnnd- 
ge  dieses  Essai  macht,  während  er  weiterhin  Desargues  als 
»Erfinder  eines  andern  Theorems  nennt,  welches  er  gleich- 
tlls  anfuhrt. 

Zn  diesem  Beweise,  welcher  schon  hinreichen  möchte, 
em  Pascal  das  Eigentumsrecht  an  diesem  berühmten  Theo- 
pm  zn  sichern,  haben  wir  noch  aufgefunden,  dass  man  das 
ieugnms  des  Desargues  selbst  hinzufügen  könne*  Es  ist 
ies  nämlich  eine  Stelle  in  einer  Schrift  dieses  Geometers, 
im  Jahr  1642,  welche  von  Curabelle  in  seinem  Earamen 
et  Oeuvres  de  Desargues  (in  4.,  1644)  angeführt  wird, 
idem  er  von  einem  gewissen  Satze  (den  Curabelle  nicht  an- 
heben hat)  spricht,  fugt  Desargues  hinzu:  qu'il  „remet 
'e*  donner  la  clef  quand  la  démonstration  de  cette 
ronde  proposition ,  nommée  la  Pascale ,  verra  le  Jour  : 
f  que  ledit  Pascal  petit  dire  que  les  quatres  premiers 
'vrcs  d'Apollonius  sont,  ou  bien  un  cas,  ou  bien  une 
imscqucnce    immédiate    de    cette   grande    proposition." 
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Mon  kvnn  nicht  zweifeln,  dass  es  sich  hier  nm  das  The*» 
rem  des  Sechsecks  handelt,  welches  Pascal  im  Anfang  sei- 
nes Essai  als  ein  Lemma  ausgesprochen  hatte,  aas  dem  sieh 
nein  games  Werk  über  die  Kegelschnitte  ableite.  Man  «cht 
aas  dieser  merkwürdigen  Stelle,  dass  dieses  herrliche  Thes- 
rem  schon  damals,  wie  jetzt,  den  Namen  von  Pascal  flhita» 


Note    XIV. 

(Zweite  Epoche,  §.  83  und  tl.) 

lieber  die  Werke  von  Desargues;    den  Brief 
von  Beaugrand,    und   das  Examen  von  Cura* 

belle. 

Wir  haben  den  Brief  Ton  Beangrand  über  den  Broußm 
projet  des  coniques  von  Desargues  nach  dem  citirft,  w« 
Poncelet  in  seinem  Traité  des  propriétés  projeetives,  p.  95 
darüber  sagt;  denn  er  ist  sehr  selten  und  wir  haben  ihn  nu 
nicht  verschaffen  können. 

Wir  finden  iu  dem  Examen  des  oeuvres  du  siemr  Des» 
argues  von  J.  Curabelle  (in  4.,  1644),  auch  ein  sehr  selte- 
nes Werk,  eine  Stelle,  in  welcher  dieser  Brief  erwähnt  wW 
nnd  welche  noch  iu  andrer  Beziehung  merkwürdig  ist»  Nach- 
dem Curabelle  die  von  Desargucs,  1642,  ausgesprochene  Hei« 
nung  in  Bezug  auf  einen  Satz  von  Pascal  (wahrscheinlich 
den  des  Sechsecks),  von  dem  die  vier  ersten  Bücker  des 
.Apollonius  entweder  ein  besondrer  Fall,  oder  eine  un» 
mittelbare  Folge  sind,  angeführt  hat,  setzt  er  hinii: 
„Mais  quant  à  l'égard  du  sieur  Desargues ,  cet  abaisse- 
ment d'Appollonius  ne  relève  pas  ses  leçons  de  té" 
nèbres,  ni  ses  événemens  aux  atteintes  que 
fait  un  cône  rencontrant  un  plan  droit,  auquel 
a  suffisamment  répondu  le  sieur  de  Beau grand ,  et  dé- 
montré les  erreurs  en  l'année  1639,  et  imprimé  en  1642; 
en  telle  sorte  que  le  public,  depuis  ledit  temps,  est  privé 
desdites  leçon  ténèbres ,  qui  étaient  tellement  relevées,  au 
dire  dudit  sieur,  qu'elles  surpassaient  de  beaucoup  Us 
oeuvres  <T  Apollonius,  ainsi  qu'on  pourra  voir  dans  Js 
lettre  dudit  sieur  de  Beau  grand,  imprimée  VanUée  ci- 
dessus*  " 
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Diese  Stelle  giebt  zu  folgenden  Betrachtungen  Veranlas* 


Zierst  scheint  daraus  hervorzugehen,  dass  Desargues 
seinem  Brouillon  projet  d'une  atteinte  aux  événe- 
deê  rencontres  du  cône  avec  un  plan  noch  ein  au- 
tos Werk  über  die  Kegelschnitte  unter  dem  Titel  Leçons 
ii  ténèbres  geschrieben  habe,  was  auch  einige  Aeusserun- 
gen  des  Graveur  Grégoire  Huret  in  dem  Werke  Optique  de 
fortraiture  et  peinture,  contenant  la  perspective  et  pra- 
tique accomplie  etc. ,  Paris  1670 ,  in  fol. ,  vermuthen  lassen. 

Die  Worte:  et  imprimé  en  1642,  schienen  uns  zuerst 
sieh  darauf  zu  beziehen,  was  1639  bewiesen  war,  woraus 
wir  schlössen ,  dass  der  Brief  von  Beangrand  erst  1642  ge- 
tackt wurde;  wir  fanden  ihn  aber  in  einer  andern  Schrift 
Tti  Corabelle  gegen  Desargues  cltirt,  von  der  wir  sogleich 
sprechen  werden,  in  welcher  gesagt  wird,  dass  er  1639  ge- 
tackt war. 

Hiernach  scheint  uns,  dass  die  Worte  et  imprimé  en 
1M2  andeuten,  Beangrand  habe  ausser  diesem  ersten  Brief 
neb  noch  1642  gegen  Desargues  geschrieben,  vielleicht  bei 
Gelegenheit  seiner  Leçons  de  ténèbres,  die  von  Curabelle 
Ui  Grégoire  Huret  citirt  werden. 
l  Es  scheint  uns  in  der  That,  dass  Beangrand  keine  Ge- 
kgubeit  hat  vorbeigehen  lassen ,  sich  nnter  den  Verläumdern 
ta  Desargues  auszuzeichnen.  Denn  wir  finden,  dass  er  auch 
es*  Lettre  sur  le  Brouillon  projet  de  la  coupe  des  pier- 
**  ie  Desargues  (1640,  in  4.)  geschrieben  hat.  Dieser 
Brief  ist  nnter  diesem  Titel  in  dem  Katalog  der  königlichen 
KUiothek  bei  dem  Namen  des  Beangrand  und  bei  dem  des 
Dewgues  angegeben.  Er  stand  in  einem  Bande,  dessen  Ver- 
tat sehr  zu  bedauern  ist,  da  er  noch  andre  auf  Desargues 
taugliche' Sachen  enthielt,  welche  1642  erschienen  waren. **) 

Das  Kjcamen  von  Curabelle  führte  sehr  lebhafte  Strei- 
tigkeiten zwischen  ihm  und  Desargues  herbei,  welche  uns 
faeh  eine  andre  Schrift  von  J.  Curabelle  bekannt  geworden 
ta,  die  den  Titel  fuhrt:  Faiblesse  pitoyable  du  sieur  Des- 
*r&usy  employée  contre  Texamen  faits  de  ses  œuvres* 
Wir  sehen  daraus ,  dass  Dcsargues  zur  Unterstützung  seiner 
Lehren  vom  Schnitt  der  Steine  eine  Wette  von  100,000  Li- 
tt* anbot,  welche  von  Curabelle  nur  für   100  Fistolen  an- 


36)  Der  Brief  von  Beaugrand  Ober  das  Brouillon  projet  des  co- 
fttfiuf  von  De*argues,  vou  dem  Poncelet  in  seinem  Traité  des  pro- 
piétés  projectiles  sagt,  dass  aie  auf  der  königlichen  Bibliothek  vor- 
tandeii  wftren ,  steht  nicht  in  diesem  Bande  und  wir  haben  ihn  unter 
leinen  Titel  nndeu  können. 
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genommen  wunlf.  Die  Coiiventionsartikel  über  diesen  Gr- 
penstand  wurden  Am  2ten  .Marx  1044  verhandelt,  aber  Ji# 
Schwierigkeit,  sirh  iilier  alle  Punkte  zu  vrrM  indigeo,  gab 
xu  verschiedenen  Hchmàhsr  h  ritten  von  beiden  Sriten  V  er  a  ■Im« 
ftnng,  und  endlich  am  12ten  IM  ai  de^rlbni  Jahre*  wnrde  et 
Sache  dem  Parlament  ii herstellen.  Unter  die*i*u  lrm«tit4n 
veröffentlichte  Curabclle  die  Schrift,  welche  die-*  Details  u* 
giebl.  *) 

Die  Schwierigkeit  h.»i  der  Yer«t.indSpin{:  lag  hanptûcfc- 
lich  in  der  Wahl  der  (îeschwoieiien.  Di«*  folgende  SlrDt 
zeigt  den  (Jeist,  welcher  den  De^nr^nei  !n*i  di*r  AlifteMig 
seiner  Werke  iilier  den  Schnitt  iNt  Steine  p*  Intet  hat,  »4 
den  Gei«t,  in  welchem  die  Kritiken  seiner  (lejruer  ge^ckr*- 
lien  waren;  e*  int  diesen  gewisser  Maasacn  der  l'tttprunf  la-J 
dat  Wesen  de«  Streits: 

Desar/xueH  wollte  „**en  rapporter  au  dire  d*e*eettem% 
géomètres  et  au  treu  personnes  savantes  et  déuntéressêe^ 
et  en  tarnt  qu'il  serait  de  besoin  aussi ,  des  Jurés  marmê 
de  Paris."  Hierauf  crwirderte  Curaliclli-:  ,.rr  qui  fssJ 
voir  évidemment  que  le  dit  Desargues  n'a  aueaae  térêi 
à  déduire  qui  soit  soutenabie  puisqu*  il  ne  veut  pas  itt 
vrais  e.rperts  pour  tes  matières  en  conteste  ;  il  ne  et* 
mande  que  des  gens  de  na  cabale ,  mm  me  des  puren  çh- 
mètres ,  lesquels  n'ont  jamais  eu  aucune  e.rpérienee  éts 
règles  des  pratique*  en  question ,  et  notamment  de  /• 
coupe  des  pierres  en  Varcnitecture  qui  r  »/  la  plus  grande 
partie  des  oeuvres  de  question^  et  parlant  il%  ne  pensent 
parler  de  subjectioni  que  /«•<  divers  m«  enseignent.'' 

Dies«»  Sti-ile  srlirint  mir  vnlKt.iiidi^  i!i»*  Vitiir  d«^  Strei- 
te« zu  zeigen  und  k:ii.n  a  priori  die  Frase  misrhm  De»* 
artsiie«  und  seinen   YerJaiimdiTU  ♦•uNchridru. 

W.i«  die  Methode  ili»*  De  «an.  ut»«  an  «irh  lieir.fft.  ••  «•* 
nie  firildi'm  .iU  mit  und  m'naii  anerkannt  wurden,  und  nui 
hit  den  (  li  iraUlrr  der  Allzcnin'iiht'il,  den  mi*  iI.irliiMrt.  M 
•*rh;it/.rii     ;;i\\ii«»<*t  lia     \iir    in    k*M  H«'    naherr    Krtlw. --Àrlinf 

iliours  tii,;!',U*laH»liM*  ein^i'lieii  %  mi  li«>miii^ril  Wir  lin«  lUt  l  tm 
f ltfil  atixiitiiliren ,  mlrhe«  der  !•  lehrlr  Kremier  m  **•■■*■ 
Traité  de  ta  fünfte  da  pierres  £i*f.*lll  hat.  lia  Ur  Ij  K* 
pesait  hatte,  da**  J.  Iura  helle  aile  tenter  de*  //■••«!  r«'f 
(bei  i!«*r   ('•iiiitiiirtioii   i|rr   p'iadrii     lind    Mhf.'^eii    !*.»..•  ;ij  •*•* 


Hil  Irïi  hr».i/.p  nur  ■liV  A»  iil  er*lt-u  Sini -n  t£>e«fr  Ni'Sfiit  iH  •• 
Uelurr  T«"»l  I.  iirlrîirn  .  .ti  inriiifi  Aii^n-âit»»  uri  k.-.itt-Tt  ,/ri  i  .■-■  * 
*lt  hr  ..M  »ir-  i  '.  mi«:,  h,  l-i  i.iml.  |  !i  m  .  (  i  *  m't  ^  m  dif  !•■•" 
•C(/.Ui.n   kc.tutu .    a  -iT    u  .1   kaiiu    Li-:ti   imciU"    htciii|>Ui    iuilcn. 
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terkt  habe,  fügt  Frezier,  nach  Anführung  dieser  Stelle, 
m:  „Ich  habe  diese  Kritik  nicht  gesehen  nnd  kann  also 
it  über  ihre  Genauigkeit  urtheilen,  ich  kann  jedoch  «n- 
shent  behaupten,  dass  die  Methode  von  De9argues  nicht 
i  xn  verwerfen  ist.  Ich  gebe  zu,  dass  sie  Schwierigkei- 
enthält,  aber  diese  kommen  nnr  von  einem  Fehler  in  der. 
tlärong  des  Princips,  auf  welchem  sie  gegründet  ist  und 
i  Tkeil  auch  von  der  Neuheit  der  Terme  her;  ich  will  es 
ânzen"  u.  s.  w.  (T.  II,  p.  208,  Ausg.  von  1768.)  Dar- 
sagt Frezier  in  der  Auseinandersetzung  der  Methode, 
»  Desargues  „die  Bildung  der  geraden  und  schrägen  Bögen, 
der  Böschung  und  beim  Abschüssigen  auf  ein  einziges 
iblem  zurückgeführt  hat,  welches  darin  besteht,  den  Win- 
zu  suchen,  den  die  Axe  eines  Cy linders  mit  einem  Durch- 
sser  seiner  Basis  macht",  u.  s.  w.  (p.  209.) 

Und  endlich  schliesst  Frezier,  nachdem  er  die  Methode 
i  Desargues  klar  und  in  ihrer  ganzen  Allgemeinheit  ans- 
laadergesetzt  hat,  dass  sie  geistreich  sei  und  ihm  Ehre 
tele*  würde ,  wenn  Bosse  sie  auf  verstandlichere  Weise 
rgestellt  hätte. 

Curabelle  ist  gegenwärtig  ein  ganz  unbekannter  Schrift- 
Mer,  indess  scheint  es,  dass  er  über  die  Stéréotomie  vnd 
i  iber  verschiedene  Theile  der  construirenden  Künste  ge- 
hrieben habe.  Wenigstens  nennt  der  Auszug  des  Privile- 
iw,  welches  zn  Anfang  seines  Earamen  des  oeuvres  de 
bmrgues  steht,  die  Titel  mehrer  Werke,  welche  nach  die- 
■  Examen  erscheinen  sollten.  Wir  haben  keine  Spur  von 
Ken  Werken  finden,  auch  es  nicht  sicher  bestimmen  kon- 
u,  dass  sie  wirklich  erschienen  sind.  De  la  Rue  führt  in 
iiem  Traité  de  la  coupe  des  pierres  mehre  Male  Cu ra- 
fle an,  aber  immer  nnr  mit  Rücksicht  auf  das  genannte 
Tarnen. 

Indem  Desargues  die  praktische  Perspective  und  die  con- 
lirenden  Künste  rationellen  und  geometrischen  Priuripien 
1er  werfen  wollte,  hat  er  sich  noch  viele  andre  Feinde,  aus- 
r  Curabelle,  gemacht ,  so  wie  man  aus  den  Werken  des 
rahmten  Graveur  Bosse  siebt,  der  dieselben  sein  ganzes 
ibea  hindurch  bekämpfte.  Diese  Beharrlichkeit,  welche  sei- 
m  Urtheil  nnd  seinem  Charakter  Ehre  macht,  zog  auch 
i  Verfolgungen  zn ,  und  und  es  wurda  ihm  untersagt ,  bei 
r  königlichen  Académie,  wo  er  für  die  Perspective  ange- 
dlt  war,  die  Lehren  des  Desargues  vorzutragen. 

Unter  den  Feinden  des  Desargues  scheint  Beaugrand ,  Se- 
rtair  des  Königs,  die  bedeutendste  Person  gewesen  zn  sein, 
sicher  mit  vielen  in  der  Wissenschaft  ausgezeichneten  Man- 
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nern  in  Beziehung  stand  und  welcher  auch  selbst  nicht  obae 
Kenntnisse  in  der  Mathematik  war;  denn  er  gab  1631  niter 
dem  Titel:  In  isagogen  F.  Vietae  Scholia,  einen  Commei- 
tar  zn  dem  hauptsächlichsten  analytischen  Werk  Ton  Vkta 
heraus  und  hat  in  der  Geschichte  der  Cycloide  eine  gewisse 
Rolle  gespielt.  Aber  seine  Geostatik,  von  der  in  den  Briefes 
des  Descartes  so  viel  gesprochen  wird,  und  worin  er  geo- 
metrisch beweist,  dass  jeder  Körper  um  so  weniger  wiegt, 
je  naher  er  der  Erde  ist,  reicht  hin,  um  zu  zeigen,  welchen 
Irrthümern  sein  Geist  unterworfen  war,  und  man  wundert  sich 
nicht  mehr,  dass  er  die  Leistungen  Ton  Desargues  so  schiefst 
xu  würdigen  wusste. 

Die.  Achtung,  welche  der  bisher  so  wenig  bei  den  Bis- 
graphen bekannte  Desargues  verdient,  hat  nns  in  diese  Bé- 
tails einzugehen  bewogen,  indem  wir  hofften,  dass  sie  das 
Interesse  einiger  Männer  anregen  und  sie  zur  Aufsuchung  der 
Original  -  Werke  dieses  geistreichen  Menschen  und  der  Piecea, 
die  sich  auf  seine  wissenschaftlichen  Streitigkeiten  beziehen, 
vermögen  könnten.  Seine  Correspondenz  mit  den  berühmte- 
sten Männern  seiner  Zeit,  deren  Arbeiten  er  theilte  nnd  wel- 
che alle  ihn  zum  Censor  ihrer  Werke  haben  wollten,  wäre 
eine  kostbare  Entdeckung  fur  die  Literar  -  Geschichte  dieses 
17ten  Jahrhunderts,  welches  dem  menschlichen  Geist  so  Tide 
Ehre  gemacht  hat. 

In  Bezng  auf  die  Werke  Ton  Desargues  geben  wir  noch 
einige  Andeutungen,  die  Tielleicht  andre  veranlassen  können: 

Bosse  schrieb  1665  in  seinen  Pratiques  géométrales  etc., 
dass  „der  verstorbene  Millon,  ein  gelehrter  Geomcter,  ein 
weitläufiges  Manu  script  von  allen  Beweisen  des  Desargues 
besitze,   welches  gedruckt  zn  werden  Tenlienc." 

In  der  histoire  litêrairc  de  la  ville  de  Lyon  Ton  Co- 
lonia,  gedruckt  1728,  liest  man:  „Man  will  bald  eine  toII- 
ständige  Ausgabe  der  Werke  von  Desargues  besorgen.  Richer, 
Domherr  zu  Provins,  Verfasser  zweier  ausfuhr  liehen  Memoi- 
ren über  die  Werke  seines  Freundes  de  Logny  und  über  die 
Ton  Desargues,  wird  der  Herausgeber  dieses  wichtigen  Werks 
sein,  welches  besonders  die  Stadt  Lyon  iutercssirt." 

Liesse  doch  ein  glücklicher  Zufall  die  Manuscripte  tos 
Millon  nnd  die  für  das  Unternehmen  von  Richer  gesammelten 
Materialien  wiederfinden!  — 
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Note   XV. 

(Zweite  Epoche,  §.  26.) 

lieber    die    unharmonische    Eigenschaft    der 

Punkte   eines    Kegelschnitts.  —    Beweis  der 

allgemeinsten  Eigenschaften  dieser  Curven. 

1.  Wir  denken  nns  ein  Viereck,  welches  einem  Kegel- 
schnitt, eingeschrieben  ist,  nnd  eine  Transversale,  wie  bei 
den  Theorem  Ton  Desargues  über  die  Involution  von  sechs 
Punkten. 

Von  zwei  gegenüberliegenden  Scheiteln  des  Vierecks  sie- 
ben wir  gerade  Linien  nach  den  beiden  Punkten,  in  welchen 
die  Transversale  den  Kegelschnitt  trifft.  Man  sieht  leicht, 
dass  die  Relation  der  Involution  von  Desargues  ausdrucken 
wird,  dass  das  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Punkte, 
in  welchen  die  vier  von  einem  Scheitel  des  Vierecks  ausge- 
henden Geraden  die  Transversale  treffen,  gleich  ist  dem  an- 
harmonischen  Verhaltniss  der  vier  Punkte,  in  welchen  die 
vier  von  dem  gegenüberliegenden  Scheitel  'ausgehenden  Ge- 
raden diese  Transversale  treffen,  woraus  man  schliesst,  dass 
das  unharmonische  Verhaltniss  der  vier  ersten  Geraden 
gleich  ist  dem  anharmonischen  Verhaltniss  der  vier  an- 
dern. 

2«  Man  hat  also  dieses  allgemeine  Theorem,  welches 
das  reeiproke  von  der  Folgerung  ist,  die  wir  so  eben  ans 
dem  Theorem  des  Desargues  gezogen  haben. 

Wenn  man  ein  Büschel  von  vier  Geraden  hat,  die 
einander  einzeln  correspondirent  und  wenn  das  unhar- 
monische Verhaltniss  der  vier  ersten  gleich  ist  dem  un- 
harmonischen Verhältnis  der  vier  andern,  so  treffen 
die  Geraden  des  einen  Büschels  die  ihnen  respective  cor- 
respondirent^ in  vier  Punkten,  welche  auf  einem  Ke- 
gelschnitt liegen,  der  durch  die  Centra  der  beiden  Bün- 
del geht. 

Dieses  Theorem  ist,  wie  man  aus  dem  gegebenen  Be- 
weise sieht,  im  Grunde  nur  eine  andre  Aussprache  des  von 
Desargnes,  aber  seine  ausserordentlich  zahlreichen  Corolla- 
rien  umfassen  einen  Thcil  der  Eigenschaften  der  Kegelschnitte, 
auf  die  sich  die  Theoreme  von  Desargues  nnd  Pascal  nicht 
so  erstrecken  scheinen.  Und  in  der  That,  ausser  den  eigen- 
fthftmlichen  Vortheilen    seiner    verschiedenen    Form,   hat    es 
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noch  etwas  Allgemeineres ,  als  jedes  dieser  beiden  Theorem, 
und  diese  letzteren  leiten  sich  ans  ihm  her,  nicht  als  blosse 
Transformationen,  sondern  als  einfache  Corollarien.  Die- 
ses wollen  wir  sogleich  nachweisen,  indem  wir  die  Natur 
der  Anwendungen  zeigen,  für  welche  sich  dieses  Theorm 
eignet. 

Aber  wir  müssen  zuerst  einen  directen  Beweis  geben, 
weil  wir  dieses  Theorem  an  die  Stelle  der  allgemeinste!, 
bisher  gebräuchlichen,  setzen  und  diese  ans  jenem  abfeilet 
wollen. 

3.  Dieser  Beweis  ist  ganz  ausserordentlich  leicht  ni 
einfach.  Denn  da  das  Theorem  eine  Gleichheit  der  ankarw- 
nischen  Verhältnisse  zweier  Büschel  von  vier  Geraden  an- 
spricht und  diese  Verhältnisse  dieselben  Werthc  beibehaltet, 
wenn  man  die  Perspective  der  Figur  wählt,  so  reicht  es  hii 
nachzuweisen,  dass  diese  Gleichheit  bei  dem  Kreise  stattfii- 
det,  welcher  dem  Kegel,  an  dem  man  den  Kegelschnitt  be- 
trachtet, zur  Basis  dient.  Beim  Kreise  aber  sind  die  Win- 
kel, welche  die  Linien  des  ersten  Büschels  unter  einander 
bilden,  respective  den  Winkeln  gleich,  welche  die  eorre- 
spondirenden  Linien  des  zweiten  Büschels  nntèr  einander  bil- 
den, weil  diese  Winkel  anf  denselben  Bögen  stehen;  es  wM 
daher  das  anharmonische  Verhältniss  der  Sinusse  der  erstfi 
Winkel  gleich  dem  anharmonischen  Verhältniss  der  Sinusse 
der  Winkel  des  zweiten  Büschels,  weil  diese  Sinusse  einzeln 
einander  gleich  sind. 

Auf  diese  Weise  ist  das  Theorem  bewiesen. 

4.  Nehmen  wir  an,  dass  drei  Linien  des  ersten  Bü- 
schels und  die  drei  correspond irenden  des  zweiten  Büschels  fest 
seien  und  dass  die  vierte  Gerade  des  ersten  Büschels  sich  w 
dessen  Ceutrum  drehe,  und  dass  die  correspondirende  Gerade  des 
zweiten  Büschels  sich  ebenfalls  und  zwar  so  drehe  ,  dass  die 
Gleichheit  der  anharmonischen  Verhältnisse  beider  Büschel 
immer  stattfinde:  so  werden  sich  diese  beiden  beweglichen 
Geraden  immer  auf  einem  Kegelschnitt  schneiden ,  wel- 
cher durch  die  fünf  festen  Punkte  der  Figur  bestimmt  ist, 
d.  In  durch  die  Ceutra  der  beiden  Büschel  nnd  durch  die 
Punkte,  in  denen  die  drei  festen  Geraden  des  ersten  Bündels 
die  drei  festen  Geraden  des  zweiten  treffen. 

5.  Hieraus  entstehen  unendlich  viele  Arten,  die  Kegel- 
schnitte durch  den  Durchschnitt  zweier  Geraden,  die  siri 
um  zwei  feste  Punkte  drehen,  zn  erzeugen.  Denn  man  hau 
anf  unendlich  viele  Arten  zwei  Büschel  von  geraden  Lisiez 
bilden,  die  einander  correspond iren  nnd  so  beschaffen  sisd» 
dass  das  anharmonisclie  Verhältniss  von  irgend  welchen  vier 
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Geraden  des  ersten  Büschels  immer  gleich  dem  anharraeni- 
schea  Verhaltuiss  der  vier  entsprechenden  Geraden  des  zwei- 
lei  Büschels  sei. 

6.  Nehmen  wir  z.  B.  einen  festen  Winkel  nnd  lassen 
im  einen  Punkt  als  Pol   eine  Transversale  drehen,   so  wird 
diese  in  jeder  ihrer  Lagen  die  Schenkel  des  Winkels  in  zwei 
Finkten  schneiden.    Vier   auf  diese  Weise  bestimmte  Punkte 
uf  dem  einen  der  Schenkel  werden  ein  anharmonisches  Ver- 
liltniss  haben,   welches  gleich  ist  dem  der  vier  correspmdi- 
renden  Punkte  auf  dem  andern  Schenkel  (weil  dieses  Verhält- 
nis* dasselbe   sein   wird ,  als   dass   der  vier  Transversalen, 
welche  diese  Punkte  bestimmen).     Hieraus  folgt:    wenn  man 
tob  einem   ersten  festen  Punkt  Gerade  nach  den  auf  dem  er- 
tiei  Schenkel  des  Winkels  bestimmten  Punkten  zieht  und  von 
«iiem  zweiten   festen  Punkt  Gerade  nach   den  Punnkten  auf 
den  zweiten  Schenkel,   dass  man  zwei  Büschel  von  Geraden 
laben  wird,  welche  einander  correspondiren  und  welche  sieh 
«feinem  Kegelschnitt  schneiden,  der  durch  die  beiden  festen 
PoiLte  geht.     Man  schlicsst  also: 

Wenn  sich  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  von  ver- 
änderlicher Gestalt  um  drei  feste  Punkte  drehen  und 
wenn  zwei  Scheitel  des  Dreiecks  zwei  feste  Gerade  durch- 
laufen, so  beschreibt  der  dritte  Scheitel  einen  Kcgel- 
tchnitt,  welcher  durch  die  beiden  Punkte  geht,  um  wei- 
de sich    die    diesem    Scheitel    anliegenden  Seiten    dre- 

Dieses  Theorem  ist  genau  das  mystische  Sechseck  des 
Pascal,  nur  unter  andrer  Form.  In  dieser  Ausdrucks- 
weise  ist  es  von  Maclaurin  nnd  Braikenridge  gefunden  nnd 
ht  den  ersten  dieser  beiden  Geometer  zu  dem  Ausspruch  des 
Theorems  von  Pascal  selbst  geführt. 

7.  Nun  seien  zwei  Büschel  von  Geraden,  die  von  zwei 
verschiedenen  Centris  ausgehen  und  die  sich  je  zwei  auf  Einer 


37)  Die  dem  beschreibenden  Scheitel  gegenüberliegende  Seite  des 
Dreieck»  kann  auch,  statt  sich  um  einen  festen  Punkt  zu  drehen,  an 
•tot»  Kegelschnitt  hingleiten,  fur  welchen  die  beiden  festen  Geraden 
ftoftnten  sind;  auch  dann  noch  wird  der  freie  Scheitel  einen  Ke- 
gelschnitt beschreiben,  der  durch  die  beiden  festen  Punkte  geht. 

Dieses  folgt  daraus,  dass  irgend  welche  vier  Tangenten  eines 
Kegelschnitts  zwei  andre,  jede  in  vier  solchen  Punkten  treffen ,  dass 
**•  anharmonischc  Verhältnis«  der  vier  Punkte  der  ersten  gleich 
1*1  dem  anharmonisch  en  Vcrhältniss  der  vier  Punkte  der  zweiten. 
(3.  die  folgende  Note.) 

Diese  Verallgemeinerung  des  Theorems  von  Maclaurin  nnd  Bral- 
kenridge  wird  zu  einer  grossen  Zahl  von  verschiedenen  Sätzen  fnh- 
*fDi  von  denen  die  meisten  neu  sind. 
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willkührlich  in  ihrer  Ebene  gezogenen  Geraden  schneidet. 
Das  anharmonische  Yerhähniss  Ton  irgend  welchen  Tier  Ge- 
raden des  ersten  Büschels  wird  gleich  sein  dem  anharaeti- 
sehen  Yerhähniss  der  Tier  correspondirenden  Gerade«  des 
zweiten  Büschels  (weil  dieses  Yerhähniss  dasselbe  ist,  als  du  ' 
der  Tier  Punkte,  in  denen  sich  diese  Geraden  je  swet  arf 
der  festen  Transversale  treffen).  Verlegt  man  nun  die  beide* 
Büschel  an  andre  Stellen  ihrer  Ebene,  um  ihre  gegenseitige 
Lage  zn  ändern,  so  werden  ihre  correspondirenden  Limas 
sich  nicht  mehr  anf  einer  Geraden  schneiden,  sondern  es  wM 
aus  nnserm  Theorem  folgen,  dass  sie  sich  immer  auf  ei- 
nem Kegelschnitt  schneiden,  welcher  durch  die  beide* 
Scheitel  der  beiden  Büschel  geht. 

8.  Wenn  wir  annehmen,  dass  die  beiden  primitiven  Bi* 
schel  bei  ihrer  Ortsveränderung  ihre  respectiven  Centra  beibe- 
halten haben,  d.  h.  dass  sie  sich  nm  ihre  Centra  gedreht 
haben,  so  drückt  das  angeführte  Theorem  genan  das  New* 
ton'sche  Theorem  über  die  organische  Beschreibung  der  Ke- 
gelschnitte aus. 

9.  Wenn  die  Strahlen  der  beiden  primitiven  Büschel 
statt  anf  einer  geraden  Linie  sich  auf  einem  Kegelschnitt 
schneiden,  der  durch  ihre  beiden  Centra  geht,  so  genügend» 
beiden  Büschel  der  Bedingung,  dass  das  anharmonische  Ter* 
hältniss  irgend  welcher  vier  Geraden  des  ersten  Büschels  gleich 
ist  dem  der  vier  correspondirenden  Geraden  des  s  weiten  (nach 
dem  Theorem  2).  Nach  irgend  einer  Ortsveränderung  abe 
dieser  beiden  Büschel  werden  sich  ihre  correspondirenden 
Strahlen  noch  auf  einem  Kegelschnitt  schneiden. 

10.  Wenn  die  beiden  Büschel  sich  nur  um  ihre  respedi- 
ven  Centra  drehen,  so  schlies*t  man  auf  dieses  Theorem: 

Wenn  zwei  Winkel  von  beliebiger  1  aber  constanter 
Grösse  sich  um  ihre  Scheitel  so  drehen]  dass  der  Durch- 
schnittspunht  zweier  ihrer  Schenkel  einen  Kegelschnitt 
durchläuft  y  der  durch  ihre  Scheitel  geht  y  so  schneide* 
sich  die  beiden  andern  Scheitel  auf  einem  zweiten  Ke- 
gelschnitt, der  gleichfalls  durch  die  beiden  Scheitel  gekt9 

11.  Dieses  Theorem,  welches  eine  Verallgemeinerung vei 
dem  des  Newton  ist,  ist  selbst  nur  eine  besondre  Art  unter 
einer  unendlichen  Anzahl  andrer  ähnlichen,  nm  die  Kegel- 
schnitte durch  den  Durchschnitt  zweier  um  zwei  feste  Punkte 
beweglichen  Geraden  zu  erzeugen  oder  durch  den  Dsreh- 
schnitt  zweier  Schenkel  Ton  zwei  um  ihre  Scheitelpunkte  be- 
weglichen Winkel.  Statt  diese  Winkel  von  constanter  Grosse 
anzunehmen,  wie  wir  es  gethan  haben,  kann  man  sie  auch 
variabel  nehmen,   und   es   giebt  dann  eine   unendliche  Zahl 


S53 

vob  Arten  die  Relation  zu  bestimmen,  welche  sie  unter  ein- 
ander haben  müssen. 

Man  kann  z.  B.  annehmen,  dass  jeder  Ton  ihnen  auf 
fetten  Geraden  Segmente  von  constanter  Grosse  zwischen  seine 
Schenkel  fasst. 

80  findet  sieh,  dass  das  Theorem  ron  Newton;  welches 
einige  Berühmtheit  erlaugt  hatte  und  welches  das  hauptsäch- 
lichste in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  zu  sein  schien,  nur 
ein  besondrer  Fall  einer  allgemeinen  Beschreibungsart  dieser 
Cnrren  ist. 

12.  Dieser  Umstand  scheint  uns  geeignet,  zwei  Dinge 
in  zeigen:  erstlich,  dass  es  immer  nützlich  ist,  bis  zu  dem 
Ursprung  der  geometrischen  Wahrheiten  zurückzugehen,  um 
ron  diesem  höhern  Gesichtspunkt  ans  die  verschiedenen  For- 
men su  entdecken ,  deren  sie  fähig  sind  und  die  ihre  Anwen- 
dung erweitern  können;  denn  das  Theorem  ron* Newton,  wel- 
ches einige  sehr  bedeutende  Geometer  nicht  verschmäht  haben, 
als  eines  der  schönsten  ans  der  Theorie  der  Kegelschnitte  zu 
beweisen,  hat  dennoch  nicht  besondre  Folgen  gehabt,  weil 
seine  Form  nur  wenige  Corollarien  zulässt.  Das  allgemeine 
Theorem  dagegen,  aus  dem  wir  es  abgeleitet  haben,  bietet 
eine  Menge  von  verschiedenen  Dednctionen  dar.  —  Sodann 
sieht  man  hier  einen  Beweis  der  Wahrheit,  dass  die  allge- 
meinsten und  fruchtbarsten  Sätze  zugleich  die  einfachsten  und 
a»  leichtesten  zu  beweisen  sind;  denn  keiner  von  den  Be- 
weisen, die  man  für  das  Theorem  von  Newton  gegeben  hat, 
ist  an  Kürze  mit  dem  zu  vergleichen,  welchen  wir  für  das 
in  Rede  stehende  allgemeine  Theorem  (3)  geliefert  haben. 
Dieser  hat  sogar  den  Vortheil,  keine  vorläufige  Kenntniss 
irgend  einer  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  zu  erfordern. 

IS.    Wir  nehmen  wieder  die  beiden  Büschel,  von  denen 
wir  vorausgesetzt  haben,  dass  sie  sich  in  einer  geraden  Linie 
schneiden,    und  verlegen  diese   Linie   in   die  Unendlichkeit; 
i.  h.  wir  nehmen  an,   dass   die  Linien  dieser  beiden  Büschel 
respective  parallel  sind.    Verändert  man  nun  ihre  Stelle ,  in- 
tmt  man  sie  um  ihre  Centra  drehen  lässt,   so  werden  sich 
ihre  eorrespondirenden  Geraden  auf  einem  Kegelschnitt  schnei- 
de«, der  durch   ihre  Centra  geht.      Man  kann   also  dieses 
fheerem  so  aussprechen:   Wenn  man  in  einer  Ebene  zwei 
Hkmliche  Figuren  hat,  die  aber  nicht  ähnlich  liegen,  so 
Verden  die  durch  einen  Punkt  der  ersten  Figur  will- 
iékrlich   gezogenen  Linien  respective  ihre  homologen  in 
cltr  zweiten  in  solchen  Punkten  treffen ,   die  auf  einem 
JKLegtlschnitt  liegen;  ein  Theorem,   welches   wir  ohne  Be- 
in einer  Schrift  über  die  Ortsreränderung  eines  Körpers 

4n  Geoa.  *3 
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im  Ran  m  ausgesprochen  haben  (Bulletin  universel  des  scien- 
ces, T.  XIV,  p.  321). 

14.  Man  kann  dem  allgemeinen  Theorem,  welches  Jn 
Gegenstand  dieser  Note  ausmacht,  atich  noch  diese  andre  An- 
sprache geben  :  Wenn  ein  Sechseck  einem  Kegelschnitt  et*, 
geschrieben  ist,  und  wenn  man  von  zwei  Scheiteln  des- 
selben gerade  Linien  nach  den  vier  andern  ScheMs 
zieht,  so  wird  das  anharmonische  Verhältnis*  der  skr 
ersten  gleich  dem  anharmonischen  Verhältniss  der  skr 
andern  sein; 

das  heisst  :  Die  vier  ersten  Geraden  treffen  irgend  eise 
Transversale  in  vier  Punkten,  und  die  vier  andern  Geraden 
treffen  eine  zweite  Transversale  in  vier  andern  Punkten, 
welche  einzeln  den  vier  ersten  correspondirent  ;  und  des 
anharmonische  Verhältniss  der  vier  ersten  Punkte  ist  dem 
anharmonischen  Verhältniss  der  vier  andern  gleich. 

Dieser  Ausspruch  hat  die  grösstmögliche  Allgemeiihat, 
-wegen  der  Unbestimmtheit  der  Lage  der  beiden  Transvtr- 
salen. 

15.  Nehmen  wir  an,  dass  die  erste  Transversale  eilt 
der  Tier  Geraden  ist,  welche  durch  den  zweiten  Scheitel 
des  Sechsecks  gezogen  sind  und  die  zweite  Tranversale  eise 
der  Geraden,  die  durch  den  zweiten  Scheitel  gehen,  so  ist 
das  genannte  Theorem  genau  das  erste  von  den  Theorem«, 
wolche  Pascal  in  seinem  Essai  pour  les  coniques  ab  au 
seinem  Hexagramm  abgeleitete  anfuhrt. 

16.  Nehmen  wir  noch  an,  dass  die  beiden  Transrer- 
salen  mit  einer  Seite  des  Sechsecks  zusammenfallen,  so  wM 
das  so  entstehende  Theorem  das  des  Des  argues  über  die  I* 
Tolotion  von  sechs  Punkten  sein. 

17.  Substituten  wir  in  diesem  Theorem  des  Desargsci  \ 
statt  der  Segmente,  welche  auf  der  Transversale  swiseba 
den  beiden  Punkton  des  Kegelschnitts  und  den  vier  Seit« 
des  Vierecks  liegen,  die  Ausdrücke  dieser  Segmente  als  Fik- 
tionen der  Perpendikel,  die  mau  von  den  beideu  Punkten  *• 
Kegelschnitts  auf  die  vier  Seiten  fallt,  so  folgt  daraus  die« 
ses  Theorem: 

Wenn  ein  Viereck  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben 
ist  und  wenn  man  von  irgend  einem  Punkt  der  Curve 
Perpendikel  auf  seine  Seiten  fällt,  so  ist  das  Verhält- 
niss des  Produkts  der  Perpendikel  auf  zwei  gegenüber- 
liegende Seiten  zu  dem  Produkt  der  beiden  andern  cwt- 
stanr,  welches  auch  der  Punkt  des  Kegelschnitts  sein  mag. 

In  Stelle  der  Perpendikel  kann  man  auch  schräge  Liai« 
nehmen,  welche  respective  mit  den  Seiten  des  Vierecks,  sack 
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eichen  sie  gezogen  werden,  constante  Winkel  bilden.  Die- 
?r  Sais  ist  das  tou  Pappus  angeführte  Theorem  ad  quatuor 
neaë. 

18.  Es  ist  also  bewiesen,  dass  das  mjstisehe  Hcxa- 
ramm,  so  wie  auch  ein  andres  Theorem  von  Pascal,  ferner 
u  Ton  Newton  über  die  organische  Beschreibung  der  Ke- 
elschnitte,  das  yon  Desargucs  über  die  Involution  von  sechs 
■nkten  und  das  der  Alten  ad  quatuor  lincas,  dass  alle  diese, 
•rollarien  nnsres  Theorems  sind.  Man  erkennt  hieraus  die 
rosse  Anzahl  von  besondern  Wahrheiten,  auf  welche  dieses 
'heorem  sich  ausdehnen  lässt,  nm  Beziehungen,  die  bis 
ente  noch  nicht  bekannt  sind,  und  einen  gemeinsamen  Ur- 
prang  nachzuweisen. 

Wir  können  also  dieses  Theorem  gewisser  Maassen  als 
Inen  Mittelpunkt  betrachten,  von  dem  sich  »'grossen  Theils 
ie  Eigenschaften,  selbst  die  allgemeinsten  der  Kegelschnitte, 
bleiten  lassen  :  es  wäre  wegen  dieser  so  sehr  grossen  Frucht- 
srkeit  nnd  wegen  der  ausserordentlichen  Leichtigkeit  seines 
eweises  geeignet,  zur  Basis  einer  geometrischen  Theorie  der 
Kegelschnitte  zu  dienen. 

10.  Da  es  der  Begriff  des  anharmonischen  Verhältnisses 
49  welcher  den  Hauptcharakter  dieses  Theorems  ausmacht 
id  welcher  es  befähigt,  dass  daraus  unzählige  Folgerungen 
nagen  werden,  so  bezeichnen  wir  es  mit  dem  Namen  des 
mJkmrmonischen  Verhältnisses  von  Funkten  eines  Kegel« 
dinitts.  **) 

Wir  bemerken  noch,  dass  eben  so  wie  die  Theoreme 
sa  Pascal,  Desargues,  Newton  und  das  ad  quatuor  lineas 
•rollarien  dieser  anharmonischen  Eigenschaft  sind,  dass 
ich  aoeh  letzteres  aus  jedem  dieser  Theoreme  ableiten  lässt 
nd  folglich  dazn  dienen  kann,  von  dem  einen  zum  andern 
herzugehen.  Dieses  zeigt,  dass  der  Begriff  des  ankarmo- 
Uchen  Verhältnisses  das  wahre  gemeinsame  Band  zwischen 
ieten  verschiedenen  Theoremen  ist  und  dass  sie  von  einander 
■r  durch  die  Form  unterschieden  sind. 

Man  hatte  schon  die  Beziehungen,  wir  können  beinahe 
igen,  die  Identität  zwischen  den  Theoremen  des  Desargues 
nd  Pascal,  aber  noch  nicht  die  zwischen  diesen  nnd  den 
■dem  angeführten  Haupttheoremen  bemerkt.  Man  bewies 
a  Gegentheil  jedes   dieser  Theoreme  auf  eine  rerschiedene 


88)  Wir  sagen  von  Punkten  einen  Kegelschnitts,  weil  wir  in 
•r  folgenden  Note  neben  werden ,  dass  die  Kegelschnitte  sich  noch 
■er  aweiten,  dieser  ersten  analogen,  anharmonischen  Eigenschaß 
(freuen,  welche  ihre  Tangenten  betrifft 
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Art,  die  immer  unvergleichlich  weitläufiger  war,  als  der 
schädliche  Beweis,   welchen  wir  Ton  dem  in  Rede  stehend« 
Theorem  gegeben  haben, 

20.  Wir  könnten  anch  ans  diesem  Theorem  den  sche- 
uen Satz  von  Carnot  ableiten ,  der  sich  anf  das  VerbiltiNi 
der  Segmente  bezieht,  welche  von  einem  Kegelschnitt  sd 
den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  in  derselben  Ebene  gebUM 
werden  nnd  der  eben  so  allgemein  eine  Eigenschaft  ron 
Punkten  eines  Kegelschnitts  ausdrückt,  als  die  Theo: 
Ton  Desargnes,  Pascal  nnd  Newton« 

21.  Endlich  ist  nnsre  unharmonische  Eigenschaft 
noch  einer  andern  Form  fähig,  welche  daraus  einen  neues, 
Ton  allen  Torhergehenden  verschiedenen  Satz  macht,  der  sm 
einer  neuen  Art  sehr  zahlreicher  Ableitungen  fuhrt«  Diestr 
neue  Satz  d nickt  sich  durch  eine  Gleichung  mit  drei  Glie- 
dern aus.    Man  kann  ihn  also  aussprechen: 

Es  seien  in  einer  Ebene  zwei  Transversalem  gegeben^ 
und    auf  der   ersten  irgend  welche  zwei  feste  Punhe 

0,  E  und  auf  der  zweiten  zwei  ebenfalls  wiUkukrUA* 

01,  E1  angenommen  ;  wenn  man  um  zwei  in  der  Ebene 
der  Figur  beliebig  gewählte  feste  Pole  P,  P1  zwei  Gf- 
rade  drehen  lässt,  welche  die  beiden  Transversalen  rr- 
spective  in  zwei  Punkten  a,  a1  treffen,  welche  Punhe 
so  bestimmt  sind,  dass  man  die  Relation  hat: 

Oa     ,     m     Ofa* 

wo  X  und  /ii  zwei  Constante  sind:  so  wird  der  Durch- 
schnittspunht  der  beiden  beweglichen  Geraden  einen  Ke- 
gelschnitt beschreiben,  welcher  durch  die  beiden  Psk 
P,  P*  geht. 

22.  Dieses  Theorem,  in  welchem  so  viele  willkührlick 
Elemente  vorkommen,  wie  die  Richtung  der  Transversale!, 
die  Lage  der  vier  Punkte  anf  ihnen,  die  der  beiden  Pole  ui 
die  Werthc  der  beiden  Coefficienten,  unterscheidet  sich  ui 
Wesentlichen  nicht  von  den  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte,  von  denen  in  dieser  Note  gesprochen  ist;  den 
wir  leiten  dasselbe,  wie  jede  von  diesen  ans  unsenn  auhar- 
moni sehen  Satze  ab.  Aber  seine  Form  gestattet  viel  wettere 
Anwendungen,  als  man  in  Bezug  anf  jeden  von  diesen  Sitxa 
gemacht  hat. 

23.  Wenn  man  ,z.  B.  die  beiden  Pnnkte  IT,  E1  «C 
der  Geraden  annimmt,  welche  die  beiden  Pole  P,  P1  verbil- 
det,   so    wird   die  Gleichung,   statt  einen   Kegel rhnitt 
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kieken,  die  einer  einfachen  geraden  Linie«  Hieraus  folgen, 
üs  Corollarien  eben  so  vieler  Eigenschaften  der  Kegelschnitte, 
âne  inendliche  Menge  Eigenschaften  der  geraden  Linie;  nnd 
uter  diesen  Sätzen  finden  sich  verschiedene  Coordinatensj- 
iteme,  besonders  das  von  Descartes. 

Es  giebt  noch  mehre  andre  Arten,  zn  machen,  dass  die 
Gkichang  eine  gerade  Linie  darstellt.  Es  reicht  im  Allge- 
meinen hin,  einer  einzigen  Bedingungsrelation  zwischen  den 
Daten  der  Aufgabe  zn  genügen,  welche  durch  die  Gleichung 

Oe     t    ,      O1«1 

•»gedrückt  wird,  wo  i  und  a1  die  Punkte  sind,  in  denen  die 
leiden  Transversalen  die  Gerade  treffen,  welche  die  Pole 
P,  i*  verbindet. 

Wir  werden  in  einer  andern  Schrift  den  häufigen  Gc- 
kaick  zeigen,  zu  welchem  die  Gleichung  (A)  in  der  Theo- 
rie der  Kegelschnitte  und  in  der  der  Transversalen  uns  ge- 
epet  scheint. 

2t.  Ich  werde  auch  noch  an  einer  andern  Stelle  auf  die 
«Aarmenische  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  zurückkommen, 
welche  unter  der  Form  einer  Gleichung  mit  zwei  Gliedern 
euch  das  Theorem  (2)  ausgedrückt  wird,  weil  sie  sich  in 
fcr  Theorie  der  homographischen  Figuren  darbietet,  wovon 
«  eine  allgemeine  Eigenschaft  ist.  Wir  sprechen  es  dann 
ia  dieser  Weise  ans  : 

Wenn  zwei  homographisch c  Büschel  in  derselben 
Biene  liegen,  so  werden  die  Linien  des  ersten  respec- 
ths  die  Linien  des  zweiten  in  solchen  Punkten  treffen, 
Milche  auf  einem  Kegelschnitt  liegen,  der  durch  die 
Centra  der  beiden  Büschel  geht. 

Fur  die  Idee  des  anharmonischen  Verhältnisses,  welches 
säen  sehr  einfach  ist,  das  aber  sich  direct  nur  auf  einen 
Buckel  von  vier  Geraden  bezieht,  wird  durch  diesen  Aus- 
ipnieh  ein  andrer  Begriff  substituirt,  welcher  ausdrücklich 
iDe  Geraden  desselben  Büschels  umfasst  und  dadurch  in  die 
lavendnngen  des  Theorems  eine  neue  Promptitude  und  Leich- 
fekeit  hineinbringt. 

25.  Man  wird  uns  vielleicht  die  Länge  dieser  Note  ver- 
Riten,  wenn  man  bemerkt,  dass  sie  den  grössten  Theil  der 
(dünsten  und  allgemeinsten  Eigenschaften  von  der  Theorie 
kr  Kegelschnitte  mit  ihren  Beweisen  enthält.  Die  Analysis 
tirde  gewiss  bei  dieser  Gelegenheit  nicht  kürzer,  auch  nicht 
kirkter  sein,  als  die  reine  Geometrie. 
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Wir  wollen  noch  bei  dieser  Gelegenheit  bemerken,  dm 
keiner  von  diesen  Sätzen,  obgleich  sie  die  wesentlichsten  nl 
fruchtbarsten  in  der  ganzen  Theorie  der  Kegelschnitte  siit, 
gegenwärtig  in  den  analytischen  Werken  über  diese  Curven 
enthalten  sind.  Diese  Werke  sind  in  Wahrheit  nicht  Be- 
handlungen der  Kegelschnitte,  sie  sind  Anwendungen  der 
analytischen  Geometrie  nnd  eine  Einleitung  zur  allgemein!. 
Theorie  der  Curven.  Und  in  diesen  Anwendungen  beweht 
man  nicht  die  allgemeinsten  nnd  wichtigsten  Eigenschaften 
der  Kegelschnitte,  sondern  nur  die,  welche  die  elementanteu 
nnd  eingeschränktesten  sind,  weil  sie  sich  am  besten  den 
Formeln  der  Analysis  anschliessend  Die  andern,  welche  dk 
nutzlichsten  wären  und  auf  welchen  das  Fortschreiten  der 
Theorie  der  Kegelschnitte  beruht,  bleiben  den  jungen 
meiern,  die  diese  wichtige  Theorie  nur  aus  den  Werken 
analytische  Geometrie  lernen,  unbekannt. 

Das  Studium  der  Kegelschnitte  hat  seit  einem  Jahrhun- 
dert ausserordentliche  Rückschritte  gemacht;  was  sehr  m 
bedauern  ist,  nicht  allein  wegen  der  wichtigen  Rolle,  welch 
diese  berühmten  Curven  in  allen  Theilen  der  Geometrie  spie- 
len nnd  welche  die  Bekanntschaft  mit  ihnen  unumgänglich 
nothwendig  macht,  sondern  auch  weil  man  im  Allgemeinen 
in  allen  Theilen  der  Wissenschaft  den  Geist  daran  gewöhn« 
mu  s  9 ,  sich  stets  auf  die  allgemeinsten  Wahrheiten  zu  richten, 
welche  die  Theorie  gestattet.  Dieses  ist  das  sicherste,  wen 
nicht  das  einzige  Mittel,  das  Stndinm  einer  Wissenschaft  si 
vereinfachen  und  ihres  Fortschreitens  gewiss  zu  sein. 


Note    XVI. 

(Fortsetzung  der  vorhergehenden.) 

Uebcr  die  anharmonish  cn  Eigenschaften  der 
Tangenten  eines  Kegelschnitte. 

Die  in  der  vorigen  Note  zur  Sprache  gekommenen  Theo- 
reme beziehen  sich  auf  die  Punkte  der  Kegelschnitte.  Mai 
weis,  da ss  mehren  unter  ihnen  andre  analoge  Theoreme  ent- 
sprechen, welche  die  Tangenten  der  Ciirve  betreifen.  Se 
entspricht    dem   Hexagramm    des    Pascal    das   Theorem   t«i 
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Bri&aehon  über  das  umgeschriebene  Sechseck;  dem  Theorem  des 
Desargues  entspricht  das,  welches,  wie  ich  glaube,  Sturm") 
uent  gegeben  hat:  „Wenn  ein  Viereck  einem  Kegelschnitt 
ungeschrieben  ist,  so  bilden  die  Geraden,  welche  Ton  irgend 
tinem  Punkte  nach  seiueu  Tier  Scheiteln  gezogen  werden, 
»■d  die  beiden  Tangenten ,  welche  von  diesem  Punkte  an  die 
Cnrve  gelegt  werden,  ein  faisceau  en  involution."  Dem 
Theorem  der  Alten  ad  quatuor  lineas  scheint  uns  das  fol- 
gende m  entsprechen,  welches  wir  in  unserm  ersten  Mémoire 
êmr  leê  transformations  paraboliques  40)  bewiesen  haben  ! 
„wenn  ein  Viereck  einem  Kegelschnitt  umgeschrieben  ist,  so 
sieht  fur  irgend  eine  Tangente  dieser  Curre  das  Produkt  ihrer 
Entfernungen  von  zwei  gegenüberliegenden  Scheiteln  des  Vier- 
ecks in  einem  constanten  Verhältniss  zn  dem  Produkt  ihrer 
Entfernungen  von  den  beiden  andern  Scheiteln9' $  endlich  bat 
Poncelft  in  seiner  Théorie  de  polaires  réciproques  bewie- 
sen ,  dass  das  Theorem  Ton  Newton  über  die  organische  Be- 
schreibung der  Kegcschuitte  auch  sein  entsprechendes  hat, 
und  dass  es  ebenso  mit  dem  Theorem  Ton  Carnot  ist,  wel- 
ches sich  auf  die  Segmente,  die  Ton  einem  Kegelschnitt  auf 
dem  drei  Seiten  eines  Dreiecks  gebildet  werden,  bezieht.41) 

Man  mass  Termuthen,  dass  diese  neuen  Theoreme,  von 
toten  jedes  eine  allgemeine  Eigenschaft  von  sechs  Tangenten 
desselben  Kegelschnitts  ausdrückt,  also  ebenso  wie  die,  de- 
sto entsprechen,  sieh  aus  einem  einzigen  Satze  ableiten 
ij  welcher  demjenigen  entspricht,  den  wir  in  der  vo- 
rigen Note  die  anharmonische  Eigenschaft  der  Puukte  eines 
Kegelschnitts  genannt  haben.  Dieses  findet  in  der  That  statt, 
und  dieser  neue  Satz  lässt  sich  so  aussprechen: 

Wenn  von  zwei  Geraden  in  einerlei  Ebene  Jede  in 
vier  Segmente  gel  h  eilt  ist  3  so  dass  die  Theilungspunkte 
der  ersten  Linie  denen  der  zweiten  correspondiren  und 
wenn  das  anharmonische  Verhältniss  der  vier  ersten 
Punkte  gleich  ist  dem  anharmonischen  Verhältniss  der 
vier  andern 3  so  werden  die  vier  Geraden,  welche  einzeln 
die  correspondirenden  Punkte   verbinden  3   und    die  bei- 


391  Dieses  Theorem  war  der  Gegenstand  des  Memoire,  welches 
den  beiden  ersten  Memoiren  von  Storni  Ober  die  Theorie  der  Linien 
«weiter  Ordnung  (in  den  Annales  des  Mathématiques ,  ton.  XVI  et 
XV D  folgen  soll,  welches  aber  bis  jetst  noch  nicht  erschienen  ist. 

40)  Art  10,  p.  289  des  Vten  Bandes  der  Correspondance  ma- 
tkëmalique  de  Bruxelles. 

41)  Crelle,  Journal  der  Mathematik,  tom.  IV. 


den  Geraden  sechs  Tangenten  für  denselben  Eegehehnkt 
sein.  «) 

Man  rieht  leicht,  data  dieses  Theorem  unendlich  vkk 
verschiedene  Sätze  in  «ich  fasst,  welche  sich  auf  dis  Bt> 
schreibang  der  Kegelschnitte  durch  ihre  Tangenten  besiekea. 
Denn  es  giebt  anendlich  viele  Arten  >  iwei  Gerade  auaafjtv« 
men,  welche  so  getheilt  sind,  dass  das  anharmonische  Yer- 
hältniss  von  irgend  vier  Punkten  der  ersten  gleich  dem  dir 
vier  correspondirenden  Punkte  der  iweiten  ist. 

Indem  wir  in  den  Kegelschnitten  des  Apollonins  imd  M 
den  neueren  Antoren  die  verschiedenen  Sätze,  bezüglich  ait 
die  Tangenten  eines  Kegelschnitts,  aufsuchten,  haben  wir  er- 
kannt, dass  beinahe  alle  nur  Anwendungen  oder  Corollaria 
des  angeführten  Theorems  sind.  Die  Haupttheoreme,  weide 
wir  im  Anfang  dieser  Note  angeführt  haben,  so  wie  das  toi 
Brianchon,  sind  nur  verschiedene  Ausdrucksweisen  oder  Trau* 
formationen  von  diesem,  welches  das  gemeinsame  Band 
sehen  diesen  verschiedenen  bildet  und  dazu  dient,  vom 
zum  andern  zu  gelangen. 

Wir  nennen  dieses  Theorem  das  anharmonische  Ter* 
häUniss  der  Tangenten  eines  Kegelschnitts. 

Es  ist  uns  noch  übrig,  den  Beweis  dieses  Theorems  sa 
liefern,  wozn  wenige  Worte  hinreichen  werden. 

Da  das  Theorem  eine  Gleichheit  zweier  anharmonisda 
Verhältnisse  ausdrückt,  welche  fortbestehen  muss,  wenn  man 
die  Perspective  dieser  Figur  bildet,  so  ist  es  genügend,  das- 
selbe an  einem  Kreise  nachzuweisen,  welcher  dem  Kegel,  aif 
dem  der  Kegelschnitt  liegt,  zur  Basis  dient.  Man  muss  alst 
nachweisen,  dass,  wenn  ein  Winkel  einem  Kreise  umgeschrie- 
ben ist  und  wenn  man  irgend  welche  vier  Tangenten  an  den 
Kreis  zieht,  das  anharmonirche  Verhältnis  s  der  vier  Punkte, 
in  welchen  diese  den  ersten  Schenkel  des  Winkels  tref- 
fen, gleich  dem  der  vier  andern  Punkte,  in  welchen  sie  den 
zweiten  Schenkel  des  Winkels  treffen,  sein  muss.  Dies  ist 
aber  offenbar,  denn  der  Theil  jeder  Tangente,  welcher  zwi- 
schen den  beiden  Schenkeln  des  Winkels  liegt,  wird  vom  Mit- 
telpunkt des  Kreises   aus  unter  einem  Winkel  von  constanter 


42)  Wenn  dfe  gegebenen  Geraden  nicht  in  einerlei  Ebene  liegen, 
so  bilden  die  Geraden,  welche  einzeln  ihre  Theilpuiikte  verbinde*, 
ein  Hyperboloid  mit  Einem  Fach.  Das  habeu  wir,  auf  andre  Wetao 
ausgesprochen,  in  der  Correspondance  de  l'école  polytechnique,  tu» 
p.  446  nachgewiesen.  Und  ans  diesem  allgemeinen  Theorem  Im  Bau- 
me haben  wir  die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  ab- 
geleitet. (N.  die  Corresfnmdance  mathématique  von  Qaetelet,  t  IV, 
p.  364.) 
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rtat  gwehen,  nnd  folglieh  werden  die  Segmente,  welche 
rei  Tangenten  anf  den  beiden  Schenkeln  des  Winkels  bil- 
■,  T#m  Mittelpnnkt  ans  nnter  gleichen  Winkeln  gesehen« 
ierau  eehliesst  man  weiter,  dass  die  Tier  Geraden,  welche 
m  Mittelpnnkt  nach  jenen  Punkten  gezogen  werden,  in 
■en  die  Tier  Tangenten  den  ersten  Schenkel  des  Winkels 
cffen,  ein  anharmonisches  Verhältniss  haben  müssen,  wei- 
tes gleich  dem  der  yier  Geraden  ist,  die  Tom  Mittelpunkt 
ich  den  Tier  Darchschnittspniikten  der  Tangenten  mit  dem 
leiten  Sehnekel  gezogen  sind  ;  deshalb  haben  also  die  Theil- 
nkte  des  ersten  Schenkels  dasselbe  anharmonische  Verhält- 
in,  als  die  des  zweiten. 

Das  Theorem  ist  daher  bewiesen. 

Dieses  Theorem  kann  eine  nene  Form  annehmen  nnd 
ich  dareh  eine  Gleichung  mit  drei  Termen  ausdrucken,  wo- 
tnrch  man  einen  andern  Satz  erhält,  der  nener  nnd  zahlrei- 
her  Anwendungen  fähig  ist.  Diese  nene  Eigenschaft  der 
bgdochnitte  sprechen  wir  so  ans: 

Wenn  in  einer  Ebene  zwei  Transversalen  gegeben 
thi,  auf  denen  man  zwei  Punkte  0,  E  auf  der  ersten 
ni  zwei  O1,  E1  auf  der  zweiten  wittkührlich  annimmt, 
nd  wenn  zwei  veränderliche  Punkte  a,  a1  diese  beiden 
Seraden  durchlaufen,  so  dass  man  die  constante  Rela- 
Hm  hat: 

Oa    .    ,     OV 

Ea  ^        E'a1         rj 

Wê  l  wnd  fi  constante  Cocfßcienten  sind:  so  wird  die 
Gerade  aa1,  in  jeder  ihrer  Lagen,  immer  ein  und  den* 
nUen  Kegelschnitt  berühren,  welcher  die  beiden  festen 
Transversalen  tangirt. 

Ans  diesem  Satz  lassen  sich  eine  grosse  Menge  Corol- 
krien  ableiten,  welche  man  dadurch  erhält,  dass  man  die 
Dite  der  Aufgabe  verschieden  vertheilt,  nämlich  die  beiden 
TrtnsTersalen ,  die  yier  auf  ihnen  gewählten  Punkte  und  die 
kMtn  Constanten  X  nnd  fx. 

Wenn  diese  Data  unter  einander  die  Relation 

OS    ,   ,      o*s 

ES  E!S         r 

hbeu,  wo  S  den  Durchschnittspunkt  der  beiden  TransTer- 
Mkn  bezeichnet,  so  reducirt  sich  der  Kegelschnitt  auf  einen 
hikt;  d.  h.  die  Gerade  aal  geht  in  allen  ihren  Lagen  immer 
fach  Einen  Punkt.      Dieses  findet  z.  B.   statt,    wenn    die 


Paukte  E,  El  im  Dnrchsehnittspnnktc  5  der  beides  Twif- 
versalen  liegen,  so  dass  die  Gleichung 

Oa   .    ,      O'a1 

in  einem  Punkt  gehört. 

Wir  werden  bei  einer  andern  Gelegenheit  auf  das  Tktt» 
rem,  welches  den  Gegenstand  dieser  Note  ausmacht,  inrick- 
kommen.  Wir  werden  es  dann  als  eine  Eigenschaft  der  h- 
mo  graphischen  Figuren  betrachten,  und  werden  ihm  diem 
besondern  Ausspruch  geben,  der  sehr  geeiguet  ist,  die  zahl- 
reichen Anwendungen  desselben  zu  zeigen. 

Wenn  zwei  Gerade  in  einer  Ebene  homographiscl 
getheilt  sind,  so  hüllen  die  geraden  Linien,  welche  dk 
einzelnen  Theilpunkte  der  ersten  mi*  den  homologe* 
Punkten  der  zweiten  verbinden,  einen  Kegelschnitt  em, 
welcher  die  beiden  ersten  Geraden  tangirt. 

In  dem  obigen  Theorem  kann  man  dos  System  der  bei- 
den festen  Transversalen  durch  die  Peripherie  eines  Kreis« 
ersetzen,  nnd  man  erhält  dann  dieses  Theorem: 

Wenn  irgend  welche  vier  feste  Punkte  0 ,  E ,  01 ,  K1 
auf  einer  Kreisperipherie  gegeben  sind ,  und  wenn  mem 
auf  dieser  Peripherie  zwei  veränderliche  Punkte  a,  a1 
so  annimmt,  dass  man  die  Relation 

jinJ/taO  aln.Vt  ft10i  _ 

8iu.7talT  "*"      "  sTD.'Vt'aW  ~~  ** 
hat,  wo  X  und  /ti  zwei  Constante  sind,  so  hüllt  die  Charit 
aa1    einen   Kegelschnitt    ein,     welcher    einen    doppelt f 
Contact  mit  dem  Kreise  haben  wird  und  die  Gerade  EK1 
berührt. 

Dieser  Satz,  nebst  den  beiden,  welche  wir  schon  «r 
Analogie  mit  dem  unharmonischen  Vcrhältniss  von  vier  Punk- 
ten und  mit  der  Involution  von  sechs  Punkten  angeführt  ha- 
ben, gieht  zu  einer  Theorie  Veranlassung,  in  welcher  sich 
eine  Menge  von  Eigenschaften  eines  Systems  von  zwei  ge- 
raden Linien  auf  den  Kreis  übertragen  finden;  und  alles  die- 
ses wendet  sich  durch  eine  passende  Transformation  auf  ir- 
gend einen  Kegelschnitt  an,  wodurch  sich  eine  neue  Quelle 
für  die  Eigenschaften  dieser  Cnrven  eröffnet. 

Wir  begnügen  uns  hier  anzumerken:  wenn  man  fur  die 
Punkte  Ey  El  in  dem  obigen  Theorem  die  Endpunkte  der 
Durchmesser  annimmt,  welche  respective  durch  die  beiden 
Punkte  O ,  Ol  gehen,  so  wird  man  der  Gleichung  die  ein- 
fachere Form  gehen  : 

tang.  V,  aO  +  X  .  tang.  ■/,  a'O1  =  p  , 
welche  ein  neues  Theorem  ausdrückt. 


Unter  den  Corollarien ,  welche  sich  ans  diesem  Theorem 
»leiten,  findet  man  diese  Eigenschaft  des  Krümmungskreises 
ir  einen  Pankt  eines  Kegelschnitts: 

Wenn  man  den  Krümmungskreis  für  einen  Punkt  À 
net  Kegelschnitts  zeichnet,  so  wird  jede  Tangente  an 
kser  Curvc  denselben  in  zwei  solchen  Punkten  schnei- 
m,  dass  die  Differenz  der  Cotangenten  der  Halbbögen, 
wiche  zwischen  diesen  Punkten  und  dem  Punkte  A  He- 
rn, constant  ist. 


Note   XVII. 

(Dritte  Epoche,  §.  84.) 
Ueber  Maurolicus  und  Guarinu 

Hanrolicns,  der  gelehrteste  Geometer  seiner  Zeit,  ist  der 
Verfasser  einer  Menge  Ton  Werken,  worin  sich  oft  glück- 
liche Nenernngen  und  Spuren  von  Genie  finden. 

Ihm  verdankt  man  die  Bemerkung,  welche  unter  seinen 
Btaien  die  Grundlage  zu  den  neuen  Principien  der  Gnomonik 
taiej,  dass  der  Schatten  der  Spitze  eines  Stiftes  jeden  Tag 
Met  Bogen  eines  Kegeschnitts  beschreibt.  Hierdurch  veranlasst 
reriasste  er  seine  Abhandlung  über  die  Kegelschnitte ,  von  de- 
là wir  gesprochen  haben,  und  welches  der  Gegenstand  des 
bitten  Buchs  seiner  Gnomonik  ist,  betitelt:  de  lineis  horariis 
tibri  III,  erschienen  1553  und  1575.  Aber  diese  Behand- 
tag  der  Kegelschnitte  beschränkt  sich  auf  das  zur  Gnomonik 
faftwendige  und  umfasst  nicht  alle  Eigenschaften  dieser  Cur- 
fa,  welche  sich  bei  Apollonius  finden. 

Wir  wollen  noch  von  Maurolicus  die  Einführung  der  Se- 
kanten in  die  trigonometrische  Rechnung  erwähnen,  von  de- 
fcs  er  eine  Tafel  in  dem  Bande,  betitelt:  Theodosii  sphae- 
phorvm  Ubri  III,  1558,  drucken  liess. 

Auch  die  Analjsis  ist  diesem  Geometer,  obgleich  er  we- 
*ig  über  diesen  Gegenstand  citirt  wird,  sehr  verpflichtet.  Er 
*ar  der  erste,  welcher  den  Gebranch  der  Buchstaben  statt 
tar  Zahlen  in  den  Calcul  der  Arithmetik  einführte  und  wel- 
ker deu  Algorithmus  der  Algebra  gab.  Manrolicus  wollte 
durch  diese  Neuerung;  die   numerischen  Operationen  zu   der« 


selben  Allgemeinheit  nnd  Abstraction  erheben,  welche  tie 
graphischen  Operationen  der  Geometrie  besitzen,  dereiGt- 
sammtheit  augenfällig  ist  nnd  selbst  in  Gedanken  verfolgt 
werden  kann,  nnd  besonders  den  Yortheil  hat,  für  Tassai* 
Ton  verschiedenen  Anwendungen  zu  genügen. 

Wir  haben  Guarini  in  der  VIten  Note  bei  GdegeiMt 
des  Theorems  tou  Ptolemäns  und  in  der  Theorie  der  Kept 
schnitte ,  als  wir  Ton  dem  grossen  Traité  des  De  La  un 
sprachen,  erwähnt. 

Das  Werk  dieses  Geometers,  bei  dem  wir  erstaun, 
dass  desselben  yon  den  Geschichtschreibern  der  Mathematik 
keine  Erwähnung  geschieht,  ist  betitelt:  Euclidt*  adauctm 
ei  tnethodicus ,  maihematicaque  universalis  (in  fol.,  Tarit 
1671).  Es  enthält  35  Abhandlungen  über  verschiedene  TheiK 
der  theoretischen  nnd  angewandten  Geometrie.  Die  32sto 
kann  als  ein  Kapitel  aus  unsrer  gegenwärtigen  beschreiben 
"Ben  Geometrie  betrachtet  werden.  Es  handelt  von  der  Fit- 
jection  der  Durchschnittslinien  der  Kugel,  des  Kegels  ni 
des  Cylinders  nnter  einander  auf  Ebenen ,  und  tob  der  Ab- 
wickelung dieser  Curven  doppelter  Krümmung  in  einer  Eben, 

Guarini  ist  auch  der  Verfasser  eines  Werks  über  Astro- 
nomie: Mathcmatica  coelestis,  in  fol.,  Mailand  1083,  wel- 
ches Weidler  nnd  Lalande  citirt  haben. 

Diese  beiden  Schriftsteller  hätten  aber  auch  in  ihre 
astronomischen  Bibliographien  ein  andres  Werk  von  Gnariii 
aufnehmen  kännen,  welches  den  Titel  führt:  Placita  philê- 
sophica  (in  fol.,  Paris  1666),  nnd  worin  unter  andern  Dii- 
gen,  die  sich  auf  Physik,  Logik  nnd  Metaphysik  besiehe«, 
der  Verfasser  das  System  des  Ptolemäns  umwirft  nnd  daflr 
gewisse  Spirallinien  setzt,  in  denen  er  die  Planeten  sich  be- 
wogen lässt.  Auch  sprach  er  eine  besondre  Meinnug  über 
Ebbe  nnd  Fluth  und  über  verschiedene  andre  Phänomene  ata. 


Note  XVm. 

(Dritte  Epoche,  §.  34.) 

fiber  die  Identität  der  homologischen  Figu- 
tn  mit   denen,    welche   man    durch  die  Per- 
itctive  erhält.  —    Bemerkung  über  die  Per- 
spective von  Stevin. 

Es  ist  leicht  in  erkennen,  dass  die  Figuren  des  De  La 
re,  die  des  Le  Poivre  und  die  homologischen  Figuren  iden- 
efc  dieselben  sind,  als  die,  welche  man  bei  der  Methode 
r  Perspective  beschreibt,  welche  von  dem  Augenpunkt 
oint  de  vue)  und  von  den  Grundpunkten  (points  de  di* 
tnce)  Gebrauch  macht.  Denn  diese  erfreuen  sich  der  bei- 
wl  unterscheidenden  Charaktere  der  ersten,  welche  folgende 
id:  1)  ihre  homologen  Linien  laufen  auf  einer  und  dersel- 
u  geraden  Linie,  welche  die  Grundlinie  (la  ligne  de  terre) 
;,  zusammen;  2)  ihre  homologen  Punkte  liegen  auf  Geraden, 
e  in  Einem  Punkte  zusammenlaufen  (welcher  die  Projection 
m  Auges  auf  der  Ebene  der  Tafel  sein  würde,  wenn  man 
e  durch  das  Auge  gelegte  Horizontal  -  Ebene  um  die  Hori- 
mtal- Linie  drehte).  Aber  diese  zweite  Eigenschaft  der  Fi- 
lm, welche  man  nach  der  Methode  der  Perspective  ver- 
ittelst  des  Augenpunkts  und  der  Grundpunkte  beschreibt, 
I  selten  in  den  Werken  über  Perspective  bewiesen;  denn 
iwohl  diese  Werke  sehr  zahlreich  sind,  so  haben  wir  doch 
es«  Eigenschaft  nur  in  denen  von  Ozanam,  Jeaurat,  Lambert 
Lvsgabe  von  1773)  und  in  dem  neuern  Werke  von  Choquet 
»merkt. 

Bei  den  andern  Methoden  der  Perspective,  wie  die  von 
tevin,  Gravesande,  Taylor  und  Jacquier,  welche  sich  des 
esichtspunktes  in  der  Ebene  der  Figur  bedienen,  ist  die 
lentiÜU  der  constrnirten  Figuren  .des  De  La  Hire,  des  Le 
oivre  und  der  homologischen  Figuren  evident ,  weil  man  sich 
i  ihrer  Anwendung  der  beiden  angegebenen  Charakteristi- 
ken Eigenschaften  bedient. 

Gravesande  und  Taylor  werden  oft  und  mit  Recht  citirt, 
las  sie  die  Perspective  auf  eine  neue  und  verständige  Weise 
»hudelt  haben;  aber  wir  müssen  uns  wundern,  dass  man 
tevin  ganz  mit  Stillschweigen  übergeht,  der  schon  ein  Jahr- 
ndert  früher  auch  Neuerungen  in  diesen  Gegenstand  ein- 
,   welchen  er,    als  tiefdenkender   Geometer,    nud  viel- 


leicht  Yollstandiger,  als  irgend  ein  anderer,  unter  dem  uta> 
retiscben  Gesichtspunkt  behandelt  hat. 

So  finden  wir  bei  diesem  Geometer  die  geometrische  Lfr- 
snng  dieser  Aufgabe,  welche  die  umgekehrte  der  Penpectin 
ist:  Wenn  in  einer  Ebene  und  in  irgend  welcher  gtgah 
seitigen  Lage  zwei  Figuren  gegeben  sind,  von  dem 
die  eine  die  Perspective  der  andern  ist,  so  verlangt  ms 
sie  im  Raunte  so  zu  legen,  dass  die  Perspective  stettfk- 
dety  und  die  Stelle  des  Auges  zu  bestimmen. 

Es  ist  wahr,  dass  Sterin  nur  einige  besondre  Falle  fit 
ser  Aufgabe  löste,  unter  denen  der  schwierigste  der  ist,  im 
die  eine  Figur  ein  Viereck  und  die  andre  ein  Parallel ognum 
ist.  Den  Fall,  dass  beide  Figuren  irgend  welche  Vierecke 
sind,  gestattet  auch  die  Aufgabe.  Aber  Sterin  konnte  flft 
nicht  lösen,  weil  er  nur  die  beschreibenden  Eigenschaft« 
der  Figuren  in  der  Perspective  anwandte,  und  es  aöihig  m\ 
auch  die  metrischen  Relationen  zn  betrachten. 

Wir  werden  Gelegenheit  haben,  diese  allgemeine  Alf* 
gäbe  bei  den  Anwendungen  nnsres  Princips  der  homogtm- 
phischen  Transformation  aufzulösen. 


Note    XIX. 

(Dritte  Epoche,  §.  35.) 

lieber  die  Methode  von  Newton,  Figuren  in 

andre    derselben   Gattung   umzuwandeln. 

(Lemma  XX11  des  lsten  Buchs  der  Principia.) 

Um  den  Figuren  des  Newton  dieselbe  gegenseitige  Lage 
su  geben,  als  die  des  De  La  Hire  haben,  reicht  es  hin,  die 
zweite  in  den  Punkt  B  (wir  setzen  yoraus,  dass  man  dea 
Text  des  Newton  vor  Augen  habe),  als  um  einen  Zapfet, 
zu  drehen,  bis  seine  Ordinalen  dg  parallel  mit  den  Ordiaa« 
ten  DG  der  ersten  sind.  Die  Linie  aß  der  zweiten  Cum 
wird,  während  dieser  Drehung,  eine  Lage  alB  angenommen 
haben.  Durch  den  Punkt  A  wird  man  eine  Gerade  Ja* 
gleich  und  parallel  mit  der  Geraden  alB  ziehen.  Der  Punkt 
01  wird  der  Pol  (oder  das  Centrum  der  Homologie),  nid 
die  Gerade  Ba,  in  ihrer  ersten  Lage  betrachtet,  die  Forma- 
trice (oder  die  Axe  der  Homologie)  sein. 


m 

Um  nnn  nachzuweisen,  wie  die  Verfahrnngsart  der  Per- 
eitive  Newton  hat  zu  seiner  Transformationsweise  führen 
innen,  denke  man  sich  im  Ranm  eine  Curve  und  eine  Ta- 
I,  auf  welcher  man  die  Perspective  dieser  Curve  bildet, 
rch  das  Ange  lege  man  eine  Transversal -Ebene,  und  nm 
5  Geraden,  in  welchen  dieselbe  die  Ebene  der  Curve  und 
i  der  Tafel  schneidet,  lasse  man  diese  beiden  Ebenen  dre- 
n,  bis  sie  beide  in  die  Transversal -Ebene  fallen;  dann 
rden  die  vorgegebene  Cnrve,  ihre  Perspective  nnd  der 
nht  des  Anges  in  Einer  Ebene  liegen  nnd  die  Figuren  des 
twton  darstellen. 

Die  Methode  des  Newton  könnte  also  als  praktische  Me- 
ide der  Perspective  dienen.  Und  in  der  That  finden  wir, 
ss  sie  sich  wenig  von  der  ersten  der  beiden  Regeln  des 
gnole  unterscheidet  ,  die  von  Ignaz  Dante  bewiesen  und 
rch  Sirigatt  und  verschiedene  andre  Geometer  reprodncirt 
id. 


Note    XX. 

(Vierte  Epoche,  §.  4.) 

eher  die  Erzeugung  der  Curven  des  dritten 
rades  durch  fünf  diver girende  Parabeln 
%d    durch    die  fünf  Curven,    welche    einen 

Mittelpunkt    haben* 

Die  beiden  Theoreme,  welche  wir  uns  sn  beweisen  vor« 
Bommen  haben,  beruhen  auf  einer  Eigenschaft  der  Einbie- 
nspunkte  der  Cnrve  dritten  Grades,  welche  sich  auf  foi- 
nde  Weise  aussprechen  lässt: 

Wenn  man  um  einen  Einbiegungspunkt  einer  Curve 
i  dritten  Grades  eine  Transversale  drehen  lässt ,  und 
wn  man  in  den  beiden  Punkten ,  in  denen  sie  die  Curve 
ineidet,  Tangenten  zieht,  so  wird  ihr  Durchschnitts^ 
nkt  eine  gerade  Linie  beschreiben  ; 

Die  geraden  Linien,  welche  je  zwei  Punkte,  in  de- 
*  zwei  Transversalen  die  Curve  treffen,  verbinden, 
meiden  sich  auf  dieser  Geraden  ; 

Diese  Gerade  endlich  trifft  jede  Transversale  in 
em  Punkt,  welcher  der  conjugirte  harmonische  zum 


M 
Einbiegungepunkt  sein  wird,   in  Bezug  auf  die  helle*  |B 

Punkte,  in  denen  die  Transversale  die  Curve  trifft.       |fc 

Es  ist  gewiss,  dass  diese  Gerade  durch  die  BeriÜunip- 
pnnkte  der  drei  Tangenten  geht,  welche  man  im  Allgenuim 
durch  den  Einbiegungspnnkt  an  die  Curve  ziehen  kann.  Hià 
sieht  also,  das9  diese  Gerade  und  der  Einbiegungspunkt  ikh 
in  Bezug  auf  die  Curve  derselben  Eigenschaften  erfreuen,  dl 
ein  Punkt  und  seine  %Poläre  in  Bezug  auf  den  Kegelschlhti 
Deshalb  wollen  wir  sie  die  Polare  des  Einbiegungspukli 
nennen. 

Das  ausgesprochene  Theorem  läset  sich  leicht  durch  ei- 
nige geometrische  Betrachtungen  beweisen;  und  man  kau 
daraus  verschiedene  Eigenschaften  der  Curven  des  dritten 
Grades  ableiten.  Wir  setzen  uns  aber  hier  nur  vor,  die  An- 
wendung desselben,  zum  Beweis  der  beiden  Erzeiigungsartea 
dieser  Curven  durch  den  Schatten  von  fünf  unter  ihnen,  nach- 
zuweisen. 

Man  weiss,  dass  jede  Curve  des  dritten  Grades  einen 
oder  drei  Einbiegungspunkte  hat.  Projecirt  man  sie,  d.  L 
bildet  man  von  ihr  die  Perspective  so ,  dass  der  eine  ihrer 
Einbiegungspnnkte  in  die  Unendlichkeit  fällt,  so  wird  die 
Polare,  vermöge  des  dritten  Theils  unsres  Theorems,  eil 
Durchmesser  der  Curve.  Dieses  ist  der  Ursprung  der  Durch- 
messer bei  den  Curven  des  dritten  Grades. 

Jetzt  bilde  man  die  Perspective  so,  dass  nicht  allein  der 
Einbiegungspunkt,  sondern  auch  die  Tangente  an  der  Coro 
durch  diesen  Punkt  ganz  in  der  Unendlichkeit  liegt,  so  wird 
die  Curve  einen  Durchmesser  haben,  und  wird  nicht  eiie 
Asymptote  haben,  sie  wird  rein  parabolisch  sein:  dieses  ist 
der  ausschliessliche  Charakter  der  fünf  divergirenden  Para- 
beln. Es  ist  also  bewiesen,  dass  irgend  eine  Curve  des  drit- 
ten Grades  perspectivisch  nach  einer  der  fünf  divergirendei 
Parabeln  projecirt  werden  kann;  worans  umgekehrt  folgt,  das* 
diese  fünf  Curven  durch  ihren  Schatten  alle  übrigen  erzen- 
gen können.  Dieses  ist  das  Theorem  von  Newton;  das  erste 
Ton  den  beiden,  welche  wir  uns  zu  beweisen  vorgesetzt  haben. 

Wir  gehen  zum  zweiten  über:  Wir  wollen  die  Polin 
eines  Einbiegungspnnkts  der  vorgegebenen  Curve  annehmen 
nnd  diese  Curve  perspectivisch  so  projeeiren,  dass  diese  P#- 
läre  in  die  Unendlichkeit  übergeht,  so  folgt  aus  dem  dritten 
Theil  unsres  obigen  Theorems,  dass  der  Einbiegnngspnnkt  in 
der  Projection  der  Mittelpunkt  der  Curve  sein  wird.  Es  kuna 
also  jede  Curve  des  dritten  Grades  perspectivisch  in  eint 
Curve  projecirt  werden,  welche  einen  Mittelpunkt  hat;  wor- 
ans umgekehrt  folgt,   dass  die  fünf  Curven,   welehe  ataei 


ttfetelpukt  haben,  durch  ihren  Schatten  alle  ihrigen  enev- 
pn  können«  Dieses  ist  das  sweite  Theorem,  welchen  wir 
beweisen  wollten« 

Dieses  Theorem  und  das  Ton  Newton  können  in  einen 
tilligen  Ausspruch  zusammengefasst  werden« 

So  wie  die  Curven  des  zweiten  Gradée  nur  zu  einer 
dnzigeu  Gattung  van  Kegeln  Gelegenheit  geben  können, 
m  tonnen  die  Curven  des  dritten  Grades  nur  zu  fünf 
Gattungen  von  Kegeln  Gelegenheit  geben; 

Wenn  man  sie  auf  eine  gewisse  Art  schneidet,  so 
tildet  man  die  fünf  kubischen  Parabeln. 

Und  wenn  man  sie  auf  eine  andre  Art  schneidet, 
»  bildet  man  die  fünf  Curven  9  welche  einen  Mittelpunkt 


Das  am  Anfang  dieser  Note  von  uns  ausgesprochene 
Theorem  liefert  eine  leichte  Erklärung  fftr  verschiedene  Ei- 
«■»schatten  der  Curven  dritten  Grades,  die  einen  Mittelpunkt 
Aken;  nad  für  verschiedene  andre,  die  sich  auf  die  Einbie- 
ingspunkte  dieser  Curven  beziehen.  Wir  können  aber  hier 
ich!  in  ein  näheres  Detail  eingehen. 


Note    XXL 

(Vierte  Epoche,  $.  18.) 

Ueber  die  Ovalen  des  Descartes  oder  über  die 

aplanetischen  Linien. 

Qnetelet  hat  in  seiner  schönen  Theorie  der  caustiques 
',  welche  die  Evolventen  der  Brennlinien  des 
Tsehirnbansen  sind,  gefunden,  dass  die  secundären  Brenn- 
Bnien,  welche  durch  die  Reflexion  und  die  Refraction  in  ei- 
nen durch  einen  leuchtenden  Punkt  erhellten  Kreise  erzeugt 
werden,  die  Ovalen  des  Descartes  oder  die  aplanetischen  Li- 
nien sind»4*)  Auch  Sturm  ist  seiner  Seite  und  zu  derselben 
Zeil4*)  auf  dieses  besondre  Resultat  gekommen,  welches  dem 


4t)  Nouveau*  Mémoires  de  VAcmHmie  ée  Brünettes,  t  TEL 
44)  AmmmUs  des  Mathématiques  tob  CtarfSBB*,  C  XV. 

dtr  Gbom*  M 
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Ton   Descartes    fur    die   Dioptrik   erschaffenen    Oralen  ein 
zweite  Anwendung  auf  dieselbe  Wissenschaft  geben. 

Um  das  Theorem   Ton  Qnetelet  geometrisch  ausHspt» 
chen,  sagen  wir: 

Wenn  zwei  feste  Kreise  in  einer  Ebene  gegshs} 
sind,  und  wenn  der  Mittelpunkt  eines  dritten  beweg» 
liehen  Kreises  von  veränderlicher  Grösse  eich  auf  Ar 
Peripherie  des  ersten  Kreises  bewegt  und  dabei  «fe 
Radius  proportional  der  Entfernung  seines  Mittelpm&Ès 
von  der  Peripherie  des  zweiten  Kreises  ist\  so  wird  Ak 
sen  beweglichen  Kreis  eine  Curve  des  vierten  Grades  eitr 
hüllen  9  welche  die  beiden  conjugirten  Ovalen  des  Des* 
cartes  zusammen  darstellt. 

Unter  den  übrigen  interessanten  Eigenschaften,  welche 
Quetelet  für  diese  Curve  gefunden  hat,  führe«  wir  die  beifat 
Arten  au ,  auf  die  er  sie  an  einem  Körper ,  oder  nach  im 
Ausdruck  der  Alton  durch  loca  ad  superßciem  3  erzengt    ', 

Erste  Art:  „Man  denke  sich  eine  Kugel  nnd  einen  gl» 
raden  Kegel,  sodann  bilde  man  die  stereographische  Prtjttt 
tion  der  Dnrchschnittscurve  dieser  beiden  Oberflächen,  inte 
das  Auge  sich  in  dem  Endpunkt  des  Durchmessers  der  Knpl 
befindet,  welcher  parallel  mit  der  Axe  des  Kegels  ist,  ul 
indem  die  Ebene  der  Projection  senkrecht  auf  dieser  Axe  stell! 
dann  wird  die  Projection  eine  aplanetische  Linie  sein."48) 

Zweite  Art:  „Wenn  wir  uns  zwei  gerade  Kegel  da- 
ken,  welche  ihre  Scheitel  in  zwei  verschiedenen  Punkten  ha- 
ben, und  ihre  Axcn  parallel  nnter  einander,  so  wird  in 
Durchschnitt  dieser  beiden  Kegel,  projeeirt  anf  eine  Eben 
die  senkrecht  auf  ihren  Axen  steht,  die  aplanetischen  Liais 
geben.  "  46) 

Diese   beiden   Erzeugnngsarten    geben   die  beiden  coiji- 
girten   Ovalen,    welche    eine   vollständige   aplanetische 
bilden,  und  sie  sind  geeignet,  die  verschiedenen  Gestallen 
zeigen,    welche    diese  Curven  annehmen  können  und  vorzog« 
lieh  die,  welche  der  Analysis  des  Dcscartes  entgangen  sild. 

Wir  haben  gefunden ,  dass  das  zweite  Theorem  sich  «f 
folgende  Art  verallgemeinern  lüsst: 

„Wenn  zwei  schiefe  Kegel  zwei  Kreisperipherien  in  einerlei 
Ebene  zu  Grundflächen  haben,   und  die  Geraden,   welche  die 


•  • 


45)  Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  de  Bruxelles ,  ton.  V, 
und  Supplement  zu  dem  Traité  de  la  Lumière  von  Herschcl,  voi 
Quetelet,  p.  403. 

46)  Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  de  Bruxelles,  tos 
tmd  Supplement  su  dem  Traité  de  la  Lumière  von  Herschel 
Quetelet,  p.  397. 
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ttelpunkte  dieser  Canren  mit  den  Scheiteln  der  beiden  respec- 

en  Kegel  verbinden,  sich  in  einem  Punkte  im  Raum  treffen, 

wird  ein  dritter  Kegel ,  welcher  diesen  Punkt  iam  Scheitel 

t  nd  durch  die  Dnrchschnittscurve  der  beiden  ersten  geht, 

Ebene  ihrer  Grundfläche  in  einer  Carre  des  vierten  Gra- 
i  treffen,  welche  eine  aplanetische  Linie  ist."*7) 

Um  in  der  Ebene,  ohne  Betrachtangen  der  Oerter  auf  der 
srflâche  and  der  Projection,  die  aplanetischen  Linien  zu 
ekreiben ,  kann  man  sich  folgender  Construction  bedienen, 
ehe  schneller  zum  Ziele  fuhrt,  als  die  des  Descartes,  und 
che  auch  noch  den  Vortheil  hat,  su  gleicher  Zeit  beide 
jngirte  Oralen  zu  liefern. 

JK»  seien  zwei  Kreise  in  einer  Ebene  gegeben  ;  wenn 
m  mm  einen  festen  Punkt  3  der  auf  der  Centraüinie 
•  beiden  Kreise  angenommen  ist,  eine  Transversale 
tien  lässty  welche  jeden  der  beiden  Kreise  in  zwei 
niten  trifft:  so  werden  die  Radien ,  welche  von  den 
Zielpunkten  der  beiden  Kreise  nach  ihren  respectiven 
trckschnittspunkten  mit  der  Transversale  gezogen  wer- 
i,  sich  in  vier  Punkten  schneiden ,  deren  geometri- 
ier  Ort  eine  vollständige  aplanetische  Linie  ist  9  wel- 
f  ihre  beiden  Brennpunkte  in  den  Mittelpunkten  der 
\den  Kreise  hat. 

Diese  Construction  folgt  unmittelbar  aus  dem  Theorem 
§  Ptoleronns  filier  ein  von  einer  Transversale  geschnittenes 
•eieck.  Denn  dieses  Theorem,  auf  diese  Figur  angewandt, 
:gt,  dass  jeder  Punkt  der  construit- ten  Curve  die  Eigen- 
laft  besitzt,   dass  das  Verhältnis«  seiner  Entfernungen  von 

■  beiden  Kreisperipherien  constant  ist. 

Diese  Beschreibung  der  Ovalen  hat  auch  noch  den  Vor- 
g,  ohne  irgend  eine  Construction  die  Tangenten  dieser  Cnr- 
m  m  geben  ;  denn  jeder  Punkt  der  Curve  entspricht  nach 
r  Construction  zweien  Punkten  der  beiden  Kreise,  und  die 
lagenten  an  der  Curve  und    an  den  beiden  Kreisen  in  die- 

■  drei    Punkten  treffen    in  Einem  Punkt  zusammen,    was 
A    leicht    durch    ein    geometrisches    Theorem    nachweisen 

■st.  «•) 

Man  kann  nie  zu  viele  verschiedene  Mittel  haben,  um 
M  und  dieselbe  Curve  zu  beschreiben,  weil  jede  eine  cha- 
ikteristische  Eigenschaft  der  Curve  ausdruckt,   aus  der  sich 


47)  Man  kann  auch  da*  erste  Theorem  verallgemeinern  und  die 
pkneiUcben  Linien  anf  irgend  einer  Oberfläche  des  aweiten  Grade», 
fett  auf  einer  Kugel ,  betrachten. 

48)  Correspondance  mathématique  de  Bruxelles^  t  V,  p.  116. 
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natürlich  mehre  andre  Eigenschaften  ableiten ,  welche  kl  i 
andern  Beschreibungsarten  nicht  eben  so  leicht  herurtnfc 

Die  vorhergehenden  Beschreibungsarten  machen  ra  i 
beiden  Brennpunkten  Gebrauch  ;  es  giebt  aber  auch  cuvai 
Art ,  sie  zu  beschreiben ,  bei  der  man  sich  nur  Eines  hu 
punkts  bedient  und  welche  mehre  besondre  Vortheile  pril 
Es  ist  diese; 

Es  sei  ein  Kreis  und  in  dessen  Ebene  ein  wtttM 
lieh  gewählter  fester  Punkt  gegeben;  wenn  man  mt 
diesen  Punkt  einen  Radius  vector  nach  irgend  da 
Punkt  der  Peripherie  des  Kreises  und  eine  zwritt 
rade  Linie  in  der  Weise  zieht,  dass  sie  mit  einer  fn 
Axe  einen  Winkel  bildet,  der  das  Doppelte  van  dm 
welchen  der  Radius  vector  mit  dieser  Aare  macht ,  i 
wenn  man  auf  dieser  zweiten  Geraden,  von  denfi 
Punkt  ausgehend,  ein  Segment  aufträgt,  das  prspm 
nal  dem  Quadrat  des  Radius  vector  ist;  so  wki 
Endpunkt  dieses  Segments  zu  seinem  geometrischem 
eine  aplanetische  Linie  haben,  die  aus  zwei  conjngi 
Ovalen  gebildet  ist,  für  die  der  eine  Brennpunkt  in 
festen  Punkte  liegt. 

Da  dieses  Theorem  die  aplanetischen  Linien  dire* 
dem  Kreise  ableitet,  so  ist  es  besonders  geeignet,  mehrt 
genschaften  dieser  Curven  entdecken  zu  lassen.  Es  vi 
sich  z.  B.  die  bekannten  Eigenschaften  von  zwei  oder 
Kreisen  unmittelbar  auf  ein  System  tou  zwei  oder  drei  i 
netischen  Linien,  welche  einen  gemeinsamen  Brenn puuki 
beii,  anwenden  lassen. 

Um  tou   diesem  Theorem  Gebranch    zu  machen, 
man  noch  bemerken,   dass,   wenn  der   Endpnnkt   des  R 
vector   eine  gerade  Linie    statt  einer  Kreisperipherie  di 
läuft,  man  dann  eine  Parabel  erhält,  welche  ihren  Brenn] 
in  dem  festen  Punkt  hat. 

Wenn  sich  z.  B.  zwei  Gerade  um  zwei  feste  Punkte 
hen,  indem  sie  einen  Winkel  von  constanter  Grösse  bi 
so  erzeugt  ihr  Durchschnittspunkt  einen  Kreis,  woraus 
schliesst  : 

Wenn   man    zwei  Gruppen   von   Parabeln  hat, 
alle  denselben  Brennpunkt  haben  und  von  denen  die 
nen  durch  einen  ersten  festen  Punkt  gehen  und  die 
dem  durch  einen  zweiten  festen  Punkt ,   und  wenn 
eine  Parabel  der  ersten   Gruppe   und  eine  Parabel 
zweiten  Gruppe  dergestalt  nimmt,    dass  ihre  Axt* 
einander  einen  Winkel   von  constanter  Grösse  bilden; 
werden  die  Durchschnittspunkte   dieser   beiden  Parti 
auf  einer  aplanetischen  Linie  liegen. 
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diesem  Theorem  lassen  sich  mehre  Folgerungen  lie- 
che  wir  hier  nicht  näher  prüfen  können. tö) 
aplanetischen  Linien  erfreuen  sich  noch  einer  sehr 
9werthen  Eigenschaft,  welche,  wie  ick  glaube,  noch 
gegeben  ist:  dass  sie  nämlich  statt  nur  zweier 
nkte  stets  drei  haben,  d.  h.  dass  sie  ausser  den 
'ennpunkten,  welche  zu  ihrer  Beschreibung  dienen, 
tn  dritten  haben,  welcher  mit  dem  einen  der  beiden 
tselhe  Rolle  spielt,  als  diese  beiden  zusammen.  Die 
ng  der  drei  Brennpunkte  ist  besonders  geeignet,  alle 
l  Formen  der  aplanetischen  Linien  kennen  su  lehren, 
n  der  eine  der  Brennpunkte  in  der  Unendlichkeit 
wird  die  Curve  ein  Kegelschnitt  und  behält  die  bei- 
rn  Brennpunkte. 

n    zwei   Brennpunkte    zusammenfallen,    so    hat   die 
ten  Knoten;   sie  wird  die  limaçon  des  Pascal  und 
zwei  Brennpunkte. 

ich  bieten  die  aplanetischen  Linien  noch  einen  ge- 
Charakter dar,  welcher  dazu  dienen  kann,  sie  un- 
zahlreichen  Curren  des  vierten  Grades  zu  dassifici- 
haben  nämlich  zwei  imaginäre  conjugirte  Punkte, 
1er  Unendlichkeit  liegen.  Hieraus  schliesst  man, 
i  Ton  einem  Punkt  ansserhalb  einer  solchen  Curve 
neinen  und  höchstens  acht  Tangeuten  ziehen  könne» 


Note    XXII. 

(Vierte  Epoche,   §.  89.) 

erung    der    beiden    allgemeinen    Theo- 
reme   von   Stewart. 

ende  sind  die  beiden  Theoreme,  welche  eine  bedeu- 
isere  Allgeroeinheit  darbieten,  als  die  von  Stewart, 
ienen  sich  diese  nebst  mehren  andern  ableiten. 


tn  leitet  daraus ,  unter  andern ,  ein  Theorem  ab ,  von  dem 
i  seinen  Mémoire  sur  quelques  constructions  graphiques 
r  planétaires  in  den  Nouveaux  Mémoires  de  V Académie 
les,  Umb.  111,  Gebrauch  gemacht  hat. 
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Erstes  Theorem:  Es  seien  in  einer  Ebene  m  Am! 
A,  B,  C  ...  und  eben  so  viele  Quantitäten  a,  fc,  c. 
gegeben  ;  <?*  sei  ferner  n  Heiner  als  m,  «o  tctrrf  m 
(n  +  1)  aitdrtf  Punkte  A1,  B*,  C1  ...  vo»  efer  Art  fini 
können,  dass  zwischen  den  Entfernungen  irgend  sa 
wiltkührlich  gewählten  Punktes  M  von  den  gegeben 
Punkten  und  zwischen  den  Entfernungen  desselben  Äff 
tes  von  den  gefundenen  Punkten  n  Relationen  stattfidt 
welche  durch  die  Formtet  ausgedrückt  werden  : 

a.5Ä2C-d)  +  b.  üi2^-^  +  ....  = 

(iX*»-^ +  «*»-*)  + )-*+bn+\+"'. 

wo  man  dem  Ô  die  nJFerthe  0,   1,  2  ...  (n— 1)  gd 
kann* 

Wenn  man  <J  =  0  machte  so  erhält  man  das  Theo« 
des  Stewart. 

Die  andern  Werthe  Ton  ô  geben  andre  Relation«!,  i 
che  man  als  eben  so  riete  Ter  schied  en  e  Theoreme 
chen  kann,  welche  aber  nichts  desto  weniger  alle  smi 
stattfinden.  Es  ist  diese  Simnltaneität  dieser  n  verschieb 
Relationen,  welche  den  Charakter  des  ausgesprochenen  H 
rems  ausmacht. 

Man  darf  dabei  nicht  übersehen,  dass  der  Punkt  M 
diesem  Theorem  unbestimmt  ist,  und  dass  man  also  ftr  j 
Lage  dieses  Punkts  n  Relationen  erhalten  muss. 

Es  wäre  d  noch  eines  (»+l)tcn  Werths  =  n  fil 
dieser  würde  aber  zu  der  identischen  Gleichung: 


a-i.b+o+ 
a+b+c  +....  =  (n+1).  — 


. . . . 


n+1 

führen,  weshalb  wir  die  Zahl  der  Werthe  für  i  auf  n  « 
cirt  haben. 

Zweites  Theorem:  Es  seien  in  einer  Ebene  mGer 
und  eben  so  viele  Quantitäten  a,  b,  c  ...  gegeben; 
sei  ferner  n  irgend  eine  Zahl  kleiner  als  m,  m  fl 
man  (n  +  1)  andre  Gerade  von  der  Art  finden  jlöW 
dass  zwischen  den  Perpendikeln,  welche  von  irgend 
nem  in  der  Ebene  dieser  Geraden  liegenden  Punh 
auf  die  gegebenen  Geraden  gefällt  werden,  also  * 
sehen  Ma,  M/*  ....   und  zwischen  den  auf  die  gefm 

nen  Geraden  gefällten  Ma»,   M/*»  ....,  -^y^-  oder-j- 


n+1 

n  —  1 

— —  •  wenn  n  un- 
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tonen    stattfinden,     welche    durch    die  Formel  auêgc- 
Pïirwclt  werden: 

m.W-^  +  b.ii?-1*  +  ....  = 

i  die  ir—\Werthe  0,  1,  2  .... 

n  n  — 2 

gerade  ist,  oder  die  —  Werihe  0,  1,  2  ....  ~r~",    wenn 

m  gerade  ist,  annehmen  kann. 

Wenn  man  <T  =  0  macht,  so  erhält  man  das  Theorem, 
welches  durch  die  Sätze  49  und  53  bei  Stewart  ausgedrückt 
Wird. 

Die   andern  Werthe  Ton  ô  werden   andre  Relationen  gc- 

êftea,  welche  man  anch  als  oben  so  viele  verschiedene  Theo- 
Nme  aussprechen  kann ,  die  jedoch  alle  zusammen  stattfinden 
werden,  und  zwar,  welches  auch  die  Lage  des  Punktes  M 
sei»  mag. 

Bisher  sind,  wie  ich  glaube,  die  Sätze  des  Stewart ,  wcl- 
tjfcft  in  den  genannten   beiden  allgemeinen  Theoremen  en  thal- 
sind,   ohne   Anwendung  geblieben,    als   isolirt   stehende 
Eigenschaften  eines  Systems  von  Punkten   oder  von  Geraden. 
Isswischen  kann  man  glauben,    dass   diese  Systeme    andre 

t  Eigenschaften  von  derselben  Art,  als  diese  ersten  besitzen 
müssen,  und  sich  alle  an  einerlei  Theorie  anknüpfen«  Ich 
ftâfle  s.  B.  einigen  Grund ,  anzunehmen,  dass  ein  System  von 
gegebenen  Punkten  und  das  System  von  Punkten,  welehe 
mach  dem  ersten  in  Rede  stehenden  Theorem  bestimmt  sind, 
■lit  den  Systemen  von  vier  Punkten,  welche  die  Endpunkte 
sweier  conjugirten  Durchmesser  einer  Ellipse  sind,  gemein- 
same Eigenschaften  besitzen.  Wenigstens  will  ich  solche  Sy- 
steme (freilich  particuläre  Systeme,  d.  h.  solche,  die  einem 
bestimmten  Gesetz  unterworfen  sind)  von  Punkten  in  belie- 
biger Anzahl  bilden,  welche  alle  diese  Eigenschaften  dar- 
l    Stellen. 

Ungeachtet   dieser   ersten  Analogie   kann    ich  mich   doch 
leinen  Conjecturen  täuschen.     Wie  dorn  aber  auch  sei,  so 
^vird  man  doch,  wie  ich  glaube,  auerkennen,  dass  dir  Theo- 
reme des  Stewart   nur   die   ersten   Schritte   auf  einem   Felde 
Tsn  neuen  Untersuchungen   siud,   welche  den  Geist  der  Geo- 
za  beschäftigen  verdienen. 
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Note    XXIIL 

(Fünfte  Epoche,  §.  1.) 

Ueber   den  Ursprung   und    die  Entwickeln^ 
der  beschreibenden  Geometrie. 

Wenn  man  auch  Monge  als  den  Schöpfer  der  besetoU 
benden  Geometrie  anerkennt ,  so  mnss  man  doch ,  um  gerall 
zu  sein,  zugestehen,  dass  yerschiedene  Verfahrnngsarten  fie- 
ser Wissenschaft  und  die  Anwendung  der  Projection  in  dm 
verschiedenen  Theilen  der  constrnirenden  Künste   schon  SÄ 
langer  Zeit  bekannt  waren,  besonders  den  Zimmerleuten  uni 
den  Steinschneidern.    Philibert  ron  Lorme,  Mathnrin  Jousn% 
Desargues,  P.  Deran  und  De  La  Rue  haben  auf  die  _ 
Künste,  welche  auf  der  Projectionstheorie  beruhen,  An 
düngen  gemacht.     Desargnes   hat  schon  bei  diesen 
die  Analogie    zwischen   den  verschiedenen  Vcrfahrungsarton 
nachgewiesen  und   sie  au  allgemeine  Principien  augeknipi» 
Frezier  (officier  supérieur  du  génie)  hat  in  seinem  Trmiài 
de  stéréotomie,  welches  ein  gelehrtes  und  mit  sorgfältiges 
und  nützlichen  Anwendungen  auf  die  theoretische  und  prak- 
tische Geometrie  angefülltes  Werk  ist,   die  Ideen  der  Verall- 
gemeinerung Ton  Desargues  verfolgt  und  auf  eine  abstracto 
und  aligemeine  Weise  geometrisch  die  verschiedenen  Fragei 
behandelt,    welche    sich    bei    den  verschiedenen    Theileu  des 
Schnitts   der  Steine   und  des  Zimmerwerks  darbieten  müsset 
Wir  führen    z.  B.  an,    Alles  das,   was  mit  der  Abwickeluf 
der   conischen   und    cylindrischen  Oberflächen   auf  eine  Ehest 
zusammenhängt;   die  Theorie  des   Durchschnitts   der   sphäri- 
schen,  cylindrischen  und    conischen  Oberflächen  unter  einas- 
der;   die  Manier,   eine  Curvc  doppelter  Krümmung  im  Baas 
durch  ihre  Projectiouen  auf  Ebenen  darzustellen;  u.  s.  w. 

Aber  alle  diese  abstracteu  Fragen,  welche  eine  Meng! 
von  praktischen  Fragen  in  sich  fassen  und  welche  gegen- 
wärtig eben  so  viele  Kapitel  nnsrer  beschreibenden  Geometrie 
ausmachen,  hauten  wieder  selbst,  in  ihrvn  Lösungen,  m 
einigen  noch  mehr  elementaren  Principien  und  Regeln  ah, 
die  ihnen  gemeinschaftlich  zukommen,  so  wie  die  vier  Re- 
geln der  Arithmetik  die  fremeinsnmen  Hftlfsraittel  bei  alle! 
Operationen  des  Calculs  sind.  Es  sind  diese  elementare!, 
abstracten  und  allgemeinen  Hegeln,  welche  das  Genie  des 
Monge    in   den   Operationen   der  Stéréotomie  wahrgenommen 
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?r  erschaffen  hat  uud  welche  er  in  eine  Doctrin,  nntcr 
n  Namen  der  Géométrie  descriptive ,  vereinigt  hat;  eiue 
hre,  deren  Allgemeinheit,  Klarheit  und  Leichtigkeit  einen 
inn  von  Genie   in  dem  gewandten  Fortsetzer  zeigen. 

Mit  Hülfe  dieser  einfachen  und  unveränderlichen  Prin- 
»ien,  oder  nach  dem  Ausdruck  von  Malii9,  mit  Hülfe  die- 
r  Werkzeuge  (outils),  hat  Monge  mehre  ungewisse  und 
genaue  Verfahren  bei  dem  Schnitt  der  Steine  berichtigen 
nnen,  und  hat  es  unternommen,  Aufgaben  aufzulösen,  wol- 
e  bis  dahin  die  Grenzen  der  Wissenschaft  der  Stereotomi- 
m  in  überschreiten  schienen  oder  welche  nur  empirische 
tanngen  erhalten  hatten« 

Wenn  man  von  dem  Ursprung  der  beschreibenden  Geo- 
»trie  spricht,  darf  mau  nicht  die  von  Lacroix  nnd  Hachette 
ster  Wissenschaft  geleisteten  Dienste  mit  Stillschweigen 
ergehen. 

Lacroix  war  der  erste,  welcher  die  Principien  der  be- 
breibenden Geometrie  entwickelte  und  sie  allen  Lesern  zu- 
■glich  machte,  in  seinem  Werke,  das  zuerst  den  Titel 
krte:  Essai  sur  les  plans  et  les  surfaces  (in  8.,  1795), 
m:  Complément  de  Géométrie ,  worin  man  die  Klarheit 
d  Pracisiou  wiederfindet,  welche  die  Schriften  dieses  be- 
baten Gelehrten  auszeichnen. 

Als  Monge  sein  Werk  über  die  beschreibende  Geometrie 
der  Absicht  bekannt  machte,  diese  Wissenschaft  so  ein« 
ék  nnd  so  zugänglich  zu  machen,  als  sie  es  nur  zuliesse, 
Ate  er  zuerst  verschiedene  complicirte  Fragen  ausgeschlos- 
n,  die  aber  ganz  natürlich  mit  darin  aufgenommen  werden 
■ssten,  sobald  sich  der  Geist  mit  dieser  neuen  Lehre  ver- 
tat gemacht  hatte.  Hachette,  sein  Schüler  in  der  Schule 
i  Mezieres,  hernach  sein  College  als  Professor  an  der  polj- 
ennischen  Schule,  füllte  zuerst  diese  Lücken  aus,  in  zwei 
erken  Supplémens  à  la  Géométrie  descriptive  (1812 
id  1818).  Diese  neuen  allgemeinen  Untersuchungen  oder 
fceorien,  welche  dieser  Geometer  zu  dem  Werke  von  Monge 
■zugefügt  hatte,  wurden  in  dem  vollständigen  Werke  über 
•schreibende  Geometrie  von  Monge  aufgenommen  1821  (eine 
reite  Ausgabe  1828),  und  sind  seitdem  in  die  zahlreichen 
rerke,  welche  über  denselben  Gegenstand  in  Frankreich  und 
iderweitig  erschienen  siud ,  übergegangen.  In  dieser  Hin- 
eht  hat  Harhette  der  mathematischen  Wissenschaft  einen  be- 
ratenden Dienst  geleistet.  Es  scheint  besonders  in  Italien, 
»  die  beschreibende  Geometrie  und  ihre  Anwendungen  auf 
e  Wissenschaft  der  Ingenien re  in  ihrer  ganzen  Ausdeh- 
ing   cuitivirt    nnd  in  ausgezeichneten  Werken  vorgetragen 
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wird  *°),  dass  man  diesem  Gelehrten  rolle  Gerechtigkeit  vi- 
derfahren  lässt,  indem  man  hänfig  seine  Werke  citirt  and  sie 
selbst  zum  Muster  annimmt.  Wir  glauben,  dass  sie  ausser- 
ordentlich beigetragen  haben,  die  Kenntniss  der  beschreiben- 
den Geometrie  zn  verbreiten  und  auszudehnen.  51) 

Seitdem  sind  noch  andre  gute  Werke  über  beschreibende 
Geometrie  in  Frankreich  erschienen.  Wir  müssen  die  v#a 
Vallée ,  Leroy  und  Lefebure  de  Fourcy  anfuhren«  Die  bette 
ersten  nind  so  vollständig,  als  es  der  gegenwärtige  ZasttsJ 
der  Wissenschaft  zulässt;  das  dritte,  hauptsächlich  für  die 
Aspiranten  der  polytechnischen  Schule  bestimmt,  ist  wegen 
seiner  Ordnung  nnd  Pracision,  welche  stets  die  Werke  dies» 
gelehrten  Professors  auszeichnen,  ganz  vorzüglich  geeignet» 
seinen  Zweck  zn  erfüllen. 

Die  beschreibende  Geometrie  ist  noch  im  Fortschreitet 
begriffen.  Olivier,  fur  den  dieser  Theil  der  Geometrie  schei 
seit  langer  Zeit  ein  Lieblingsstudium  ist,  hat  in  den  letitei 
Bänden  des  Journal  de  V école  polytechnique  mehre  Me- 
moiren über  verschiedene  neue  Fragen  geliefert,  welche  nttn- 
wendig  in  die  künftigen  Werke  über  diese  Wissenschall  eh> 
gehen  müssen. 


50)  Wir  fuhren  unter  andern  das  Werk  von  dem  Ingenieur  8e- 
renus  an:  Trattato  di  Geometria  descrittiva,  in  4.,  Rom  IS»; 
und  eine  Sammlung  von  verschiedenen  Memoiren,  zum  Theil  An- 
wendungen der  beschreibenden  Geometrie ,  welche  jahrlich ,  so  wie 
das  Journal  der  polytechnischen  Schule,  von  den  Professoren  der  rö- 
mischen Ingenieur- Schule  unter  dem  Titel:  Ricerche  Geomeiricke  ei 
idrometriche  fatte  nella  scuola  degV  ingegneri  pontifici  Sacqui  e 
strade,  herausgegeben  werden. 

51)  Nachdem  diese  Note  schon  geschrieben  war,  hat  ein  su  frü- 
her Tod  Hachette  den  Wissenschaften  und  seinen  zahlreichen  Freun- 
den entrissen.  Seine  alten  Schuler  in  der  polytechnischen  Schule  und 
besonders  die,  welche,  wie  ich,  die  Ehre  seiner  Freundschaft  ge- 
nossen und  welche  ihn  in  der  Mitte  seiner  herrlichen  Familie  kann- 
ten, werden  mit  Rührung  die  Reden  lesen,  welche  drei  berühmte 
Gelehrte,  Arago,  Ch.  Dupin  und  Poisson,  seine  Gollegen  in  der  Aca- 
démie, und  der  eine  seiner  Schüler ,  welcher  seine  Arbeiten  über  die 
beschreibende  Geographie  fortsetzt,  Th.  Olivier,  an  seinem  Grabe 
gehalten  haben. 
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Note   XXIV. 

(Fünfte  Epoche,  §.  15.) 

Heber  das  Gesetz  der  Continnität  und  das 
Princip  der  zufälligen  Relationen* 

Man  kann  ohne  Zweifel  don  Ausdruck,  Princip  der 
C*mtimuitäty  statt  des  der  zufälligen  Relationen  gebrau- 
chen; jedoch  findet  zwischen  dem  einen  und  dem  andern  ein 
to  wichtiger  Unterschied  statt,  dass  wir  uns  fur  die  Annahme 
des  xweiten  entscheiden. 

In  der  That  geht  das  Princip  der  Continnität  bis  auf 
Leibnitz  zurück,  welcher  os  zurrst  als  ein  solches  aufstellte, 
das  entschieden  dieses  Gesetz  der  Natur  ausdrückte,  dass  sich 
ailles  durch  unmerkliche  Grade  bilde,  oder  wie  sich  die 
scholastische  Philosophie  ausdrückte,  Natura  abhorret  a 
saltu.  lu  dieser  strengen  Auffassung  ist  seitdem  das  Princip 
der  Continuität  auge  wandt  worden.  Dieses  Princip  leitet  also 
seinen  Ursprung  aus  dem  Unendlichen  ah.  Es  ist  darnach  die 
Rihe  eine  unendlich  kleine  Bewegung;  die  Coincidenz  eine 
«aendlich  kleine  Entfernung;  die  Gleichheit  das  Letzte  der 
Ungleichheiten;  u.  8.  w.  Leibnitz  drückt  dieses  Princip  auf 
folgende  Art  aus:    „Wenn   der  Unterschied  von  zwei  Fällen 

Jles  cos)  kleiner  gemacht  werden  kann,  als  jede  gegebene 
rrösse  in  datis  oder  in  dem  was  angenommen  ist,  so  kann 
sie  auch  kleiner  gemacht  werden,  als  jede  gegebene  Grösse 
in  quaesitis  oder  in  dem  was  resultirt;  oder,  nm  einfacher 
sa  sprechen,  wenn  die  Fälle  (les  cas)  (oder  das  was  gege- 
ben ist)  sich  einander  beständig  nähern  und  endlich  zusam- 
menfallen, so  müssen  die  Folgen  oder  die  Ergebnisse  (oder 
das  was  verlangt  wird)  dasselbe  thun. S2) 


52)  Nouvelles  de  la  République  des  Lettres;  Mai  1687,  p.  744. 

Hierin  stellte  Leibnitz,  als  Antwort  an  Mallebranche  über  seine 
Lehre  von  deu  Gesetzen  der  Bewegung,  Bein  Gesetz  der  Continuitut 
auf,  welches  vorher  noch  von  Niemand  ausgesprochen  war.  Seit* 
iem  ist  Leibnitz  oft  auf  dieses  schöne  Gesetz  zurückgekommen, 
Weiches  ihm  als  Critérium  oder  Probirsteiu  bei  der  Prüfung  der  ver- 
schiedenen Doctrinen  diente.  (S.  Essai*  de  Théodicée,  art.  348; 
Brief  au  Faucher;  Journal  des  Savans,  1692;  Brief  au  Varignon, 
Kbend.  1702;  Nouveaux  essais  sur  l'entendement  humain,  p.  11; 
Recueil  de  diverses  pièces  von  Leibnitz,  Clarke,  Newton,  u.  A«, 
Ste  Ausgabe,  in  8,  1759,  tom.  II,  p.  450;  etc.) 
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Man  sieht  also ,  dass  das  Gesetz  der  Continuität ,  wie  es 
Lcibnitz  und  seine  Nachfolger  auffassten,  die  Idee  des  Un- 
endlichen in  sich  schliesst,  welche  durchaus  nicht  in  des 
Princip  der  zufälligen  Relationen,  so  wie  wir  es  ent- 
wickelt haben,  enthalten  ist;  nnd  dies  ist  der  Grand,  wes- 
halb wir  den  Ausdruck  Princip  der  zufälligen  Relationen 
gebrauchen,  welcher  eine  bestimmte  Idee  gewährt  und  eint 
Methode,  die  vollständig  durch  das  anf  Analjsis  gegründete 
Raisonnement  gerechtfertigt  wird. 

Aber  es  ist  wahr,  dass  Leibnitz  onch  sein  Gesetz  itr 
Continuität  als  ans  einem  allgemeinern  Princip  sich  ablei- 
tend betrachtet  hat,  was  er  durch  diese  Worte  ansdridd; 
Datis  ordinatis  etiam  quaesita  sunt  ordinata.  5S)  Dieses 
war,  sagt  er  an  einer  andern  Stelle,  die  Regel  der  Folge- 
rungen, bevor  die  Logik  erfunden  war,  nnd  ist  es  neck  in 
den  Augen  des  Volks.8*) 

Joh.  Bernonlli,  welcher  merst  dieses  Princip  von  Leib- 
nits annahm,  und  sich  desselben  mm  ersten  Mal  offenbar 
bei  der  berühmten  Frage  über  die  Gesetze  der  Mittheiluug 
der  Bewegung  bediente,  sprach  es  so  aus:  Wenn  die  Hy- 
pothesen dieselben  bleiben,  so  müssen  die  Effecte  auch 
dieselben  sein.  (Comm.  epist.  von  Leibnitz  und  Bernonlli) 
tom.  I,  p.  30.) 

Dieses  Princip  umfasst  das  Gesetz  der  Continuität^  wie 
man  es  mit  der  Idee  des  Unendlichen  zn  verstehen  pflegt,  nnd 
das  Gesetz  der  zufälligen  Relationen. 

Der   Gebrauch    des   Principe    der  Continuität    in    der 
Geometrie    datirt  sich  wahrscheinlich  von  dem  Ursprung  die- 
ser Wissenschaft,  wie   es  Lacroix  in  der  Vorrede  zn  seinem 
grossen  Traité  du  calcul  différentiel  et  intégral  bemerkt, 
bei  Gelegenheit  des  zweiten  Satzes   aus   dem  zwölften  Bück 
der   Elemente  Euclids,    welcher  den  Beweis  znm   Gegenstand 
hat,   dass   sich  die  Kreisflächen  unter  einander  wie  die  Qua- 
drate  der  Durchmesser  verhalten.     „In    dem  vorhergehenden 
Satze   sagt  Lacroix,  beweist  Euclid,  dass  dieses  Verhältnis! 
dasselbe  sei,   als  das   von  ähnlichen  Polygonen,   die  in  zwei 
verschiedene  Kreise  eingeschrieben  sind  ;   und   es   scheint  mir 
klar,   dass   der  Geometer,   wer  es  auch   sein  mag,   der  diese 
Wahrheit   entdeckte,    die    Unabhängigkeit   derselben   von   der 
Zahl  der  Seiten  des  Polygons  erkannte,   und  dass,  indem  er 
zugleich  bemerkte,   dass  diese  Polygone  um   so  weniger  von 


53)  Nouvelles  de  la  République  des  Lettres,  a.  a.  O. 

54)  Commercium  epistol.  .r  on.  Leibnits  und  Bernoulli,   tom.  H, 
p.  110. 
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n  Kreisen  unterschieden  waren,  je  mehr  Seiten  sie  hatten, 
noth wendig  daraus,  nach  dem  Gesetz  der  Continuität, 
hliessen  musste ,  dass  die  Eigenschaft  der  erstem  auch  den 
reiten  zukäme." 

Durch  ähnliche  Betrachtungen  hat  sich  Archimedes  xn 
el  schwierigeren  Sätzen  erhoben,  dergleichen  z.  B.  die  Ver- 
llnisse  der  Oberflächen  und  der  körperlichen  Inhalte  von 
rlinder  und  Kugel,  die  Quadratur  der  Parabel  u.  s.w.  sind, 
an  wurde  gegenwärtig  die  dabei  Torkonunenden  Sätze  als 
nreichend  bewiesen  betrachten;  aber  da  sich  die  Alten  des 
»etses  der  Continuität  nur  als  Mittel  der  Entdeckung  be- 
erten, so  Hessen  sie  es  nicht  als  Beweismittel  gelten,  son- 
rn  nahmen  oft  zu  sehr  mühsamen  Verfahrungsarten  ihre 
aflucht,  um  für  ihre  Wahrheiten  ganz  vollkommen  über- 
ugende  Beweise  zu  liefern,  gegen  welche  durchaus  kein 
inwurf  gemacht  werden  konnte. 

Seit  Leibnitz  jedoch  wurde  das  Princip  der  Continuität 
s  Axiom  in  der  Mathematik  anerkannt  und  täglich  ge- 
weht. Auf  diesem  Princip  beruhen  die  Methode  der  Gren- 
at und  die  der  ersten  und  letzten  Verhältnisse.  Inzwischen 
achten  die  Geometer  nur  stillschweigend  davon  Gebrauch 
id  ohne  sich  darauf  wie  auf  ein  absolutes  Gesetz  zn  beru- 
n,  als  welches  Leibnitz  es  betrachtet  hatte. 

Man  kann  es  nicht  leugneu,  dass  man  gerade  diesem 
achlassen  von  der  Strenge  der  Alten  die  immensen  Fort- 
*hritte  verdankt,  welche  die  Neueren  in  der  Geometrie  ge- 
aeht  haben.  Die  Alten,  mehr  bemüht  zu  überzeugen  als 
tfsuklären,  haben  alle  Fäden  verborgen  gehalten,  welche 
if  die  Spur  ihrer  Erfindungsmethoden  führen  und  die  Fort- 
»tzer  ihrer  Arbeiten  hätten  leiten  können.  Dieses  war  auch 
»r  Grund  des  langsamen  und  gehemmten  Fortschreitens  ihrer 
eometrie  uud  des  geringen  Zusammenhangs  ihrer  Methoden 
ti  Aufgaben  einerlei  Art,  oder,  um  genauer  sn  sprechen, 
m  gänzlichen  Mangels  an  sichern  Methoden,  welche  sich, 
ie  die  der  modernen  Geometrie,  für  ganze  Klassen  von 
nfgaben,  die  eine  gewisse  Allgemeinheit  gestatten,  geeignet 
itten. 


Note    XXV. 

(Fünfte  Epoche,  §.  15.) 

Anwendung  des  Principe  der  zufälligen  Re-> 
lationen  auf  die  Aufgabe,  der  Grösse  uni 
Richtung  nach  die  drei  Hauptdurchmesser 
eines  Ellipsoids  zu  bestimmen,  wenn  drei 
conjugirte    Durchmesser   desselben    gegeben 

sind. 

Wir  wollen  zuerst  das  analoge  Problem  der  ebenen  Geo- 
metrie auflösen,  worin  verlangt  wird,  der  Grösse  und  Rich- 
tung nach  die  beiden  Hanptaxen  einer  Ellipse  zu  bestiomei, 
in  welcher  zwei  conjugirte  Durchmesser  gegeben  sind.  Die 
Lösung  dieses  Problems  wird  uns  die  Auseinandersetzung  der 
Lösung  für  das  anologe  im  Raum  erleichtern,  und  nns  aus- 
serdem eben  so  wie  dieses  ein  Beispiel  darbieten,  welches 
sehr  geeignet  ist,  die  Anwendung  des  Principe  der  znfälligra 
Relationen  zu  zeigen  und  die  Vorthcile  desselben  fühlbar  n 
machen. 

Problem:  Es  sind  zwei  conjugirte  Durchmesser  einer 
Ellipse  gegeben ,  man  soll  der  Grösse  und  Richtung  nach 
die  beiden  Hauptdurchmesser  dieser  Curve  construire*. 

Nehmen  wir  zunächst  an,   dass   statt   der   beiden    conjs- 
girten  Durchmesser  einer  Ellipse  zwei  conjngirte.Durchmesser 
einer   Hyperbel   gegeben   sind,    und   dass   man   verlangt,  die 
Hauptaxen  dieser  Curve  zu  construiren,  so  wird  der  eine  der 
beiden  conjugirten  Durchmesser  reell  nnd  seiner  Grösse  nark 
gegeben   sein   —  wir   wollen   ihn   a  nennen   — ,   der  andre 
wird  imaginär  und  sein  algebraischer  Ausdruck  ft./"ZT7  wird 
auch  gegeben  sein.     Die  Construction   der   beiden  Ilauptaxfi 
der  Hjperbel   ist   ausserordentlich   leicht;    denn   man   weiss, 
wenn  man  durch    den  Endpunkt  A  des   Halb -Durchmessers 
a  eine  Parallele  mit  dem  conjugirten  Durchmesser  zieht,  st 
wird  diese  eine  Tangente  der  Hyperbel  ;   nnd   wenn    man  auf 
dieser   Geraden,    zu    beiden   Seiten    des   Punkts    der  Carre, 
zwei  Segmente  =  b  aufträgt,   so  werden   ihre  Endpunkte  auf 
den  beiden  Asymptoten  liegen.     Wenn  man  daher  diese  beidei 
Asymptoten   zieht   und   den  Winkel   zwischen  beiden,    so  wie 
auch  dessen  Supplement  halbirt,   so   wird  man   die  Rieht  nag 
der   beiden    Hanptaxen    der   Hyperbel   haben.   —     Auf  diese 
Weise  ist  das  Problem  höchst  einfach  gelöst. 


Um  diese  Lösung  auf  den  Fall  der  Ellipse,  dnrch  dit 
»nwendung  des  Princips  der  zufälligen  Relationen,  überzu- 
ragen, moss  man  die  Betrachtung  der  zufälligen  Theile  der 
igur,  welche  uns  dienlich  gewesen  sind  und  welche  hier 
ie  Asymptoten  sind,  durch  die  Betrachtung  irgend  einer  an- 
ern  Eigenschaft  der  Figur  ersetzen,  die  fur  den  Fall  einer 
lllipfce  auch  stattfindet. 

Wir  wollen  die  beiden  Punkte,  in  denen  die  Tangente 
er  Hjperbel  die  beiden  Asymptoten  trifft,  als  die  Brenn- 
nnkte  eines  Kegelschnitts  C  betrachten,  der  durch  den  MiU 
plpunkt  der  Hjperbel  geht;  die  beiden  Asymptoten  werden 
wei  Radii  vectores  dieses  Kegelschnitts  sein:  folglich  wer- 
en  Ton  den  beiden  Hanptaxen  der  Hyperbel,  welche  den 
Ifinkel  zwischen  den  beiden  Radii  ycctores  nnd  dessen  Sup- 
plement halbiren ,  die  eine  Tangente  nnd  die  andre  Normale 
Ir  den  Kegelschnitt  C  sein.  Wir  können  also  sagen ,  das  s 
1er  Kegelschnitt  C,  der  dnrch  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel 
;eht,  Tangente  ist  für  die  eine  der  Hanptaxen.  Vermöge 
lieser  Eigenschaft  wird  der  Kegelschnitt  C  zur  Construction 
1er  Richtungen  der  beiden  Hanptaxen  der  Hyperbel  dienen 
md  wird  für  diesen  Zweck  die  beiden  Asymptoten  ersetzen, 
leres  wir  uns  zuerst  bedient  hatten. 

Aber  dieser  Kegelschnitt  C,  auf  welchen  uns  die  Be- 
racfcUng  der  beiden  Asymptoten  geführt  hat,  kann  ohne  An- 
rendung  dieser  beiden  Geraden  construirt  werden;  denn  wir 
cennen  die  Richtung  seiner  beiden  Hanptaxen,  welche  die 
rangente  nnd  die  Normale  der  Hyperbel  in  dem  Punkte  A. 
iad,  nnd  seine  Excentricität,  in  der  Richtnng  der  Tangente, 
reiche  gleich  b  ist,  d.  h.  gleich  dem  Durchmesser  b.yfZTi 
1er  Hyperbel,  dividirt  durch  yfZT{.  Die  andre  ExcentricitäC 
es  Kegelschnitts  C  wird  nach  der  Normale  gerichtet  sein  nnd 
leich  der  ersten  multiplicirt  durch  /".ZI,  d.h.  =é.VM"j[.M) 
fan  hat  also  folgendes  Theorem: 

Wenn  man  die  Tangente  und  die  Normale  in  einem 
*ssmku  A  einer  Hyperbel  ah  die  Hanptaxen  eines  Kc- 
teUcmnitts  betrachtet,  der  durch  den  Mittelpunkt  der 
fyperbel  geht  und  dessen  Earccntricüät  in  der  Richtung 
1er  Normale  genau  dem  Durchmesser  gleich  ist,  welcher 
lern  in  dem  Punkt  A  endigenden  conjugirt  ist,  so  wird 


55)  Wir  nehmen  an,  da««  ein  Kegefechnitt  Tier  Brennpunkte 
abe,  von  denen  zwei  reell  und  zwei  imaginär  sind,  und  zwei  Ex- 
tntricititen ,  von  denen  die  eine  reell,  die  andre  imaginär  ist:  die 
hudrate  die»er  beiden  BxcentriciüUeu  sind  einander  gleich,  aber  von 
atgeg engesetzten  Zeichen. 


Kegelschnitt  nothwendig  die  eine  der  beiden  Hkupt- 
ajcen  der  Hyperbel  tangiren. 

Dieses  Theorem  drückt  eine  allgemeine  Eigenschaft  1er 
Hyperbel  ans,  unabhängig  tou  den  Asymptoten,  obgiekft 
diese  uns  zu  dem  Beweis  derselben  gedient  haben.  AM' 
Theile  der  Figur,  welche  diese  allgemeine  Eigenschaft  tt- 
dingt,  finden  sich  in  der  Ellipse  wieder,  wir  können  ahi 
nach  dem  Priucip  der  zufälligen  Relationen  diese  Eigeascbft 
anf  die  Ellipse  anwenden  und  also  sagen: 

Wenn  man  die  Tangente  und  die  Normale  in  einm. 
Punkt  einer  Ellipse  als  die  Hauptaxen  eines  Kegel- 
schnitts betrachtet ,  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Xf- 
Upse  geht,  und  dessen  Excentricität ,  auf  der  Normek 
genommen,  gleich  dem  Durchmesser  ist9  welcher  den] 
durch  den  gewählten  Punkt  auf  der  Ellipse  gehenitk 
conjugirt  ist ,  so  wird  dieser  Kegelschnitt  die  eint  en 
beiden  Hauptaaren  der  Ellipse  tangiren» 

Die  auf  der  Normale  liegende  Excentricität  wird  nH 
sein,  weil  der  Durchmesser,  dem  sie  gleich  ist,  reell  ist* 
die  beiden  Brennpunkte  des  Kegelschnitts  werden  aise  ml- 
der  Normale  der  Ellipse  liegen.  Die  Radii  Yectores,  die  n» 
diesen  beiden  Brennpunkten  nach  dem  Mittelpunkt  der  Ellipse 
gezogen  werden,  bilden  mit  derjenigen  der  beiden  Hauptaxo, 
für  welche  der  Kegelschnitt  Tangente  ist,  gleiche  WinkcL 
Und  hieraus  folgert  man  dieses  Theorem: 

Wenn  man  auf  der  Normale  für  eineis  gewissem 
Punkt  einer  Ellipse  zu  beiden  Seiten  dieses  Punkts  zwei 
Segmente  annimmt,  die  der  Hälfte  desjenigen  Durch- 
messers gleich  sind,  welcher  der  conjugirte  zu  dem  durch 
diesen  Punkt  gehenden  ist,  und  wenn  man  von  den  End- 
punkten dieser  beiden  Segmente  nach  dem  Mittelpunkt 
der  Ellipse  zwei  gerade  Linien  zieht,  so  werden  dam  . 
beiden  Geraden  gleiche  Neigung  gegen  die  eine  der  bei-  I 
den  Hauptaacen  der  Ellipse  haben. 

Dieses  Theorem  liefert,  wie  man  sieht,  eine  anssertr- 
dentlich  einfache  Construction  der  Richtung  der  beiden  Haipt- 
axen  einer  Ellipse,  von  der  man  zwei  conjugirte  Durchmes- 
ser kennt.  Es  bleibt  uns  also  noch  übrig,  die  Lange  dieser 
Hauptaxen  zn  bestimmen,  wozu  sich  verschiedene  Arten  dar- 
bieten. 

Erstlich  kann  man  die  beiden  gegebenen  conjugirtci 
Halhaxen  senkrecht  auf  die  Hauptaxen  projeeiren,  dann  wild 
die  Summe  der  Quadrate  ihrer  Projectionen  gleich  dem  Qua- 
drat ihrer  Hauptaxe  sein. 
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Mab  luuiit  sich  an  oh  noch  des  folgenden,  »ehr  leicht 
weisbaren  Theorems  bedienen: 

JFenm  man  durch  einen  Punit  eines  Kegelschnitte 
e  Normale  zieht,  so  ist  das  Produkt  der  Segmente, 
e  auf  ihr  durch  den  darauf  senkrechten  Durchmesser 
vd  durch  eine  der  Hanptaxen  gebildet  werden,  gleich 
ws  Quadrat  der  halben  andern  Hauptaxe. 

Diese  Relation  bestimmt  die  beiden  Hanptaxen. 

Man  kann  aber  einen  Ansdruck  für  die  Länge  dieser 
Lern  erhalten,  ohne  a  priori  ihre  Richtungen  zu  kennen. 

Hieran  bemerken  wir  :  wenn  man  über  der  Tangente  und 
r  Normale  eines  Kegelschnitts,  als  Hanptaxen  betrachtet, 
len  zweiten  Kegelschnitt  construirt,  welcher  dnreh  den 
iUelpnnkt  des  ersten  geht  und  in  diesem  Punkt  die  eine 
Mptaxe  dieses  Kegelschnitts  tangirt,  so  wird  das  Prodnct 
t  Segmente,  welche  auf  der  Normale  dnreh  ein  Tom  Mit- 
Ipunkt  des  ersten  Kegelschnitts  darauf  gefälltes  Perpendikel 
id  durch  die  H  aap  taxe,  die  Tangente  des  zweiten  Kegel- 
fcnitts  ist,  gebildet  werden,  gleich  dem  Quadrat  derjenigen 
ilben  Hauptaxe  des  zweiten  Kegelschnitts  sein,  welche  in 
t  Richtung  dieser  Normale  liegt;  diese  Hauptaxe  wird  also 
t  zweiten  Hauptaxe .  des  Torgegebenen  Kegelschnitts  gleich 
in,  welche  normal  fur  den  zweiten  Kegelschnitt  ist«  Man 
H  daher  dieses  Theorem  : 

Wenn  man  die  Tangente  und  die  ^formale  in  einem 
Smkt  eines  Kegelschnitts  zu  Hanptaxen  eines  zweiten 
Kegelschnitts  annimmt,  welcher  durch  den  Mittelpunkt 
et  ersten  geht  und  in  diesem  Punkt  normal  gegen  die 
me  der  Hauptajcen  dieses  ersten  Kegelschnitts  ist,  so 
ttrd  die  Hauptaxe  dieses  neuen  Kegelschnitts,  welche 
mch  der  Normale  des  ersten  gerichtet  ist9  gleich  sein 
er  Hauptaxe  dieses  ersten  Kegelschnitts,  für  welche 
ie  zweite  Curve  normal  ist  ;  d.  h.  jeder  dieser  beiden  Ke- 
elschnitte  hat  die  eine  seiner  Axen  normal  auf  der  andern 
irre  und  diese  beiden  Axen  sind  unter  einander  gleich« 

Wenn  der  erste  Kegelschnitt  eine  Ellipse  ist,  so  haben 
ir  gesehen,  dass  der  zweite  Kegelschnitt  seine  beiden  reel- 
m  Brennpunkte  auf  der  Normale  des  ersten  Kegelschnitts 
llf  seine  grosse  Axe  ist  also  nach  dieser  Normale  gerichtet 
td  ist  gleich  der  Somme  oder  der  Differenz  der  Radii  yecto- 
m,  welche  von  den  beiden  Brennpunkten  nach  dem  Mittri- 
nkt der  vorgegebenen  Ellipse  gezogen  werden;  diese  Axe 
il  aber  gleich  der  Hauptaxe  dieser  Ellipse,  auf  welcher  der 
irrite  Kegelschnitt  normal  ist:    man    schliesst   also   hieraas 
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endlich  auf  folgende  sehr  einfache  Constrwctira  irr  i 
legten  Ansähe: 

Durch  dem  Endpunkt  A  det  einem  der  beide* 
jugirtem  Halbdurchmesser  zieht  nwm  eine  Cernée 
recht  gegen  dem  zweitem  Halbdurchmesser  9  mmd 
auf  dicter  Geradem  vom  Punkte  A  nue  zwei  Seg 
auf,  die  dem  zweitem  Halbdurchmesser  gleich  mni 
Endpunkte  dieser  beiden  Segmente  verbindet  um 
dem  Mittelpunkt  der  Curve  durch  zwei  gernde  L 
den  Winket  dieser  beiden  Linien  und  dessem  Supui 
halbirt  man  durch  zwei  neue  Geradez  dämm  werden 
beiden  neuen  Geradem  die  Richtumg  der  beUem  B 
ajrem  der  Ellipse  angeben  und  die  Summe  der  J 
erstem  Geradem  wird  der  grossem  Aarey  ihre  DifJ 
aber  der  kleinen  Axe  gleich  sein. 

Der  »weite  Theil  dieser  Losung,  der  sieh  maf  dît 
der  A\en  bezieht,  bietet  eine  Constrnrlion  von  swei  H 
grossen  dar,   welche  man   in  einigen   analytischen  Lei 
dieser  Aufgabe  findet,  welche  aber  norh  aient  sa  einfad 
slrnirt  sind. 

Der  von  uns  verfolgte  Weg  scheint  lang  an  nein 
wir,  am  eiue  Anwendung:  des  Priurip*  der  snfilligtn 
lionen  zu  geben ,  Schrill  fur  Schrill  weiter  gehen  m 
Iliilfsthcorcme  anheben  mußten,  welche  um  bis?  warn 
den  Ucbcrgang  von  dem  Zut'.illi.:;en  xum  Absoluten  h 
Eigenschaften  der  Brennpunkte  il  eu  I  lie  h  zn  fi  tri. 
wird  mau  im  All^reineiueu  bei  den  A n«en düngen  dieses 
eins  nicht  nölhig  haben,  wrun  man  ««ich  mit  dem  selbe 
traut  gemacht  hui.  Wir  werden  daher  auch  das  Prebl< 
den  Raum  kiir/er  lösen,  obgleich  es  im  Vcrzleirh  ■ 
ersten  einige  Schwierigkeiten  darbietet,  dergleichen  si 
diesem  nicht  vorfanden. 

Problem:  Wenn  drei  conjugirte  Durchmesser 
Ellipsoïde  gegeben  sind ,  *n  verlangt  man  der  Grmn 
Richtung  nach  die  drei  Hauptajccn  dieser  Oberßmt 
bestimmen. 

Wir  wollen  nn<  ein  Ilvprrbolnid  mit  einem  Fa< 
seinen  Asymptoten  -Kegel  denken.  Die  Tangenten  -  FW 
Hyperboloids  in  einem  Punkt  m  wird  den  Kegel  ii 
Hyperbel  S  achneid«»n,  für  welche  die  9n»idraie  ihrer  I 
meiner  deu  (Juadralen  der  I)iirrhmr<mer  des  Ilrperi 
welehe  ihnen  re*perfm-  parallel  laufen,  mil  Ansnahl 
Zrii'hem  gleich  sind.41') 


SO)  Diese«   folgt  daran«.    d.t*«   ein   PorrUm— »r    der  ■ 
4er  Tacil  einer  Tangente  de«  II j pcrboloidB  »ein  wird,  wskàs 
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Jetzt  betrachten  wir  diese  Hyperbel  nls  den  excentri- 
\en  Kegelschnitt*1)  einer  Oberfläche  des  zweiten  Grades, 
lebe  durch  den  Mittelpunkt  des  Hyperboloids  gebt.  Diese 
erfläche  wird  normal  sein  gegen  eine  der  Hauptaxen  des 
Igels5*),  welche  dieselben  sind,  als  die  des  Hyperboloids. 
•r  die  eine  der  Hiuptaxen  dieser  nenen  Oberfläche  ist 
eh  der  Nonnale  fur  das  Hyperboloid  in  dem  Punkte  m  ge- 
biet nnd  die  beiden  andern  nach  den  beiden  Hauptdurch- 
snern  des  Kegelschnitts  2,  welche  die  Tangenten  für  die 
Aaunnngscurren  des  Hyperboloids  sind.     Wir  können  also 

■  Theorem   anf  folgende  Weise  aussprechen,    indem  wir 

■  des  Asymptoten -Kegel  abstrahiren: 

Wenn  man  in  einem  Punkte  eines  Hyperboloids  mit 
•ms  Fach  seine  Normale  und  die  Tangenten  an  seine 
rmmmungscurven  zieht,  und  wenn  man  diese  drei  Ge- 
äen  als  die  Hauptaxen  einer  Ober/lache  des  zweiten 
mdes  betrachtet,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des 
uperboloids  geht  und  welche  zur  Normale  in  diesem 
unkt  die  eine  der  drei  Hauptaxen  dieses  Hyperboloids 
itt  so  werden  die  Quadrate  der  Durchmesser  des  ex- 
Wirischen  Kegelschnitts  dieser  Ober/lache,  welche  in 
nr  Tangenten- Ebene  des  Hyperboloids  liegt,  gleich, 
1er  von  entgegengesetzten  Zeichen  mit  den  Quadraten 
m  parallelen  Durchmesser  des  Hyperboloids  sein. 

Vermöge  des  Princips  der  zufälligen  Relationen  lasst 
m\  dieses  Theorem  auf  zwei  andre  Oberflächen,  die  einen 
Blldpankt  haben,  anwenden;  man  erhält  dadurch  diese  Ei- 
toehaft  des  Ellipsoids: 

Wenn  man  bei  einem  Etlipsoid  die  Normale  in  ei- 
tas  Punkte  m  und  die  beiden  Tangenten  an  seine  Krüm- 
wugscurven  in  diesem  Punkte  als  die  drei  Hauptaxen 
%er  Oberfläche  des  zweiten  Grades  betrachtet ,  welche 
treh  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  geht  und  zur  Nor- 
rie in  diesem  Punkt  die  eine  der  drei  Hauptaxen  des 
Uipsoids  hat  y  so  werden  die  Quadrate  der  Durchmesser 


um  zwei  Seitenlinien  de*  A*3*mptotenkege1s  liegt,  von  welchem 
*U  da«  Quadrat,  bis  auf.««  Zeichen,  dem  Quadrat  des  Durchmessers 
•  Hyperboloids  gleich  Ist,  welcher  parallel  mit  dienern  Durch  me* - 
r  gebt;  weil  die  durch  diene  Tangente  und  diesen  Durchmesser 
tagte  Ebene  das  Hyperboloid  in  einer  Hyperbel  schneidet 

5(7)  Es  ist  zum  Verst&udniss  des  Folgenden  iiothwetidig,  vorlau- 
te Kenntnis*  von  der  Note  XXXI  su  nehmen,  wo  wir  erklären, 
M  wir  unter  den  excentrischen  Kegelschnitten  einer  Oberfläche 
si  «weiten  Grades  verstehen  und  wo  wir  verschiedene  Efgeuschufteu 
Curven  angeben. 

58}  ».  Note  XXXI,  Art  II. 

S3* 
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des  exccntrisclicn  Kegelschnitts  dieser  Oberfläche,  i 
cher  in  der  Tangenten- Ebene  des  Ellipsoids  liegt,  gk 
aber  von  entgegengesetzten  Zeichen  mit  dem  Qwah 
der  parallelen  Durchmesser  des  Ellipsoids  sein. 

Dieser  excentrische  Kegelschnitt  wird  imaginär  Mb 
wird  aber  nichts  desto  weniger  dam  dienen,  die  Mai 
dem  excentrisehen  Kegelschnitte  sa  constrniren,  welch  i 
sein  werden. 

Es  seien  in  der  That  —b*  nnd  —  c9  die  Quin* 
beiden  halben  Hauptaxen  dieses  Kegelschnitts  (Mai  h 
c  die  beiden  halben  Hauptaxen  der  Durehschnittscsm 
Ellipsoids  mit  einer  Ebene  Bind,  die  parallel  mit  der* 
den  Punkt  m  gelegten  Tangenten -Ebene  ist);  es  sei  Jf 
ser  als  c;  also  wird  — c*  grösser  als — &*  sein,  ni  An 
den  Brennpunkte  des  imaginären  Kegelschnitte  werte" 
der  Axe  c  liegen.  Anf  der  Normale  des  EUipssids  i 
man  alsdann  Tom  Punkte  m  ans  swei  Segmente  anf,  db. 
spectire  gleich  b  und  c  sind.  In  der  Ebene,  die  duchi 
Normale  nnd  durch  eine  mit  der  Axe  c  parallelen  Itel? 
stimmt  ist,  besehreibe  man  eine  Ellipse,  welche  nrU 
grossen  Axe  das  Segment  =6  und  zur  Excentricitit  tel 
ment  =c  hat.  In  der  Ebene  aber,  welche  durch  Al 
male  nnd  dnreh  eine  mit  der  Axe  b  parallelen  Linie  bsäs 
ist,  beschreibe  man  eine  Hyperbel,  welche  zur  halben  %** 
axe  das  Segment  c  und  zur  Excentricität  das  Segment  il 

Die  anf  diese  Weise  constrnirten  Ellipse  und  Hjffl 
werden  die  beiden  gesuchten  Cnrrcn  sein,  d.  h.  die  W 
excentrischen  Kegelschnitte  einer  Oberfläche  des  zweites  ( 
des,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  gelt 
znr  Normale  in  diesem  Punkt  die  eine  der  Hauptazn 
Ellipsoids  hat.  Folglich  werden  die  beiden  Kegel,  welch 
ihren  Grundflächen  respective  diese  beiden  Kegelschnitte 
zu  ihrem  gemeinschaftlichen  Scheitel  den  Mittelpunkt  te 
lipsoids  haben,  zur  gemeinschaftlichen  Hau  p  taxe  diese  Hl 
axe  des  Ellipsoids  haben  (Note  XXXI,  Art.  11).  Die  k 
andern,  diesen  beiden  Kegeln  gemeinschaftlichen  Hftipl 
werden  gleichfalls  die  beiden  andern  Hauptaxen  des  I 
soids  sein,  weil  man  durch  seinen  Mittelpunkt  swei  ■ 
Oberflächen  des  zweiten  Grades  legen  kann,  welche  n 
centrischen  Kegelschnitten  dieselben  beiden  gefundenes 
ven  haben  und  welche  respective  auf  diesen  beiden  Hl 
axen  des  Ellipsoids  normal  sind.  Die  Frage  über  die  < 
strnetion  der  Richtungen  der  drei  Hauptaxen  eines  Ellif 
red ii ci rt  sich  also  daranf,  drei  Hmiptaxcn  zu  linden,  die 
beiden  Kegeln  gemeinschaftlich  sind ,    welche  zu   ihres  I 
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keil  die  beiden  in  Rede  stehenden  Kegelschnitte  Laben. 
m  drei  Hnuptaxen  bilden  in  jedem  der  beiden  Kegel  ein 
ftem  ron  drei  conjugirten  Axen:.  man  muss  also  das  Sy- 
n  ron  drei  coningirten  Axen  snohen,  die  den  beiden  Ke- 
I  gemeinschaftlich  sind.  % 

Hierans  schliesst  man: 

Wenn  drei  eonjugirte  Durchmesser  einet  Ellipsoïde 
leben  sind,  so  zieht  man,  um  die  Richtung  seiner 
tf  Hauptaaren  zu  finden  ,  durch  den  Endpunkt  A  des 
en  der  gegebenen  Durchmesser  eine  lAnie  senkrecht 
f  die  Ebene  der  beiden  andern  ;  auf  dieser  nimmt  man, 
n  Punkte  A  ausgehend,  zwei  Segmente  an,  die  ré- 
active den  beiden  halben  Hauptaxen  der  Ellipse  gleich 
rfj  die  man  über  den  beiden  conjugirten  Durchmcs- 
■»  construirt  hat.  Es  sei  b  die  grössere  dieser  beiden 
ren  und  e  die  kleinere.  Durch  die  Normale  legt  man 
*i  Ebenen,  von  denen  die  eine  parallel  mit  dem  Durch- 
Mser  c  und  die  andre  parallel  mit  dem  Durchmesser  b 
In  der  ersten  Ebene  construirt  man  eine  Ellipse, 
kko  zur  halben  grossen  Axe  das  Segment  b  und  zur 
'Ccutricität  das  Segment  c  hat;  in  der  zweiten  Ebene 
*  Hyperbel,  welche  zur  halben  Hauptaxe-  das  Scg- 
tt  o  und  zur  Excentricität  das  Segment  h  bat.  Den 
ttelpunkt  des  Ellipsoids  betrachtet  man  als  den  ge~ 
^umhnftHchen  Scheitel  zweier  Kegel,  welche  diese  El- 
ie  und  diese  Hyperbel  respective  zu  ihren  Grund- 
*hen  haben.  Diese  beiden  Kegel  werden  sich  in  vier 
tenlinien  schneiden ,  welche  zu  je  zwei  in  sechs  Ebc- 
i  Hegern.  Diese  Ebenen  werden  sich  je  zwei  in  drei 
lern  Geraden  schneiden,    welche  die  drei  Hauptaxen 

Ellipsoids  sein  werden. 

Um  die  Länge  dieser  Hanptaxen  in  bestimmen,  kann 
I  auf  jede  von  ihnen  die  drei  gegebenen  conjugirten  Diirch- 
«er  senkrecht  projerircii;  dann  wird  das  Quadrat  jeder 
!   gleich   sein   der  Somme  der  Quadrate  der  Projectionen 

ihr. 

Einfacher  aber  wird  es,  von  folgendem  Theorem  Ge- 
■rb  so  macheu,   welche»  man  leicht  beweisen  kann: 

Die  Normale  in  einem  Punkt  m  einer  Oberfläche  des 
eilen  Grades  trifft  die  auf  ihr  senkrechten  Di<tme- 
I- Ebene  und  eine  der  Haupt  ebenen  P  in  zwei  Punk- 
,  für  welche  das  Product  ihrer  Entfernungen  von 
m  Punkt  m  gleich  ist  ilem  Quadrat  des  halben  Durch- 
ssers  der  Oberfläche,  welcher  senkrecht  auf  der  Haupt- 
me  P  ist. 
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Man  kann  auch  die  Langen  der  Häuptaxen  dei  Elf* 
soids  bestimmen,   ohne  ihre  Richtungen  xu  kennet,  ii 
man  drei  Oberflachen  construirt,  deren  grosse  Axe n  » 
tive  diesen  drei  Häuptaxen  gleich  sind.    Dieses  hingt 
einem  Theorem  ab,  welches  wir  beweisen  wollen. 

In    einer  Oberfläche,    welche    in    ihren  HasptaisJ  fr 
Normale  nnd  die  Tangenten  der  Krummungecnrrun  i 
m  hat  nnd  welche  durch  den  Mittelpunkt  dunes  EUipi 
geht  und  in   diesem  Punkt  die  eine  seiner  HauptebeM 
rührt,   in   dieser  Oberfläche,   sag'  ich,   ist  das  Quadrat 
Halbnxe,  welche  nach  der  Normale  gerichtet  ist,  gieick 
Product  der  Segmente,  welche  auf  dieser  Normale,  voi 
m  anstehend,   durch  die  Hauptebene  nnd  durch  die  ot 
ser  Normale  senkrechten  Diametral -Ebene  gebildet 
Nach  dem  vorhin  ausgesprochenen  Theorem    ist 
Axe  der  Oberfläche  gleich  der  >Axe   des  Ellipsoïde, 
senkrecht  auf  der  Hauptebene •  steht;    so    dass    mai 
Theorem  erhält: 

Wenn  zwei  Oberflächen  des  zweiten  Grmdei  m 
schaffen  sind,    dass  jede  van  ihnen  ihren  Mi 
auf  der  andern  hat  und  dass  ihre  drei  Häuptaxen 
der  Normale  und  nach  den  Tangenten  der 
curven  dieser  andern  gerichtet  sind,   so  wird  ixJ* 
der  ersten  Oberfläche  nach  der  Normale  der  zweiten  tt 
richtet  und  derjenigen  Axe  der  zweiten  Oberfläche  gfrii 
sein,  welche  in  der  Normale  der  ersten  liegt* 

Woraus  man  schliesst: 

Wenn  man  die  Normale  in  einem  Punkt  einer 
flache  des  zweiten  Grades  und  die  Tangenten  der 
Krümmvngscurvcn  in  diesem  Punkt  als  die  drei  Häuf 
betrachtet,  weiche  dreien  Oberflächen  gerne  insckuftijà 
sind  y  die  durch  den  Mittelpunkt  der  gegebenen 
und  respective  die  drei  Diametral -Ebenen  berühren,  ß 
werden  die  Häuptaxen  dieser  drei  Oberflächen ,  warn 
nach  der  Normale  der  gegebenen  gerichtet  sind9  res/* 
tive  den  drei  Häuptaxen  dieser  Oberflächen  gleich 

Wenn  die  gegebene  Oberfläche  ein  Eiiipsoid  ist, 
nur  durch  drei  cenjngirte  Durchmesser  bestimmt  ist,  se  1fr 


59)  Es  folgt  dieses  aus  dem  in  der  elementaren  Theorie  fß\ 
Oberflächen  des  zweiten  Grades  bekannten  Theorem:  „Die  Tîtig£ 
ten -Ebene  in  einem  Punkt  der  Oberfläche  und  die  Ebene,  aus* 
durch  diesen  Punkt  senkrecht  auf  einen  der  drei  Hauptdttrchsttssrj 
gelegt  wird,  bilden  auf  diesem  Durchmesser,  vom  Alttfelpmki  i* 
Oberfläche  ausgehend,  zwei  Segmente,  deren  Product  dem  QusJflft 
des  halben  Durchmessers  gleich  ist*1 
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m  wir  gesellen,  wie  man  die  den  drei  andern  Oberllüchcn 
meinschaftlichen  exceutrischen  Kegelschnitte  findet,  was  zur 
instruction  dieser  Oberflächen  hinreicht.  Das  letzte  Theo- 
m  konnte  also  dazu  dienen,  die  Aufgabe  aufzulösen,  die 
Sagen  der  drei  Hauptdiirchmesser  des  EUipsoids  zu  bestim- 
en,  ohne  ihre  Richtungen  zu  kennen.  Aber  diese  Art  wäre 
kwierig  nnd  wenig  praktisch«  Nichts  desto  weniger  scheint 
is  das  Theorem,  worauf  sie  beruht,  zu  verdienen,  dass  es 
kamnt  ist,  da  es  eine  schöne  allgemeine  Eigenschaft  der 
berflächen  des  zweiteu  Grades  ausdruckt. 

Die  vorhergehenden  Theoreme  führen  ohne  Schwierigkeit 
t  mehren  andern,  die  einiges  Interesse  haben» 

Dnrch  den  Endpunkt  m  des  einen  der  drei  conjugirten 
irchmesser  wollen  wir  zwei  Gerade  ziehen,  die  gleich  und 
irallel  den  beiden  andern  sind;  und  wollen  eine  Ellipse  E 
schreiben,  welche  diese  beiden  Geraden  zu  conjugirten 
irehmessern  hat.  Der  Kegel,  dessen  Scheitel  im  Mittcl- 
mkt  des  EUipsoids  liegt  und  dessen  Basis  diese  Ellipse  ist, 
ift  das  Ellipsoid  in  einer  zweiten  Ellipse  JE1,  deren  Ebene 
irallel  mit  der  der  ersten  ist.  Diese  beiden  Ellipsen  sind 
mothetisch.  Die  zweite  Ellipse  hat  ihren  Mittelpunkt  auf 
m  Direhmcsser ,  der  nach  dem  Funkt  m  geht.  Es  soi  m1 
eaer  Mittelpunkt,  dann  findet  man  leicht  Qm  —  Oml/~£ 

Diese  zweite  Ellipse  besitzt  die  Eigenschaft,  dass,  wenn 
an  auf  ihr  drei  solche  Punkte  Ax,  jB1,  C1  annimmt,  dass 
t  Mittelpunkt  ihrer  mittlem  Entfernungen  im  Centrnm  der 
llipse  liegt,  dass  dann  die  drei  Geraden  OAl,  Ott1,  OCl 
vi  conjngirte  Durchmesser  des  EUipsoids  werden.  Dieses  ist 
te  Eigenschaft  der  Oberflächen  des  zweiten  Grades,  welche 
icht  zn  beweisseu  ist. 

Jetzt  wollen  wir  den  Punkt  ml  als  den  homologen  zum 
wkt  m  in  Bezug  auf  den  Punkt  0,  der  als  centre  de  $i- 
ililude  angenommen  wird,  betrachten,  nnd  drei  Oberflächen 
nehmen,  die  nomothetisch  sind  mit  den  drei  Oberflächen 
s  vorhergehenden  Theorems,  welche  ihren  gemeinschaft- 
»fcen  Mittelpunkt  in  m  li alten  und  welche,  indem  sie  durch 
n  Mittelpunkt  O  des  EUipsoids  gehen,  respective  normal 
id  gegen  die  drei  Haiiptaxcn  desselben.  Diese  drei  neneu 
lerflächen  werden  ihren  centre  de  Jigurc  in  m1  haben; 
s  werden  durch  den  Punkt  O  .gehen,  welcher  der  centre  de 
m'litudc  ist;  sie  werdeu  in  dienern  Punkt  respective  Tau- 
aléa  sein  für  die  drei  ersten  Oberflächen;  und  werden  folg- 
et normal  sein  respective  auf  den  drei  Ilauptaxeu  des  El- 
psoids;  und  werden  alle  drei  dieselben  exceutrischen  Kegel- 
hnittc  haben,  welche  in  Ebenen  liegen,  die  den  Ebenen  der 


excentrischen  Kegelschnitte  der  drei  ersten  Oberfläche!  pa- 
rallel eind. 

Es  seien  6  und  e  die  beiden  halben  Hanptdai  ihmimu 
des  Kegelschnitts  Et  b1  nnd  c1  die  beiden  halben  Haipt- 
dnrehmesser  des  Kegelschnitts  Eh  Diese  werden  respectif* 
den  ersten  parallel  sein  nnd  man  wird  haben: 

b        .  « 

bt  =  — =f  C»  as 
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Um  die  beiden  excentrischen  Kegelschnitte  der  drei  warn 
Ober  Aachen  su  bilden,  mnss  man  also  durch  den  Mittelpub 
«i1  des  Kegelschnitts  E1  ein  Perpendikel  anf  der  Ebene  &- 
per  Curve  errichten,  anf  dieser  Geraden  iwei  Segmente  gbkk 
b1  und  c1  abschneiden  und  in  den  beiden  anf  einander  seik- 
recht  stehenden  Ebenen,  die  durch  die  Normale  and  dink 
die  beiden  Axen  b1  nnd  c1  gelegt  sind ,  respecÜTe  eint  B- 
lip9e  und  eine  Hyperbel  beschreiben,  von  denen  die  ersten 
inr  halben  grossen  Axe  b1  nnd  sur  Excentricité  c1  nnd  fil 
andre  snr  halben  Zwerchaxe  c1  nnd  zur  ExcentriciÜU  bl  hat 
Diese  Ellipse  und  diese  Hyperbel  werden  die  beiden  exem 
frischen  Kegelschnitte  der  drei  neuen  Oberflächen  sein« 

Die  Kegel ,  welche  su  ihrem  Scheitel  den  Punkt  0  to- 
ben nnd  deren  Grundflächen  diese  beiden  Kegelschnitte  sM» 
werden  ihre  Hauptaxen  nach  den  Hauptaxen  den  EUipssife 
gerichtet  haben. 

Man  erhält  dadurch  folgendes  Theorem: 

Wenn  drei  conjugirte  Durchmesser  OA,  OB,  OC  ei* 
ftea  Ellipsoids  gegeben  sind,  so  sucht  man,  um  der  Greta 
und  Richtung  nach  die  drei  Hauptaxen  zu  bestimme*, 
zuerst  der  Grösse  und  Richtung  nach  die  beiden  halbe*  i 
Hauptaxen  einer  Ellipse,  welche  durch  die  drei  Punkti  I 
A,  B,  C  geht  und  deren  Centrum  der  Mittelpunkt  éet 
mittlem  Entfernungen  dieser  drei  Punkte  ist*  Es  sein 
b  und  c  die  beiden  halben  Hauptaxen.  In  dem  Mittel 
punkt  der  Ellipse  errichtet  man  auf  ihrer  Ebene  eh 
Perpendikel,  auf  welchem  man  zwei  Segmente  b*  uni  c1 
respective  gleich  b  und  c  abschneidet.  In  den  beiia 
auf  einander  senkrechten  Ebenen,  die  durch  dieses  Ar- 
pendikel  und  die  beiden  Axen  b  und  c  bestimmt  sim\ 
beschreibt  man  zwei  Kegelschnitte ,  von  denen  die  eint, 
welche  eine  Ellipse  ist,  zur  halben  grossen  Axe  4m 
Segment  bl  und  zur  Exccntricitüt  das  Segment  c1  hat, 
und  die  andre,  welche  eine  Hyperbel  ist,  zur  hmlkn 
Zwerchaxe  das  Segment  c1  und  zur  Excentricité  è» 
Segment  h*  hat.    Dann  werden 
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1)  die  beiden  Kegel,  deren  gemeinschaftlich  er, Schei- 
der Punkt  0  ist  und  welche  zu  ihren  Grundflächen 

tpective  diese  Ellipse  und  Hyperbel  haben,  dieselben 
xuptaxen  haben,  als  das  EUipsoid;  und 

2)  werden  in  den  drei  Oberflächen,  welche  diese 
lipse  und  diese  Hyperbel  zum  earcentrischen  Kegel" 
\nitt  haben  und  welche  durch  den  Mittelpunkt  des 
lipsoids  gehen,  die  drei  grossen  Aaren  gleich  den  drei 
xuptaxen  des  Ellipsoids,  dividirt  durch  <fYy  *ein. 

Dieses  Theorem  bietet,  wte  man  sieht,  eine  zweite  Anf- 
mng  der  Aufgabe  dar,  der  Grösse  und  Richtung  nach  die 
A  Hauptaxen  eines  Ellipsoids  zu  finden,  wenn  drei  con- 
fine Durchmesser  desselben  gegeben  sind.  Und  diese  Lo- 
ng ist  eben  so  einfach  als  die  erste;  sie  hat  aber  den 
irtheil,  dass  sich  daraus  verschiedene  Folgerungen  ableiten 
sen,  welche  die  erste  Lösung  nicht  lieferte.  Man  schliesst 
B.  daraus  unmittelbar: 

Wenn  drei  conjugirte  Durchmesser  eines  Ellipsoids 
drei  gegebenen  Punkten  endigen  sollen,  und  wenn 
te  der  drei  Hauptaxen  des  Ellipsoids  eine  gegebene 
Inge  haben  soll,  so  ist  der  Mittelpunkt  des  Ellipsoids 
bestimmt  und  hat  zu  seinem  geometrischen  Ort  eine 
herfläche  des  zweiten  Grades,  deren  Centrum  im  Mit- 
fpunkt  der  mittlem  Entfernungen  der  drei  Punkte  liegt, 
riche  die  Endpunkte  der  drei  conjugirten  Durchmesser 
s  Ellipsoids  sein  sollen* 

Man  kann  die  Längen  Ton  zwei  der  drei  Hanptdurch- 
«ser  des  Ellipsoids  geben,  und  der  Mittelpunkt  des  Ellip- 
ids  ist  noch  unbestimmt;  er  hat  dann  zu  seinem  geometri- 
ben  Ort  die  Curve  doppelter  Krümmung,  welche  durch  den 
irehschnitt  zweier  Oberflächen  zweiten  Grades  entsteht,  die 
»selben  excentrischen  Kegelschnitte  haben;  diese  Curve  ist 
te  Krümmungscurve  beider  Oberflächen« 

Wenn  die  drei  üauptdiirchmesser  dos  Ellipsoids  der 
Inge  nach  gegeben  sind,  so  genügen  arht  Ellipsoïde  dieser 
ifgabe,  ihre  Centra  sind  die  Punkte,  welche  dreien  Ober- 
chen gemeinschaftlich  sind,  die  dieselben  cxcentrischcn  Kc- 
Ischnitte  haben. 

Was  die  Richtung  der  Hauptdurchmesser  der  Ellipsoïde 
trifft,  so  hat  man  dieses  Theorem: 

Wenn  drei  conjugirte  Durchmesser  eines  Ellipsoids 
ih  in  drei  gegebenen  Punkten  endigen  sollen,  so  wer- 
»,  welches  auch  der  Punkt  im  Raum  sein  mag,  den 
an  zum  Centrum  dieser  Oberfläche  annimmt,  ihre  drei 
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Hauptaxen  immer  die  drei  Haupiaaren  sei*,  welche 
zweien  Kegeln  gemeinschaftlich  sind,  die  dieses  Centrtm 
zum  Scheuet  haben  und  die  respective  durch  zwei  fesêc 
Kegelschnitte  gehen,  deren  Construction  nur  von  der 
Lage  der  drei  gegebenen  Punkte  abhängt. 

Diese  Kegelschnitte  sind  Ton  der  Beschaffenheit, 
der  Kegel,  welcher  die  eine  Ton  ihnen  snr  Basis  und 
Punkt  der  andern  Caire  snm  Scheitel  hat,  durch  Umdrehug 
entsteht;  das  Ellipsoid,  welches  seinCentrnm  im  Scheitel  da 
Kegels  hat,  wird  ebenfalls  durch  Umdrehung  entstehen«  El 
ergiebt  sich  also  daraus  folgendes  Theorem: 

Wenn  man  ein  Révolutions -Ellipsoid  verlangt,  ms 
dem  drei  conjugirte  Durchmesser  in  drei  gegtienm 
Punkten  endigen,  so  genügen  dieser  Forderung 
lieh  viele  Kllipsoide.  Ihre  Mittelpunkte  liegen  auf 
Kegelschnitten,  einer  Ellipse  und  einer  Hyperbel,  die 
in  zwei  auf  einander  senkrecht  stehenden  Ebenen  He/m 
und  von  denen  die  eine  zu  seinen  Scheiteln  und  Brenn- 
punkten die  Brennpunkte  und  Scheitel  des  andern  hnU 


Note   XXVL 

(Fünfte  Epoche,  §•  17.) 
lieber  das  Imaginäre  in  der  Geometrie. 

Die  Betrachtung  der  zufälligen  Relationen  und  Eigen- 
schaften einer  Figur  oder  eines  geometrischen  Systems  ist 
geeignet  für  das  Wort  imaginär ,  welches  gegenwärtig  sefcr 
häufig  und  mit  Vortheil  hei  den  rein  geometrischen  Specula- 
tionen  gebraucht  wird,  eine  Erklärung  zu  geben. 

In  der  That,  man  kann  den  Ansdruck  imaginär  be- 
trachten, als  bezeichne  es  nur  einen  Zustand  einer  Figur y  il 
welchem  gewisse  Partien,  die  in  einem  andern  Zustand  der 
Fignr  reell  waren,  aufgehört  haben  zn  ex i stiren.  Denn  mai 
kann  sich  nicht  anders  eine  Idee  von  einem  imaginären  tt- 
jeet  machen,  als  indem  man  sich  zugleich  ein  Object  des 
Raums  in  einem  Zustand  der  reellen  Existenz  denkt;  so  dis» 
die  Idee  des  Imaginären  ohne  Sinn  sein  wurde,  wenn  sm 
nicht  immer  begleitet  wäre   von    der  wirklichen  Idee  eiier 


395 

Mi  Existenz  desselben  Gegenstandes,  auf  den  man  sie  an- 
let.  Dieses  sind  aber  die  Relationen  nnd  Eigenschaften, 
vir  zufällige  genannt  haben,  welche  den  Schlüssel  zu 
Imaginären  in  der  Geometrie  liefern. 

Man  sieht  aber  hieraus,    dass  man  sehr  leicht,  wenn 
will,  beim  Raisonnement   die  Betrachtung  des  Imaginä- 
Termeiden  kann:  es  würde  hinreichen,  neben  der  Figur, 
welcher  man  irgend  eine  Eigenschaft  in  beweisen  hat, 
Fignr  derselben  Natur  anzunehmen,   aber  in  einem  all- 
»inen  Zustand  der  Construction,  in  welchem  die  zufälli- 
Eigenschaften,   welche  in  der  gegebenen  Fignr  imaginär 
,  reell  werden.    Dieses  ist  wirklich  das,  was  man  still- 
reigend  thut,    indem  man  über  imaginäre  als  über  reelle 
:cte  raisonnirt;  so   dass  man  sagen  kann,  der  Gebrauch 
Worts  imaginär  ist  eine  abgekürzte  Art  sich  auszudrucken, 
welcher  bedeutet,  dass  das  Raisonnement,  welches  man 
eilt,  sich  anf  einen  andern  allgemeine*  Zustand  der  Figur 
endet,  in   welchem   die  Partien,  über  die  man  Betrach- 
ten anstellt,   wirklich  vorhanden  sind,  statt  imaginär  zu 
,  wie   in  der  vorgegebenen  Figur.      Und  da  nach  dem 
icip  der  zufälligen  Relationen  oder,  wenn  man  will,  nach 
Princjp    der  Continnität,    die  Wahrheiten,    welche   für 
einen  von  zwei  allgemeinen  Zuständen  der  Fignr  bewic- 
sind,   sich  auch  auf  den  andern  Zustand  anwenden,   so 
it  man,  dass  der  Gebrauch  nnd  die  Betrachtung  des  Ima- 
tren  sich  vollkommen  gerechtfertigt  finden. 

Wir  müssen  hier  eine  wichtige  Bemerkung  machen: 

Wenn  eine  Figur,  in  welcher  sich  imaginäre  Partien  fin- 
>  gegeben  ist,  so  kann  man  sich  nach  dem  Gesagten  im- 
'  eine  andre  von  eben  so  allgemeiner  Construction  als  die 
«  denken,  in  welcher  diese  Partien,  welche  zuerst  im  agi- 
waren,   reell  sind;  aber,   und   hierin   besteht  nnsre  Be- 
'kung,   es  ist  niemals  zu  raisonniren  oder  zu  operiren  an 
Figur  selbst,   indem  man   gewisse  Partien,   welche  darin 
iginär   sind,    als   reell   betrachtet.     Wenn  z.  B.  ein  durch 
Rechnung    gegebener    Ausdruck    zur    Bestimmung    eines 
ikts  auf  einer  Geraden,  imaginär  ist,  so  würde  man  einen 
r  bedeutenden  Fehler  begehen,  wenn  man  diesen  Punkt 
struiren  wollte,  als  wenn  sein  Ausdruck  reell  wäre.    Der 
"diese  Weise  eon^truirte  Punkt  würde  weder  zn  der  Figur, 
h  zn   der  Aufgabe,   die  vorgelegt  ist,  gehören,   und  alle 
der  Betrachtung  dieses  Punkts  abgeleiteten  Resultate  w ur- 
falsch sein. 

So  sind  in  jedem. System  von  conjngirten  Durchmessern 
Hyperbel  die  Richtungen  der  beiden  Durchmesser  reell. 


aber  die  Länge  des  einen  dieser  Durchmesser  ist  immer  ima- 
ginär. Das  Quadrat  dieser  Länge  ist  reell,  und  die  allge- 
meinen Eigenschaften  der  Ellipse,  in  welche  nur  die  Qaa- 
drate  der  conjugirten  Durchmesser  eingehen,  werden  sieh  arf 
die  Hyperbel,  wie  auf  die  Ellipse  anwenden  lassen;  aber  & 
Eigenschaften,  bei  denen  nnr  die  erste  Potenz  dieser  Langet 
gebraucht  wird,  werden  bei  der  Hyperbel  nickt  mehr  ihn 
Anwendung  finden,  weil  man  dadurch,  dass  man  die  imagi- 
näre Axe  der  Hyperbel  constrniren  wollte,  indem  mai  M 
reell  annähme,  einen  Fehler  begehen  würde.  Die  anf  dien 
Weise  construirtc  Linie  und  der  dazu  geborige  Endpsikt 
würden  nicht  mehr  zu  der  Torgclegten  Figur  und  Aufgab 
gehören,  sondern  zn  einer  andern  Figur  und  m  einer  anders 
Aufgabe. 

Es  wäre  interessant,  die  Verhältnisse  und  Coirelaüom 
aufzusuchen,  welche  zwischen  den  Eigenschaften  der  beiden 
Figuren  stattfinden  können ,  bei  denen  man  in  der  einen  die 
Partien,  welche  in  der  andern  imaginär  sind,  constrnirt  hat, 
indem  man  sie  als  reell  annimmt.  *°)  Dergleichen  sind  die 
gleichseitige  Hyperbel  und  der  über  der  Hauptaxe  derselben! 
als  Durchmesser,  beschriebene  Kreis.  Jede  Chorde  des  Krei- 
ses, die  senkrecht  auf  dieser  Axe  steht,  hat  ein  reelles  Qua- 
drat: wenn  der  Fusspmikt  derselben  anf  dieser  Axe  innerhalb 
des  Kreises  fällt,  so  wird  die  Chorde  auch  eine  reelle  Läige 
haben;  wenn  aber  der  Fiisspunkt  ausserhalb  des  Kreiset 
fällt,  so  ist  diese  Länge  imaginär,  ihr  Quadrat  dagegts 
reell.  Wenn  man  ßic  construirt,  indem  man  sie  reell  an- 
nimmt, so  wird  ihr  Endpunkt  einen  Funkt  bestimmen,  der 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  angehört.  Und  die  in  Rede  ste- 
hende Chorde  wird  sich  verschiedener  Eigenschaften  erfreuet, 
je  nachdem  sie  im  Kreis  oder  in  der  Hyperbel  genommen 
wird.  Beim  Kreis  z.  B.  bilden  die  beiden  Geraden,  welche 
Tom  Endpunkt  der  Chorde  nach  den  beiden  Endpunkten  des 
Durchmessers  gezogen  werden,  unter  einander  eiuen  reehtea 
Winkel,  und  bei  der  Hyperbel  bilden  diese  Linien  eines 
Winkel  von  veränderlicher  Grösse. 

Carnot  hat  schon  in  seinem  Traité  de  la  Corréîatim 
des  figures  de  Géométrie  und  in  seiner  Géométrie  de  ps- 
sition  über  die  Corrélation  der  Figuren,  wovon  wir  Sprech«, 
und  über  die  der  algebraischen  Formeln,  welche  ihnen  in  der 


60)  In  der  Analysis  kommt  dieses  bei  gewissen  Gliedern  étr 
Formeln ,  welche  zu  dieser  Aufgabe  gehören,  darauf  zurück,  v-f-i 
in  V-  l  umzuwandeln,  oder  allgemeiner  die  Einheit  in  eine  ihrer 
Wurzeln. 
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juüjsia  entsprechen,  Betrachtungen  angestellt;  da  aber  der 
[anptgegenstand  der  Arbeiten  dieses  berühmten  Gelehrten  in 
ieser  Materie  die  Corrélation  der  Figuren  war,  welche  in  den 
Igebraischen  Ausdrücken  nur  durch  einfache  Aendernng  der 
ieichen  der  Yariabeln  selbst,  nnd  nicht  ihrer  Functionen, 
on  einander  verschieden  sind,  so  ist  die  Corrélation  von  Fl- 
oren, welche,  wie  wir  gesagt  haben,  dadurch  unterschieden 
ind,  dass  man  in  der  einen  als  reell  einen  Ausdruck  con- 
;mirt,  der  in  der  andern  imaginär  ist,  so  ist  diese  Correla- 
on,  sag9  ich,  ein  Gegenstand  für  ganz  neue  Untersuchungen, 
on  denen  es  uns  scheint,  dass  sie  in  einigen  allgemeinen 
«setzen  der  Ausdehnung  führen  können ,  welche  den  Einfluss 
er  geometrischen  Doctrinen  vermehren  dürften. 

Wir  führen  noch  in  Bezug  auf  diesen  Gegenstand  den 
erühmten  Lambert  an,  der  einen  sehr  vorzüglichen  und  sehr 
ützlichen  Gebranch  von  den  imaginären  Verhältnissen  ge- 
lacht hat,  welche  sich  aus  der  Yergleichung  der  gleichsciti- 
en  Hyperbel  und  des  Kreises,  wenn  beide  einen  gemein- 
Aaftlichen  Mittelpunkt  haben,  ableiten.  Er  erdachte  eine 
rt  von  hyperbolischer  Trigonometrie,  vermöge  deren  er 
teile  Auflösungen  für  die  Fälle  fand ,  in  denen  die'  gewöhn- 
ehe  Trigonometrie  nur  imaginäre  gab,  nnd  umgekehrt. 


Note  XXVn. 

(Fünfte  Epoche,    §. 

?eber  den   Ursprung   der  Theorie  der  reci- 
roken  Polaren  und  über  den  der   Worte  Pol 

und  Polare. 

Nachdem  Monge  in  seiner  Géométrie  descriptive  be- 
lesen hatte,  dass,  wenn  der  Scheitel  eines  Kegels,  welcher 
ner  Oberfläche  des  zweiten  Grades  umgeschrieben  ist,  eino 
bene  durchläuft,  dass  die  Ebene  der  Berfihrnugscnrve  be- 
ändig  durch  einen  und  denselben  Punkt  geht,  und  dass, 
enn  der  Scheitel  des  Kegels  eine  Gerade  durchläuft,  die 
erührungsebene  immer  durch  eine  sweitc  Gerade  geht;  zeig- 
n  Livet  und  Brianchon,  dass,  wenn  der  Scheitel  des  Kegels 
ne  Oberfläche  des  zweiten  Grades  durchläuft,   die  Beruh- 


rungsebenc  eine  andre  Oberfläche  des  zweiten  Grades  einhüllt 
(Journal  de  V école  polytechnique,  Cah.  XIII,  1806.) 

In  demselben  Memoire  wendet  Brianchon  diese  Theorie 
an,  um  aus  dem  berühmten  Theorem  des  Pascal  über  du 
den  Kegelschnitten  eingeschriebene  Sechseck  ein  nicht  weni- 
ger schönes  und  nicht  weniger  branchbares  Theorem  über 
das  den  Kegelschnitten  umgeschriebene  Sechseck  abznJäCa, 
dass  nämlich  die  drei  Diagonalen  dieses  Sechsecks,  wd- 
chc  je  zwei  und  zwei  gegenüberliegende  Scheuet  verbm* 
den\  durch  denselben  Punkt  gehen.  Dieses  war  das  erste 
Beispiel  eines  solchen  Gebrauchs  von  der  Theorie  der  Polares, 
wobei  sich  auf  eine  höchst  merkwürdige  Weise,  rermöge  der 
Analogie  dieses  Theorems  mit  dem  des  Pascal,  die  Dualität 
der  ebenen  Figuren  darstellt. 

Später  bedienten  sich  Encontre  und  Stainville  dieser  Theo- 
rie zu  einer  wirklichen  Transformation  der  Figur.  Es  han- 
delte sich  darum,  um  einem  Kegelschnitt  ein  Polygon  «m- 
zuschreiben,  dessen  Scheitel  auf  gegebenen  Geraden  lieget. 
Diese  Geomcter  bemerkten,  dass  nach  der  Theorie  der  Ale 
dieses  Problem  auf  ein  andres  zurückgeführt  werden  könne, 
in  welchem  verlangt  wird,  in  einen  Kegelschnitt  ein  PoljgM 
einzuschreiben,  dessen  Seiten  durch  gegebene  Punkte  gehen; 
ein  Problem,  dessen  Lösung  man  kannte.  (Annales  mes 
mathématiques,  T.  1,  p.  122  h.  190.)  «) 

In  diesem  ausgezeichneten  Journal ,  welches  seit  20  Jah- 
ren so  wesentlich  zu  den  Fortschritten  der  Mathematik  od 
besonders  der  Geometrie  beigetragen  hat,  finden  sich  zuerst 
die  Benennungen:  Pol,  ebene  Polare  und  gerade  Polare, 
welche  den  Gebrauch  dieser  Theorie  sehr  erleichtert  haben. 

Serrois  nannte  zuerst  Pol  einer  Geraden  den  Punkt, 
durch  welchen  alle  Berührunglinicn  der  Winkel  gehen,  die 
einem  Kegelschnitt  umgeschrieben  sind  und  ihren  Scheitel  aif 
der  geraden  Linie  haben;  dann  nannte  Gergonne  diese  Ge- 
rade die  Polare  des  Punkts  und  dehnte  diese  Benennuogei 
auf  den  Raum  ans.  (Annales  des  mathématiques,  T.  I, 
p.  337  und  T.  III,  p.  297.)  Sie  sind  von  allen  Geoae- 
tern,  welche  über  die  Oberflächen  des  zweiten  Grades  ge- 
schrieben haben,  angenommen. 


61)  Das  Historische  dieses  Problems  haben  wir  in  der  Note  XI 
gegeben. 
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Note   XXVm. 

(Fünfte  Epoche,  g.  Î7.) 

gemeinerung  der  Theorie  der  Stereo- 
Ischen    Projectionen.  —      Oberflächen 
eiten  Grades,    welche   vier  andre   be- 
rühren* 

beiden  Theoreme,  von  denen  man  in  der  Theorie 
ographischen  Projectionen,  als  Methode  der  Aufsn- 
rachtet,  Gebranch  macht,  werden  folgende  in  dieser 
einerten  Theorie,  wie  wir  sie  genannt  haben,  d.  h. 
n  den  Ort  des  Anges  in  irgend  einem  Punkt  des 
inimipC 

ei»  man  die  Perspective  einer  Oberfläche  des 
Grades  auf  irgend  einer  Ebene  bildet,  während 
Auge  in  einem  Punkt  des  Raums  befindet ,  [der 
lieh  ausserhalb  der  Ober/lache  angenommen  ist, 

ie  Projectionen  der  ebenen  Curven,  welche  auf 
'fläche  gezogen  sind,  Kegelschnitte  sein,  welche 
m  doppelten  Contact  reell  oder  imaginär  mit  ei- 
ligen Kegelschnitt  haben,  der  die  Perspective 
nbaren  Umrisses  der  Oberfläche  ist; 

er  Pol  der  Berührungssehne  Jedes  Kegelschnitts 
einzigen  Kegelschnitt  wird  die  Projection  des 
eines  Kegels  sein,   der  die  Ober/lachen  in  der 

urvc,  von  welcher  dieser  erste  Kegelschnitt  die 

m  ist,  berührt* 

m 

fliesen  beiden  ersten  Principien  ist  es  von  Nntxen, 
es  dritte  hinzuzufügen: 

Projectionen  der  beiden  reeiproken  geraden  Po- 
Bezug  auf  die  Oberfläche  sind  zwei  Gerade, 
m  jede  durch  den  Pol  der  andern  geht,  wenn 
le  in  Bezug  auf  den  einzigen  Kegelschnitt  ge- 
werden. 

litteist  dieser  drei  Theoreme  gelangt  man  mit  ans- 
licher  Leichtigkeit  zu  der  Entdeckung  sehr  vieler 
fiften  eines  Systems  von  Kegelschnitten,  welche  .ei- 
igen  Kegelschnitt  eingeschrieben  sind,  wobei  man, 
igen,   gar  keinen  Beweis  nöthig  hat,  weil   es  hin- 
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reicht,  die  augenfälligen  Eigenschaften  der  Curven,  wekh 
auf  der  Oberfläche  des  i weiten  Grades  gezeichnet  sind,  in 
Raum  zu  betrachten  und  aie  auf  die  Ebene  überzutragen* 

Von  dieser  Theorie  der  Kegelschnitte,  welche  im  da» 
Ebene  beschrieben  sind,  ist  es  leicht,  sich  anr  aaakgti 
Theorie  im  Raum  zu  erheben,  d.  h.  zn  den  Eigenschaft* 
eines  Systems  von  Oberflächen  des  zweiten  Grades,  wekk 
in  eine  einzige  Oberfläche  des  zweiten  Grades  eingesehritha 
sind.  Wir  sagen  von  Oberflächen,  die  eine  sei  in  die  ante 
eingeschrieben,  wenn  sich  zwei  Oberflächen  ihrer  gaaics 
Ausdehnung  nach  in  einer  Currc  berühren.  Für  zwei  Oto- 
flärhen  des  zweiten  Grades  wird  diese  Berührnngscam  Ott 
ebene  Curve. 

Man  gelangt  auf  diese1  Weise  zn  vielen  Eigenschaft« 
der  Oberflächen  zweiten  Grades  und  zn  der  Lösnag  einer 
grossen  Anzahl  von  Aufgaben,  die  sich  auf  die  Berihrasf 
dieser  Oberflächen  beziehen  und  von  denen  alle  die  auf  db 
Berührung  von  Kugeln  bezüglichen  nur  besondre  Fälle  siai 
Und  das,  wodurch  diese  Theorie  den  Geometern,  welche  & 
möglich  grösste  Allgemeinheit  lieben,  genügen  kann,  Bffl 
darin,  dass  alle  die  Fragen  selbst  in  ihrer  Allgemeinheit  nr 
Corollarien  einer  einzigen  sind,  welche  in  ihrem  AasspraA' 
nnd  in  ihrer  Lösung  sie  alle  in  sich  fasst;  nämlich: 

Problem.  —  Es  seien  vier  Oberflächen  des  zweüe* 
Grades  gegeben ,  welche  einer  einzigen  Oberfläche  As 
zweiten  Grades  E  eingeschrieben  sind,  es  soll  eine  fwnfli 
Oberfläche  desselben  Grades  beschrieben  werden,  welch 
die  vier  ersten  berührt  und  ebenfalls  in  die  Obcrßdeki 
E  eingeschrieben  ist. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  sehr  einfach  ;  um  sie  akr 
elegant  und  präcis  darzustellen,  wird  es  nützlich  sein,  einige 
Definitionen  vorauszuschicken. 

Wenn  zwei  Oberflächen  des  zweiten  Grades  in  eine  dritte 
Oberfläche  desselben  Grades  eingeschrieben  sind,  so  scbiei- 
den  sich  die  erstem  in  zwei  ebenen  Gurven,  welche  selbst 
reell  oder  imaginär  sein  können,  deren  Ebenen  aber  stets 
reell  sind;  wir  wollen  diese  Ebenen,  analog  mit  den  Sym- 
ptosen-Axen  (axes  de  symptose)  bei  den  Kegelsehnitlei, 
Symptoscn- Ebenen  (plans  de  symptose)  der  beiden  Ober- 
flächen nennen. 

Die  beiden  Oberflächen  erfreuen  sich  auch  der  EiçM- 
sehaft,  dass  man  ihnen  zwei  Kegel  des  zweiten  Grades  ■■- 
schreiben  kann,  welche  wieder  selbst  reell  oder  imaginär  srtft 
können,  deren  Seheitel  aber  immer  reell  sind.  Wir  wollet 
uns  zur  Bezeichnung  dieser  beiden  Pnnkte  des  Ausdrsrkt 
centres  (Thomologic  bedienen,  welchen  Poncelet  gebraucht  kti» 
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Wir  werden  fermer  Symptoscn- Linie  {droite  de  sym- 

é)  der  beiden  Oberflächen  jede  Gerade  nennen,  welche  in 
1er  der  beiden  Symptosen- Ebenen  liegt,  und  plan  dfho- 
iogie  jede  Ebene,  welche  durch  einen  ihrer  beiden  Centra 
r  Homologie  geht 

Denken  wir  uns  jetzt  drei  Oberflächen  des  zweiten  Gra- 
I  y  welche  in  Eine  Oberfläche  desselben  Grades  eingeschrie- 
n  sind,  so  werden  je  zwei  von  ihnen  zwei,  alle  zusammen 
Ki  sechs  Sympto8en-  Ebenen  haben. 

Man  beweist,  dass  diese  sechs  Ebenen ,  zu  je  drei, 
ireh  vier  gerade  Linien  gehen ,  und  dass  diese  vier 
rraden  sich  in  einem  und  demselben  Punkt  des  Raums 
hueiden;  so  da9S  diese  sechs  Symptosen-  Ebenen  die  vier 
ilenflächen  und  die  beiden  Diagonalflächen  einer  vierseiti- 
■  Pyramide  sind. 

Jede  der  vier  Geraden,  durch  welche  je  drei  der  sechs 
fmp  tosen- Ebenen  gehen,  nennen  wir  eine  den  drei  über- 
leben gemeinschaftliche  Symptosen  -  Linie  (droite  de 
fjsptose  commune  aus:  trois  surface),  und  jeden  Punkt 
einer  dieser  vier  Linien  einen  gemeinschaftlichen  Sym- 
toeeupunkt  (un  point  de  symptose  commune  aux  trois 
rface). 

Betrachten  wir  die  Mittelpunkte  der  Homologie  der  drei 
berflächen ,  so  haben  je.  zwei  von  diesen  zwei ,  alle  zusam- 
ra  also  sechs  Mittelpunkte  der  Homologie. 

Man  beweist,  dass  diese  sechs  Centra  der  Homologie, 
%  je  drei,  auf  vier  geraden  Linien  liegen,  und  dass 
lese  vier  Geraden  sich  in  Einer  Ebene  befinden  ;  so  dass 
•  sechs  Centra  der  Homologie  die  vier  Scheitelpunkte  und 
e  beiden  Durchschnittspunktc  der  gegenüberliegenden  Seiten 
■es  Vierecks  sind. 

Wir  nennen  eine  den  drei  Oberflächen  gemeinschaftliche 
émit  der  Homologie  (droite  d'homologie)  jede  der  vier 
«reden,  auf  welchen  je  drei  der  sechs  Centra  der  Homolo- 
ie  der  drei  Oberflächen  liegen,  und  eine  den  drei  Oberflächen 
vmeimschaftlichc  Ebene  der  Homologie  (plan  (Thomolo- 
ie)  jede  Ebene,  welche  durch  eine  dieser  vier  Geraden  ge- 
igt isl. 

Denken  wir  uns  vier  Oberflächen  des  zweiten  Grades, 
Nkfce  Einer  Oberfläche  desselben  Grades  eingeschrieben  sind, 
m  zeigt  man,  dass  diese  vier  Oberflächen  acht  Sympto- 
mpunttr  haben,  die  ihnen  gemeinschaftlich  sind,  d.  h. 
hss  es  im  Raum  acht  Punkte  giebt,  von  denen  sich  jeder 
keiner  Symptosen -Ebene  von  je  zwei  der  vier  Oberflächen 
fafariet;  so  dass*  jeder  dieser  acht  Punkte  der  gemeinsehaft* 

Cttck.  der  Geoa» 


liehe  Dorchschnittspwnkl  tob  sechs  der  »weif  Bjap 
Ebenen  ist,  welche  man  erhftlt,  indem  bah  die  m 
flachen  zu  je  xwei  zusammenstellt. 

Ebenso  beweist  man,  dass  die  vier  Oier/Intmei 
gemeinschaftliche  Ebenem  der  Homologie  knien  % 
das»  es  acht  Ebenen  flieht,  Ton  denen  jede  durch  eine 
telpunkt  der  Homologie  je  sweier  der  vier  Oberfläche 
Jede  Ton  diesen  acht  Ebenen  enthalt  al«o  sechs  t 
zwölf  Mittelpunkten  der  Homologie,  welche  an  je  n 
vier  Oberflächen  gehören. 

Dieses  Alle4«  roransgesetst ,  können  wir  die  Losi 
vorgelegten  Aufgabe  mit  Leichtigkeit  so  aussprechen: 

Erste  Lösung:  Man  construire  die  aeht  mneii 
liehen  Ebenen  der  Homologie  der  Tier  Oberfläche»  n 
acht  gemeinschaftlichen  Srmptosen-  Punkt*.  Man  nel 
Besng  auf  irgend  eine  der  Tier  Oberflächen  A  die  P 
acht  Ebenen  der  Homologie  und  verbinde  durch  eine 
jeden  dieser  Pol«*  mit  jedem  der  acht  Svmptosen  -  Punkt 
diese  Weise  wird  man  54  Gerade  erhallen,  welche  «Jm 
fläche  A  in  128  Punkten  treffen,  von  denen  jeder  i 
iiihniii£T«piiiikt  einer  gesuchten  Obei flache  mit  der  Ob 
A  sein  wird. 

Zweite  Lösung:  Nachdem  man,  nie  bfi  der 
Lösung,  die  acht  gemein schafl liehen  Srmptocen-Punl 
die  acht  gemeinschaftlichen  Ebenen  der  Homnlnsie  d 
Oberflächen  rou*triiirt  hat,  nehme  man  die  Pol.tr- 
diescr  acht  Svmptosen-  Punkte  in  Beute  auf  irgend  f 
\irr  Oberflächen  A.  Von  diesen  acht  Polar -Ebene 
jede  dir  acht  Ebenen  der  Homologie  in  acht  (■«ar.id*o 
den;  man  wird  also  64  Gerade  erhalten.  Durch  jede 
Linien  |e»e  mau  zwei  Tangenten  -  Eheneu  an  die  Oherfi 
dann  wird  jeder  ßeriihriingspiiukt  dieser  128  Tabj 
Ebi'iicu  ein  Punkt  sein,  in  welchem  eine  der  ur*ucklt 
flächen  die  Ohcrlhiche  A  berührt. 

Ans    jeder    dieser    beiden   Losungen  Mrht  man,   d 
Aufgabe    in    ihrer    Kmssten  Allgemeinheit   128  Loiaui 
ä*Nt. 

Für  die  Discussion  der  srhr  tahlrcichen.  in  dies 
gemeinen  Prohlem  riilh.ilteiieu,  behindern  Falle,  hei 
dir  Z.ihl  der  L4i<*iiiitfi  n  brir.irhtlich  prerinxer  *cin  kl 
es  »in  zu  hrltii-rkrii  ,  d.1iH  tlie*r  Lusunff« u  i«  je  16  I 
LIh-ih»  iiit,r  fit  ■  jedi'ii  S\iuplo*riipuukt ,  d«r  dm  dre 
11. u  lull     jti'llirill*rh.ifllii  h     i*t,      genehm    *ind;      %o     da« 

hü  lirlmal    16  Losungen   verschwinden,  al»  Ebenen  4 
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gié  oder  Symptosenpunkte ,  die  den  Tier  Oberflächen  ge- 
srhaftlich  sind,  fehlen. 

Wenn  i.  B.  die  vier  Oberflachen  Kugeln  sind,  so  haben 
air  Einen  Sjmptosenpunkt  (dieses   ist  der  Pnnkt,  weJ- 
Ganltier  centre  radical  der  vier  Kugeln  genannt  hat); 
lebt  also  auch  nnr  16  Lösungen. 

Es  kann  fur  den  ersten  Augenblick  wunderbar  scheinen 
rier  Kugeln,  welche  irgendwie  im  Raum  liegen,  und 
fünfte,   die  jene  berührt,  als  fünf  Oberflächen  des  zwei- 

Srades  betrachtet  werden,  welche  in  eine  einzige  Ober- 

e  desselben  Grades  eingeschrieben  sind.    Man  sieht  da- 

aber  leicht  den  Grnnd  ein. 

Wenn  in   einer  Oberfläche  des  zweiten  Grades  die  eine 

Nnll  wird,   so  reducirt  sie  sich  auf  einen  Kegelschnitt; 

andre  Oberfläche  des  zweiten  Grades,  die  durch  diesen 
slschnitt  geht,  berührt  denselben  in  allen  seinen  Punkten 

kann  als  ihm  umgeschrieben  betrachtet  werden.  Mehre 
rlächen  des  zweiten  Grades  also,  welche  durch  einen  und 
elben  Kegelschuitt  gehen,  erfreuen  sich  der  Eigenschaften 
i  Systems  von  Oberflächen,  die  einer  und  derselben  Ober- 
ie  des  zweiten  Grades  umgeschrieben  sind,  welche  Ober- 
le  in  diesem   Fall  die   eine   ihrer  Axen  gleich  Null  hat 

sich  auf  einen  Kegelschnitt  reducirt. 

Wenn  wir  bemerken,  dass  die  Ebene  dieses  Kegelschnitts 
lesng  auf  zwei  beliebige  der  Oberflächen  eine  Sjmptosen - 
■e  ist,  und  dass  der  Kegelschnitt  imaginär  werden  kann, 
•hl  die  Ebene  reell  ist,  so  schliesst  man  daraus  rermöge 
Principe  der  Cantinuität  oder  des  der  zufälligen  Re- 
inen, dass  mehre  Oberflächen  des  zweiten  Grades,  welche 
gemeinschaftliche  Sjmptosen  -  Ebene  haben,  als  eben  so 
>  Oberflächen  betrachtet  werden  können,  die  in  eine  ein- 
Oberfläche des  zweiten  Grades  eingeschrieben  sind. 

Tftn  kann  man  annehmen,  dass  die  den  Oberflächen  ge- 
schäftliche Sjmptosen -Ebene  in  der  Unendlichkeit  liege; 
a  werden  die  Oberflächen  ähnlich  sein  und  ähnlich  liegen. 
kennen  also  mehre  Oberflächen  des  zweiten  Grades, 
unter  einander  ähnlich  sind  und  ähnlich  liegen ,  als 
System  von  Oberflächen  des  zweiten  Grades  betrach- 
werden,  welche  alle  in  eine  einzige  Oberfläche  des* 
\em  Grades  eingeschrieben  sind. 

So  ist  es  daher  bewiesen,  dass  die  Auflösungen,  welche 

Ar  eine  Oberfläche  des  zweiten  Grades,   die  vier  andre 

gilt  nnd  wie  diese  einer  Oberfläche  desselben  Grades  ein- 

thrieben  ist,  gegebea  haben,  sieh  auch  auf  die  Constmc- 

16* 


c=p,dr  +  9<dy  ist,  so  kaben  jt1,  sj1,  s1,  die  CoorCi 
seines  reeiproken  Punkts,  folgende  Wertke: 

xl=p»  yf=q^  *f=-p.x+*.y— n. 

Der  Ort  aller  dieser  reeiproken  Punkte  ist  die  rteif 
Oberfläcke  der  gegebeneu  Oberfluche.  Die  RrdproriUl  i 
beiden  Oberflachen  besteht  darin,  dass  die  erste  Ober! 
der  Ort  der  reeiproken  Punkte  der  iweiten  ist ,  wie  da  i 
der  Ort  der  reeiproken  Punkte  der  ersten.  • 

Die  Werthe  Ton  «r ,  tj9  %  dureh  jrl,  v1,  x1  werJm 
selbe  Form  haben,  als  die  Ton  Jrl,  fl,  zf  dnreb  jr9  ] 
man  findet  in  der  That: 

x=pS  y=qS  ^p^i'+V-y1-«1- 

Man  erkennt  an«  der  blossen  Ansiebt  dieser  Fsr 
dass  jeder  Tangente* -Ebene  der  ernten  Ober/teebt 
Punkt  der  zweiten  entspricht,  nnd  dass,  wenn  dette 
genten- Ebenen  durch  Einen  Punkt  gehen,  ihre  eut 
chenden  Punkte  in  Einer  Ebene  liegen. 

Iu  der  That,  die  Tangenten  -  Ebene  in  dem  P 
(•***  J/  »  *)  der  ersten  Oberfläche  ist  dnreb  die  Wrrifc 
Coordiuaten  dieses  Punkts  und  durch  die  Werthe  der  I 
Differential -Quotienten  p  und  q  bestimmt.  Die*»*  1 
geben  auch  die  Lage  des  Punkts  (jc1  ,  yl ,  &1),  «eiche 
■er  Tangenten  -  Ebene  entspricht. 

Wenn  nun  diese  Tangenten  -  Ebene ,  deren  («leicht 

«  —  Z-p.U  —  X)  +  q.(v  —  Y> 

Ist,   durch   einen  fe«|en  Punkt  (»,  /?,  y)   erbt,    so  wir* 
zwischen    den   l'oonliuatt'n   des   Berührungspunkt**  (j-, 
die  Relaliou  haben  : 

«  —  )  - -p.Cx  —  a)+q.(y— ;0. 

Suhslitnirt  man  in  di^e  fileichung  di<*  Wertke  fkr 
z  durch  «r1,  y1,  z1,  /i1,  g1 ,  so  hat  man: 

die  Gleichung  einer  Klieue,  wie  man  es  finden  ma«*4e. 

Die  reeiproken  OImtII  iriim  de*  Mosee  können  *J 
die  in  eiirmilrr  iiarli  ili-m  l'rinrip  der  Dva'itut  iras«! 
t«an  hoir.irlilot  werden.  I  int  «•«•  **iii<l  auch  in  d«r  Thal 
Ober/lachen  ganz  einfach  reeiproke  IWarra  im  j 
auf  das  iicioiutions-  i'iirabotoi'il ,  u  fiches  zur  Cieé 
hat: 

Dien*  genmrlrUth«*  (ViislriM  timi  Hiar  OI»rr*lirh«-n  de« 
*figt9  dais  sie  nur  ein  l*<-?uudrrr  Fall  einer  alljrei 
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■àt  aaf  diese  Gerade  gelegt  wird,  geht  durch  den  End- 
Ifekt  des  Durchmessers  jeder  Kuael,  der  von  dem  Punkt  S 
■Mgen  wird«  Aber  der  Endpunkt  dieses  Durchmessers  ist 
sf  jeder  Kngel  der  correspondirende  Punkt  zu  der  Ebene, 
■kfcer  diese  Kngei  entspricht.  Es  liegen  also  alle  diese 
■rmpondirenden  Punkte  in  Einer  Ebene. 

Hieraas  folgt,  dass  die  Figuren,  welche  im  Raum,  wie 
Er  im  Texte  selbst  angegeben  haben,  constrnirt  sind,  sich 
m  Eigenschaften  der  Dualität  erfreuen;  so  wie  die,  deren 
nstruetion  in  der  Ebene  sich  aus  den  supplementären  Fi- 
lm der  Kugel  ergab. 


Note   xxx. 


i 

*  (Fünfte  Epoche,  §.  31.) 

\ßer  die  reciprohen  Curven  und  Oberflächen 

rtê  Monge.  —    Verallgemeinerung  dieser 
Theorie. 

h 

Reciprohe  Corven  und  Oberflächen  sind  folgende: 

Es  seien  jc,  y  die  Coordinaten   eines  Punkts  einer  ebe- 
i'Cnrre,  dann  sind  die  des  entsprechenden  Punkts  der  re- 

dy 
fcrtfe»  Currc  jri  =  p,  y*  =  p*v — y,    worin  p  =—  ist. 

|  Beciprocität  dieser  beiden  Curvcn  besteht  darin  y  dass  die 
|i  sieh  eben  so  aus  der  zweiten  bildet,  wie  diese  aus  der 
i«  gebildet  wurde.  (S.  Correspondance  sur  V école  poly- 
éméqu*,  T.  1,  p.  73,  J.  1805.) 

Das  Mémoire  sur  les  surfaces  réciproques  voii  Monge 
•ich  in  einem  Ver zeichniss  seiner  verschiedenen  Memoireu, 
im  Anfang  seiner  Application  de  Vanalysc  à  la  Géo- 
(3te  Ausg.,  J.  1809)  steht ,  angeführt.    Es  muss  zu  den 
des  Institut  Tom  J.  1808  gehören  ;  ich  glaube  aber 
|9  dass  es  veröffentlicht  ist.     Zu  dem  Titel  dieses  Me- 
ist die  Definition  der  reciprohen  Oberflächen  in  die- 
i  Wertem  hinzugesetzt: 

V  „Wenn  jc,  y,  z  die  Coordinaten  eines  Punkts  einer 
M—irr  Oberfläche   sind,   deren  Differential -Gleichung  <U 


*=  p.cbr  +  q.dy  ist ,  so  haben  jt1,  V,  s1,  die  Cool 
seines  reeiproken  Punkts,  folgende  Werthe: 

Der  Ort  aller  dieser  rcciproken  Punkte  ist  die  rm 
Oberfläche  der  gegebenen  Oberflache.  Die  Reriprariüi 
beiden  Oberflächen  besteht  darin,  dass  die  erste  Ol 
der  Ort  der  reeiproken  Pnnkle  der  sweiten  ist ,  wie  ék 
der  Ort  der  reeiproken  Pnnkte  der  ersten.  • 

Die  Werthe  Ton  jrß  jf9  %  durch  jt1,  in1,  x1  «tri 
selbe  Form  haben,  als  die  Ton  jt1,  y1,  *■  dnreh  x, 
man  findet  in  der  That: 

x=pS  J=V»  n  =  pl.n,+V-J1-»1- 
Man  erkennt  an«  der  blossen  Ansicht  diewr  I 
dass  Jeder  Tangenten  •Ebene  der  ersten  Oberßm 
Punkt  der  zweiten  entspricht,  nnd  dass,  wenn  die 
geuten- Ebenen  durch  Einen  Punkt  gehen,  ihre  < 
ckenden  Punkte  in  Einer  Ebene  liegen. 

In  der  That,  die  Taugenten -Ebene  in  dem 
(■*>  y  »  *)  der  ersten  Oberfläche  ist  dorrh  die  Wei 
Coordinaten  dieses  Punkts  und  durch  die  Werthe  de 
Differential -Quotient«*!!  p  und  q  bestimmt.  Diese 
geben  aurh  die  Lage  des  Punkt*  (.r1,  y1 ,  s1),  nek 
ser  Tangenten  -  Ebene  entspricht. 

Wenn  nun  diese  Tangmten-  Ebene,  derm  (ilcic 
k  — Z=-p.(x  — X)  +  q.(v  — V) 

Ist,  dnreh  einen  festen  Punkt  (n,  }iy  y)  grht,  so  1 
zwi*rlH»n  den  l'oordiuatrn  des  Berührungspunkt«  (j 
die  Relation  haben: 

Subslituirt  man  in  dirce  Gleichung  dir  Werthe  fi 
z  durch  «r1,  yly  z1,  /j1,  «71 ,  so  bat  man: 

die  (ilnchung  einer  Khriic,  wie  man  «•»  finden  mn«U 

Die  rrriprokru  OImtN  irln-n  de*«  Maus«*  knnoeu 
die  in  citri  ml  er  iiarli  ilrm  l'nnrip  ilrr  Dvalitut  irai 
Irn  lirlr.irlitot  werden.  I  nd  «•<•  »ind  auch  in  d«*r  T1 
Ober/lachen  ganz  cinfich  rrripralr  IWarra  m 
auf  das  iicioîut ions-  i*arahoioùi ,  welches  zur  Ci 
hat: 

*'  +  >»:    n. 

Dies*  promet  ritt  hc  Cniiilnt!  timi  d«*r  Olirr*lirhi»a  d* 
seigt,  da»s  sie  nur  ein  b^oudrer  Fall  einer  allcemeinei 


4OT 

a  reeiproken  Oberflächen  sind,  welche  man  analytisch  wie 
«e  ausdrucken  kann,  and  welche,  geometrisch  betrachtet, 
jiproke  Polären  in  Bezog  aof  irgend  eine  Oberfläche  des 
eilen  Grades  sind. 

Man  mnss  bedauern ,  dass  das  Memoire  von  Monge  nicht 
kannt  geworden  ist  Es  wäre  interessant  gewesen,  den 
eg  kennen  za  lernen,  auf  welchem  er  aar  Erfindung  seiner 
nproken  Oberflächen  gekommen  ist,  nnd  besonders  derer, 
ren  analytischer  Ausdruck  der  einfachste  unter  unendlich 
ilen  andern  ist;  zu  wissen,  ob  es  die  Theorie  der  Pole  bei 
ii  Oerflächen  des  zweiten  Grades  war,  welche  diesen  gros- 
i  Gcometer  leitete;  nnd  vor  Allem,  welchen  Gebrauch  er  von 
*  Betrachtung  seiner  reeiproken  Oberflächen  gemacht  hat. 

Wir  wissen,  dass  die  reeiproken  Curven  ihm  ein  Mittel 
»boten,  die  Integration  der  Differential -Gleichungen  zweier 
nabeln,   Ton   der  Form  J/=sJr»Fp+fp,    wo  F  und/ 

end  welche  Functionen  Ton  p=-rr  bedeuten,  anf  Quadra- 
ra  zurückzuführen. 

Hiernach  ist  es  naturlich,  zu  Termnthen,  dass  Monge 

demselben  Zweck  die  reeiproken  Oberflächen  erdacht  habe 

I   dass  sie  ihm  zur  Integration  der  Gleichungen  mit  den 

rtiellen  Differentialien  dreier  Variabein  gedient  haben.    Man 

tennt  auch  wirklich,  dass   sie  dazu  sich  eignen   können. 

sei  s.  B.  die  Gleichung  mit  partiellen  Differentialien 

FCx,y,  z,  p,  q)=x=0 

integriren,  so  wird  man  sie  als  zu  einer  Oberfläche  A 
börig  betrachten,  d.  h.  so  dass  ihr  Integral  die  Gleichung 
:  Oberfläche  A  sei« 

Der  Torgegebenen  Differential -Gleichung  wird  eine  andre 
pichung  entsprechen,  die  zn  einer  Oberfläche  Aly  der  reci- 
>ken  Ton  A,  gehört;  diese  Gleichung  wird  sein: 

*(PS  q1,  n*.»I  +  tl.yl-nS  *S  yO  =  0. 

snn  diese  Ton  der  vorgegebenen  verschiedene  Gleichung  in- 
rabel  ist,  so  wird  man  durch  die  Integration  eine  Glci- 
■■ä/X^1*  yXy  £1)  =  0  erhalten,  welche  die  endliche  Glci- 
tng  der  Oberfläche  A1  sein  wird, 

Ton  dieser  Gleichung  wird  man  auf  dem  Wege  der  Eli- 
■ation  zur  Gleichnng  der  Oberfläche  A,  welche  die  reri- 
ike  Ton  Al  ist,  gelangen,  und  diese  Gleichung  wird  da*» 
legral  der  vorgegebenen  sein« 


Wenn  die  vorgegebene  Gleichung  die  Differential- Qa»- 
tienten  der  zweiten  Ordnung: 

Vm  d«<        t_Ü? 

reS  dx*,8~"  dx.dy  •         dy« 

enthält,  so  wird  die  Methode  dieselbe  sein.  Man  wilde  a 
der  Differential -Gleichung  zwischen  or1,  y1,  z,1,  p1y  f1,  f1, 
**,  t1  übergehen,  indem  man  die  Differential -Quoticateif, 
$,  t  durch  ihre  Ausdrucke  in  Functionen  Ton  r1,  a1,!*» 
setzt«    Man  findet  für  diese  Ausdrücke: 

t*  «»  .  r» 


ri.ti_Bi*>"-     r*.t*-s*2f        r4.*4— #* 
nnd  umgekehrt: 


r.t— s«    *  r.t— s«   '  r.t— * 

Ebenso  würde  man  mit  den  Gleichungen  mit  Differeatial- 
Quotienten  höherer  Ordnung  verfahren. 


62)  Die  Berechnung  dieser  Ausdrücke  ist  einfach.  Man  dllninh 
tiirt  die  Gleichung  x=px  und  y =ç*  successive  in  Bezug  auf  sol 
in  Bezug  auf  y,  indem  man  p*  und  ql  als  Functionen  von  tf1  snif* 
feetrachtet;  dadurch  erhält  man  diese  vier  Gleichungen: 


_  dp*,     dx*        dp*      dy* 
1  ""  dx*  #  dx   +  dy*  *  dT** 

_  dp*      dx*         dp*      dy* 
~~  dT*  '  dy    +  dy*  *  dy"' 

dq*      dx1         dq*      dy* 
dT*  *  dT  +  dy*  *  dT? 

__  dq*       dx*         dq*      dy* 
""  dx*  '  dy  "*"  dy*  '  dy  * 

Man  hat  aber: 

dp*                dp*        dq*               dq* 

dT*~r'   dr7""dx*""S,d71""t 
und 

dx*        dp             dy*        dq             dx*        dp             dy* 

dx         dx         '  dx         dx          '  dy.        dyj         *  dy 

Die  obigen  vier  Gleichungen  werden  daher: 

1  =  ^^  +  8*. s, 

0=8*.r+t*.s, 
l  =  »i.8-i-t*.t, 

woraus  man  die  Werthe  für  r,  *,  t  durch  r*,  **,  t*  auageM&t 
und  umgekehrt  diese  durch  jene  erhalten  kann« 


Aber  diese  Art  der  Integration  scheint  nicht  allgemeine 
egrale  sn  Hefern,  in  denen  wülkihrliche  Functionen  ent- 
Iten  sind,  welche  die  vorgegebene  Differentialgleichung  ge- 
ltet. Denn  wenn  man  diese  willkührlichen  Functionen  in 
s  Integral,  der  Gleichung  zwischen  arl,  yl,  zl,  welches 
i  Oberfläche  Al  darstellt,  eingehen  Hesse,  so  wurden  sie 
verhindern,  ans  derselben  auf  dem  Wege  der  Elimination 
s  Gleichung  der  reeiproken  Oberfläche  A  abzuleiten. 

Biese  Schwierigkeit  lässt  es  lebhaft  bedauern,  dass  die 
•beit  von  Monge,  dcV  schon  so  viel  zu  dem  Fortschreiten 
r  Wissenschaft  in  diesem  so  delikaten  TheUe  der  Analysis 
{getragen  hatte,  fur  uns  verloren  gegangen  ist. 

Wir  sagten  schon  vorhin,  dass  die  Oberflächen  des  Monge 
iter  den  reeiproken  polaren  Oberflächen  diejenigen  sind,  de- 
n  analytischer  Ausdruck  der  einfachste  ist  Wir  müssen 
nznfiLgen,  dass  es  noch  eine  andre  Gattung  von  Oberflächen 
eht,  welche  denen  des  Monge  analog  und  eben  so  einfach 
ihrem  analytischen  Ausdruck  sind,  welche  aber  nicht  zu 
m  polaren  Oberflächen  gehören. 

Die  Relationen  dieser  neuen  reeiproken  Oberflächen  sind 
Igende: 

Es  seien  jr,  y,  %  die  Coordinaten  eines  Punkts  einer 
»ten  Oberfläche,  und  xx,  y1,  z1  die  Ceordiaatcn  des  cer- 
spondirenden  Punkts  der  reeiproken  Oberfläche,  so  hat  man: 

xl=q,  y,  =  — p,  «l«=— p.x— q.y+s 
td 

x=q»,  y=— p1,  a*=— p1.!1—  q1.^^-»1. 

Diese  Formeln  können  wie  die  des  Monge  zur  Integra« 
in  von  Gleichungen  mit  partiellen  DifferentiaHen  dienen, 
id  es  kann  sich  ereignen,  dass  sie  dann  ihre  Anwendung 
iden,  wenn  die  andern  nicht  brauchbar  sind,  d.  h.  wenn 
ese  nicht  zu  einer  integrabeln  Gleichung  führen.  Denn 
enn  die  vorgegebene  Gleichung  war: 

F  (x,  y,  a,  p,  q)=0, 

>  transformirt  man  sie  nach  den  Formeln  des  Monge  in) 

FCP1,  q\  P1.x»+q».y*-aSxSy}=0 

id  nach  den  neuen  Formeln  in  diese: 

F  ClS  -PS  -P^-qi.yi+sS  — y*,  x<)=a 

Es  ist  nun  möglich ,  dass  diese  zweite  Gleichung  leichter 
i  integriren  ist,  als  die  erste. 

Die  Relationen  der  Differential -Quotienten  der  zweiten 
rdaung  sind  eben  so  einfach,  als  hei  den  Formeln  des 
longo»  Man  erhält  sie,  indem  man  successif e  die  beiden 
kkhnngen  jr  =  9*  ,  y= — p*  in  Bezug  auf  «r  und  in  Bezug 
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auf  y  differentiirt,  wobei  man  g1  und  p1  alt  Functionen  m 
je1  und  y1  betrachtet.  Man  erhält  dadurch  vier  Gleichung«, 
yon  denen  drei   die  rierte  bedingen,   nnd   ans   diesen  inàft 


man: 


ri~"         r.t-s*    '    *  ^  r.t-s«   '    *  r.t-rf 

nnd 

Unsere  neuen  Oberflächen  haben,  wie  die  des  Meige, 
unter  einander  eine  geometrische  Beziehung,  welche  man  aif 
verschiedene  Art  ausdrücken  kann.  Wir  begnügen  ins  fol- 
gende anzuführen: 

Wenn  eine  Oberfläche  gegeben  ist,  so  wird  man  Ar 
eine  unendlich  kleine  Bewegung  mittheilen  können  vsm 
der  Art)  dass  die  Ebenen,  welche  auf  den  Richtungen, 
der  Bewegung  ihrer  verschiedenen  Punkte  normal  und, 
genau  die  Tangenten -Ebenen  für  die  reeiproie  Ober* 
flache  werden. 

Die  mitzutheilende  Bewegung  wird  das  Resutmt 
zweier  gleichzeitigen  elementaren  Bewegungen  sein,  vsm 
denen  die  erste  eine  rotirende  Bewegung  um  die  alsftd 
betrachtete  Axe  der  z  ist  und  die  zweite  eine  translative 
in  der  Richtung  dieser  Axe. 

Die  reeiproken  Oberflachen  des  Monge  nnd  die  neuen 
Oberflächen,  deren  analytischen  Ausdruck  nnd  geometrische 
Construction  wir  so  eben  gegeben  haben,  sind  beide  nir 
besondre  Arten  von  andern  Oberflächen,  die  einen  viel  allge- 
meinem analytischen  Ausdruck  haben  und  deren  Betrachtung, 
wie  die  der  ersten,  zu  der  Integration  Ton  Gleichungen  die- 
nen kann: 

Einige  allgemeine  Formeln,    welche  diesen  Oberfläche! 
entsprechen,  sind  folgende: 

Es  seien  je,  y,  z  die  Coordinaten  eines  Punkts  der  er- 
sten Oberfläche  und  p,  q  die   beiden   Differential  -  Quotienten 

dz       dz 

—  ,  — ,   so  werden  die  Coordinaten  des  reeiproken  Punkts 

der  zweiten  Oberfläche  sein: 

A*".(p.x+q.y  — aJ+A»  —  A'.q— A.p 

Dlu.<j>.x+q.y— z)  +  D11—  D«.q  —  D.p' 
B!".Cp.x  +  q.y—  a)+B41  —  B*.q  —  B.p 


CD    ...   .     <y*   = 


«l  = 


DJ».(p.x-H.y— z)4.Dll  —  D».q  —  D.p* 
Cl!1.(p.x+q.y  — z)+Ç"  — Çi.q^  Ç,p 

D^.Cp.x+q.y— js^+D11— D*.q— D.p' 
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urf,  B,  C3  B%    A*3  B«,  C»,  DM    A",  B»,  C",  1)«,- 
^m,  jbi]19  cm,  Diu  sind  willkürliche  Coefficienten. 

Eben  so  umgekehrt: 

D.Cp^+q4^1— g4)+C— B.q4-A.p4 


x   = 


C2)  .  .  (y  = 


Dul.Cpl.xâ  +  ql.yl— »l)  +  C144  —  B144.q4  —  A114'.?1' 
D1.(pt.xi  +  ql.yi-g1)+C1— B4.q4  —  A4.p4 

D114 .  (p1 .  x1  +  q1 .  y1  -  g1)  +  C114  —  B444  .  ql  —  A414 .  p1  ' 
P4i  (p4.x4+q4.y4  —  g!)  +  C14  —  B44.q4  —  A14.p4 

D^.CP^X^q^y— JiO  +  C114  — B4".ql  — A^.p*" 

Die  Ausdrucke  Ton  pl3  q1  durch  x  3  y  3  %  nnd  die  ton 
J»,  Ç  durch  .r1,  y1,  s1  erfordern  eine  ziemlich  lange  Rech- 
sang.  Um  sie  zu  bilden,  wollen  wir  dnrch  das  Symbol 
(^PB"C"i)  das  Polynom 

danteilen,  dnrch  (BlCllAlu)  das,  was  aus  diesem  Polynom 
wird,  wenn  man  darin  Al  in  B1,  B11  in  C11,  C111  in  -4111 
«■wandelt,  und  eben  so  die  ähnlichen  Polynome,  welche 
man  aus  den  16  Coefficienten  A3  B3  C3  D\  Al3  B1,  C1, 
jD1!  A"3  B",  C",  B11;  -aV",  B1",  C"*,  D***  zu  je 
drei  bilden  kanu.  Mit  Hülfe  dieser  Abkürzungen  erhalt  man 
ftf  p1,  g1  und  für  p,  q  folgende  Ausdrücke: 

r  f_      (B4C41D4") . x  -- (B44C444P) .  y +  (B444CP4) . g — (BC*P44) 

if  ""      (D^B141) .  x  —  a>"Aft"fi).  y  +  CD"1  AB1) .  z— a>A4B44)' 

CC4P14A414) .  x — (C»P411  A) .  y + (CI44PA4) .  g  —  (CD4  A1  4) 

CP4A14B444) .  x — CD14  A114B) .  y  +  CD141  AB1) .  g  —  a>A4B14)' 
ÇB4C41P444) .  x4— (C4P44A444) .  y4+ÇP4A4lB44i).g— (A4B4iC411) 

(B414CD4)  .  x4  — CC41lDA4).y4  +  (D441AB4)  .  a1  —  CA^BC1)' 

(BC41P144)  .  x4  —  (CP44A414) .  y4 + ÇPA44B444) .  g* — AB41C441) 

CB411CD4)  .  x1  —  CC111DAl)  .y^CD^AB1).*4  — CA^BC1)' 

Um  die  Yerhältuisse,  welche  zwischen  den  Ausdrücken 
Pl9  9l9  Pf  9  stattfinden,    besser  aufzufassen,    wollen  wir 
durch  die  Buchstaben  a3  b3  c3  d3  al3  bl3  cl3  d1   etc.  die 
Terschicdenen  Polynome  bezeichnen,   welche   die  Coefficienten 
ia  diesen  Ausdrücken  bilden,  so  dass  man  hat: 
a    =     (BWD111),    b=  — CC4D14A114), 
a1    =  —  CB"CUID),    b4  =      (C4,Dll4A), 
a14  =       (BlllCP4),    b44=— CC14,DA4), 
a141  =        (BC'P"),    b»4=—  (CP4A44), 

c     =     C1>IA41B"4>,  d=     CAWC111), 

c4    =— CDnA411B),  d4=— CA4lB111C),t 

c"  =       (D114AB4),  d"=      CA4I1BC4), 
c444  =        CDA4B"), 


O) 


rqf  = 


12) 
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Hiernach  werden  die  Ausdrucke  von  p1,  g1,  p,  f  feL 

gende: 

a.x+^.y+a".«— tf" 


pt  =  _ 
P  =  — 


c.x+rf.y+cM.s  —  c1»    * 
b.x+M.y+b11.«— b1" 

c.x+c1 .  y+c!t  .*— cltt 
a^+b.yi+c.n*— d 

ati.xi+b^.y^+c11.*1— d"* 


tf.xl+b*,yl+tf»»t  — d1 
q  •".x^bW.yÄ+c".«4— d"* 

In  den  Formeln  von  Monge  findet  sich  eine  yollkoi 
Reciprocität  zwischen  den  Werthen  von  Jr1,  J1,  «l,  p1,  J1 
durch  sc,  y  9  s,  p,  q  und  den  Werthen  von  jt9  y,  »,  p9  q 
durch  a:l3  yly  z1.  p1,  ql  ausgedruckt,  d.  h.  dass  ausser 
derselben  Form  diese  Werthe  auch  dieselben  Coefficientei 
haben.  Dasselbe  findet  auch  in  den  besondern  Formeln  statt, 
welche  wir  nach  denen  des  Monge  gegeben  haben.  Aber 
eine  solche  vollkommene  Reciprocität  findet  sich  nicht  mehr  in 
den  allgemeinen  Formeln,  worin  die  Ausdrücke  von  jc1,  y\ 
**j  VXy  91  zwar  noc^  dieselbe  Form  haben,  als  die  von  x9 

>  z>  P>  q>  worin  aber  die  Coefficienten  verschieden  sind. 

m  diesen  allgemeinen  Formeln  die  vollständige  Réciprocité 
zu  geben,  reicht  es  hin,  über  sechs  von  den  16  willkühr- 
lichen  Coefficienten  A>  B,  C,  D,  jix3  B1  etc.  zu  disposi- 
ren  und  zu  setzen: 


i 


D=A111,  D1=B»i,  DU  =  C111,  B=A*,  C=A",  Cl  =  B^i 

woraus  sich  ergiebt: 

d=al",  d*=b111,  d«=c*",  b=a*,  c=a",  c':=b"; 

dann  werden,   wenn  die  Ausdrücke  von  jc13  vl,  zx\  p1,  ql 
dieselben  bleiben,  die  von  «r,  y y  z,  p>  q  folgende: 

Am.(pi.x>-Hql.frt  —  gp+A"— A*.q*— A.p* 

D^-Cp^+q^y1  —  ä!)+1>11— D1.^— D.p*' 
B^.CP^+q^.y1— «!)+Bu  — B*.qi  —  B.p1 

D^.C^.^  +  q1^1— z')+Du  —  D^q1  —  D.p1' 
C»i.(pi.xt  +  qt.y*— gQ4-C"-~C'.q'  — C.p1 

D^.Cp'.x^q^y1  — zO+D11  — D'.q1  — D.d»* 
a.xl+a».yl+a".»»— al" 


x   = 

r   = 

C3)  ....    <a   = 
|p=— 


c^+c^yi+c^.z1  — cul 
b.x^^.yi  +  b".*1  — b111 

q= — 


c.xl+o1.yl+Cll.nl  — c1" 
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Man  mues  dabei  beachten,  dass  ron  den  sechzehn  Coef- 
ficienten  A,  B3  C,  Ds  Al  etc.,  welche  in  den  Formeln  (1) 
«nd  (3)  enthalten  sind,  wegen  der  angenommenen  sechs  Gleich- 
keiten D  =»  Au*9  Dl  =  tflu  etc.,  nnr  sehn  willkührlich 
sind.  Man  wird  über  diese  zehn  willkührlichen  Coefficientea 
so  disponiren,  das9  die  Formeln  sich  rereinfachen  nnd  sich 
den  rerschiedenen  Aufgaben,  auf  die  man  sie  anwenden  will, 
anpassen. 

Um  die  Formeln  des  Monge  zu  erhalten,  muss  man  alle 
Coefficienten  gleich  Null  setzen,  mit  Ausnahme  der  drei  A> 
J?1,  C111,  welchen  man  die  Werthe  giebt: 

A=-l,  8*  =— l,Clll=l. 


Note   XXVI. 

(Fünfte  Epoche,  §.  48.) 

Nene  Eigenschaften  der  Oberflächen  zwei- 
ten Grades,  welche  denen    der  Brennpunkte 
hei  den  Kegelschnitten  analog  sind. 

§w  1.    Eigenschaften  der  excentrischen  Kegelschnitte 
einer  Oberfläche  des  zweiten  Grades. 

I.  „Die  Tangente  nnd  die  Normale,  welch  durch  jeden 
Punkt  eines  Kegelschnitts  gezogen  werden,  treffen  jede  der 
beiden  Hauptaxen  der  Curre  in  zwei  Punkten,  welche  die 
cenjugirten  harmonischen  zu  zwei  festen  Punhten  sind;  diese 
beiden  festen  Pnnkte  sind  reell  auf  der  ersten  Axe  der  Cnrre, 
sie  sind  nämlich  die  Brennpunkte,  und  imaginär  auf  der 
zweiten  Axe."") 

Das  diesem  analoge  Theorem  fur  die  Oberflachen  des 
zweiten  Grades  ist  folgendes: 

Die  Normale  und  die  Tangenten- Ebene  für  irgend 
einen  Punkt  einer  Oberfläche  des  zweiten  Grades,  tref- 


62)  Diese  beiden  Punkte  geben  zwei  imaginäre  Brennpunkte  auf 
der  zweiten  Axe,  «o  das»  man  sagen  kann,  der  Kegelschnitt  habe 
vier  Brennpunkte ,  von  denen  die  beiden  auf  der  grossen  Aze  lie- 
genden reell ,  und  die  beiden  auf  der  kleinen  Axe  liegenden  immer 
Imaginär  sind. 
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fen  jede  der  Haupt  'Diametralebenen  der  Oberfläche*), 
in  einem  Funkt  und  in  einer  Geraden: 

Dieser  Punkt  ist  immer  der  Pul  der  Geraden  im  In 
zug  auf  einen  gewissen  Kegelschnitt,  der  in  der  Hompt- 
ebene  licgt% 

Auf  der  Ebene  der  grossen  und  der  Mittlern  Ja 
ist  dieser  Kegelschnitt  eine  Ellipse  \ 

Auf  der  Ebene  der  grossen  und  der  kleinen  An 
ist  er  eine  Hyperbel\ 

Und  auf  der  Ebene  der  mittlem  und  der  tlchm 
Axe  ist  er  immer  imaginär. 

2.  Man  kann  auch  noch  folgendes  Theorem,  als  1er 
angeführten  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  entsprechend,  be- 
trachten : 

Wenn  man  für  Jeden  Punkt  einer  Oberfläche  des 
zweiten  Grades  die  Normale  der  Oberfläche  und  die  Tan- 
genten an  die  beiden  in  diesem  Punkt  sich  kreuzenden 
Krummungscurven  zieht ,  so  werden  diese  drei  Geraden 
jede  der  Haupt  -  Diamctralebcnen  in  drei  solchen  Punk- 
ten treffen,  dass  die  Polare  jedes  von  ihnen,  in  Bezug 
auf  einen  gewissen  Kegelschnitt  in  dieser  Ebene  genoux 
men>  durch  die  beiden  andern  geht. 

3.  Die  drei  Kegelschnitte,  welche  man  nach  diesem  oder 
nach  dem  vorigen  Theorem  erhält,  sind  vollständig  bestimmt! 
und  man  erkeunt  leicht,  dass  zwischen  jedem  von  ihnen  iibJ 
der  Oberfläche  folgende  sehr  einfachen  Beziehungen,  welche 
zur  Construction  dieser  Curven  hinreichen,  stattfinden,  dass 
nämlich  jeder  der  drei  in  Rede  stehenden  Kegelschnitte 
in  der  Ebene  eines  Hauptschnitts  der  Oberfläche  liegt  ; 
dass  er  zu  Brennpunkten  die  dieses  Schnittes  hat  und  zu 
Scheiteln  die  Brennpunkte  der  beiden  andern  Haupt" 
schnitte  der  Oberfläche* 

4.  Hieraus  folgt,  dass  die  grosse  Axe  der  Ellipse  nd 
die  Zwerchaxe  der  Hyperbel  auf  der  grossen  Axe  der  Ober- 
fläche liegen;  nnd  dass  die  Scheitel  der  Ellipse  die  Brenn- 
punkte der  Hyperbel  sind,  nnd  umgekehrt,  woraus  sich  er- 
giebt,  dass  die  Quadrate  der  beiden  andern  Hauptaxen  der 
beiden  Curven,  welche  auf  einander  senkrecht  stehen,  mit 
Ausschluss  der  Zeichen  einander  gleich  sind. 


63)  '  Wir  setzen  voraus ,  dass  die  Oberfläche  einen  Mittelpmkt 
hat,  die  Theoreme  aber,  welche  wir  aussprechen  wollen, 
sich  von  selbst  auf  die  Paraboloide  an. 
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Was  Jen  dritten  imaginären  Kegelschnitt  betrifft,  so  hat 
zwei  reelle  Brennpunkte,  welche  in  den  Endpunkten  der 
einen  Axe  der  Ellipse  liegen.  Die  Quadrate  der  beiden 
inginären  Hanptaxen  sind,  bis  aufs  Zeichen,  den  Quadraten 
r  grossen  Axe  der  Ellipse  und  der  Zwerchaxe  der  Hyperbel 
eich« 

5*  Wenn  man  annimmt,  dass  ein  Kegelschnitt  vier 
tjnnponkte  hat,  welche  zu  je  zwei  auf  den  beiden  Haupt- 
»n  liegen  nnd  von  denen  zwei  reell  und  zwei  imaginär 
id,  so  kann  man  die  Relation  zwischen  den  drei  Curyen 
ch  so  aussprechen: 

Wenn  die  eine  der  drei  Curven  gegeben  ist,  so  liegt 
de  der  beiden  andern  in  einer  Ebene  9  die  durch  eine 
rr  Hauptaaren  der  ersten  senkrecht  auf  ihre  Ebene  ge- 
fi  wird,  und  hat  zu  Scheiteln  die  Brennpunkte  und 
%  Brennpunkten  die  Scheitel  dieser  ersten ,  welche  auf 
\rer  Hauptaare  liegen. 

Dieses  genügt  zur  Construction  der  beiden  andern  Kegel- 
Inkte,  wenn  der  eine  von  den  dreien  gegeben  ist. 

0.    Der  Deutlichkeit  wegnn  sei 

Jt  +  lL  +  ^^t 

a*   T    b*    T    c* 

it  Gleichung  der  Oberfläche,  so  sind   die  Gleichungen  der 
xei  in  Rede  stehenden  Kegelschnitte: 


ftl-Ct     ■     b*— c* 


af— b*    '    cf-b* 
y«  z* 


=  t, 
=  1, 


b»-a*    '    c*-a« 

Wenn  a>i>c,  so  wird  die  erste  Curre,  welche  in  der 

Z  Ebene  liegt,  eine  Ellipse,  die  zweite  in  der  .rz  Ebene  eine 
„perbel,  und  die  dritte  in  der  y  «Ebene  ist  imaginär. 

7.    Wir  nennen  diese  drei  Curven  earcentrische  Kegel" 
Amine  oder  focale  Kegelschnitte  der  Oberfläche.6*) 


64)  Ich  werde  mich  des  erstem  Ausdrucks  bedienen,  obgleich 
eh  den  zweiten  seiner  vollständigem  Analogie  wegen  mit  den  Focts 
1er  Kegelschnitte  und  den  Focallinien  der  Kegel  vorgesogen  hätte. 
H  aber  Quetelet  den  Namen  Focale  einer  Curve  des  dritten  Grades 
BSftsen  hat,  welche  der  Ort  der  Brennpunkte  aller  ebenen  Schnitte, 
Ifc  auf  eine  gewisse  Art  auf  einem  Kegel  des  «weiten  Grades  ge- 
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So  wie  ein  Kegelschnitt  zwei  Paare  Brennpunkte  Wer 
zwei  Excentricitäten  hat,  von  denen  die  eine  imaginär  iL 
eben  so  hat  eine  Oberfläche  des  zweiten  Grades  drei /mi 
oder  excentrische  Kegelschnitte,  ron  denen  zwei  reell  «% 

der  dritte  aber  imaginär.65)  # 

8.  Au9  der  Construction,  welche  wir  für  die  exetnsi» 
sehen  Kegelschnitte  einer  Oberfläche  des  »weiten  Grad«  gi- 
geben haben,  sieht  man: 


Wenn  dpe  Hauptschnitte  zweier  Oherflëchen  des  snanW 
ten  Grades  um  dieselben  Brennpunkte  beschrieben  än*V 
so  haben  sie  dieselben  excentrischen  Kegelschnitte^ 
umgekehrt,  wenn  zwei  Oberflächen  demselben 
sehen  Kegelschnitt  haben],  so  sind 
um  dieselben  Brennpunkte  beschrieben. 


bildet  werden,  ist,  so  kann  feb  mich  hier  dieses  Worts  nJentant 
Bezeichnung  andrer  krummen  Linien  bedienen.  ' 

Ich  würde  vorschlagen,  diese  Focaleu  des  dritten  Grades  A>> 
cotdes  oder  vielmehr  Focotcae  zu  nennen,  in  Uebereinstfmmnns  nnV 
den  Ideen  des  Gh.  Dupin  über  die  Nomenclatur  der  Geometrie  (IM- 
veloppemens  de  Géométrie,  Note  jram  vierten  Memoire).    Dann 
man  den  Namen  focale  Kegelschnitts  oder  einfach  Foemle  flr 
beiden  Cnrven  annehmen,   welche  bei  den  Oberflächen   des 
Grades  dieselbe  Rolle  spielen,  als  die  Brennpunkte  bei  den 
schnitten.     Und  wenn  man  diese  beiden  Cnrven  In  ihrem 
gen  Verhältniss  betrachtet,  ohne  von  der  Oberfläche,  so  der  sie 
hören,  zu  sprechen,  so  könnte  mau  sie  conjugirte  Focale  nennen. 

65)  Es  erscheint  ohne  Zweifel  wanderbar,  wenn  wir  sagn, 
dass  von  zwei  Kxcentricitäten  der  Kegelschnitte  die  eine  imagbur 
ist  und  dass  von  deu  drei  excentrischen  Kegelschnitten  der  Oberflä- 
chen zweiten  Grades  auch  eine  einzige  imaginär  ist,  da  man  dem 
weiss,  dass  das  imaginäre  immer  nur  gepaart  vorkommt.  Aach 
müssen  wir  sagen,  dass  es  bei  den  Kegel  schnitten  ein  drittes  Paff 
Brennpunkte  giebt,  welche  immer  imaginär  sind  und  immer  In  aar 
Unendlichkeit  liegen.  Diese  Brennpunkte  sind  noch  nicht  beaciMt 
worden,  weil  man  bei  der  Untersuchung  über  Kegelschnitte  nkfct 
gesucht  hat,  auf  den  wahren  Ursprung  ihrer  vorzugsweise  so  §h 
nannten  Brennpunkte  und  auf  die  Analogie  zurückzugehen,  weicht 
zwischen  ihren  hesonderu  Eigenschaften  uud  den  allgemeinen  Kigeft- 
8chaften,  die  sich  auf  jeden  andern  Punkt  in  der  Ebene  der  Cnrti 
beziehen,  stattfinden.  —  Eben  so  giebt  es  bei  jeder  Oberflacht  du 
zweiten  Grades  einen  vierten  excentrischen  Kegelschnitt,  welcher 
immer  imaginär  ist  und  in  der  Unendlichkeit  liegt. 

Es  ist  uns  hier  unnütz,  das  dritte  Paar  der  Brennpunkte  hef 
den  Kegelschnitten  eben  so  wie  den  vierten  excentrischen  Kegel- 
schnitt der  Oberflächen  zu  betrachten.  Wir  wellen  zu  einer  andern 
Zeit  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  und  der  Ober- 
flächen des  zweiten  Grades  darstellen,  woraus  sich  die  Eigenschaf- 
ten ,  welche  den  Brennpunkten  und  den  excentrischen  KegeUeh*** 
ten  eigentümlich  Bind,  ableiten. 
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9.-  Nachdem  jetzt  die  Definition  und  die  Construction  der 
»■frischen  Kegelschnitte  einer  Oberfliehe  des  sweitcn  Gra- 
gehörig  aafgefasst  sind,  wollen  wir  mehre  Eigenschaften 
er  Gurren  auseinandersetzen  nnd  ihre  Analogie  mit  ge- 
gen Eigenschaften  der  Brennpunkte  hei  den  Kegelschnitten 
[ta. 

„Wenn  ein  Winkel  einem  Kegelschnitt  ungeschrieben  ist, 
Lreffen  die  beiden  Geraden,  deren  eine  den  Winkel  selbst, 
i  die  andre  dessen  Supplement  halbirt,  jede  der  beiden 
iptaxen  der  Cunre  in  zwei  Punkten,  welche  die  conjogir- 
hamonischen  sind  in  Bezug  auf  die  beiden  in  dieser  Axe 
enden  Brennpunkte." 

Ebenso: 

Wenn  ein  Kegel  einer  Oberflaehe  des  zweiten  Gra- 

umgcschricb**  ist,  so  treffen  seine  drei  Haupt ax  en 
e  der  Haupt -Diametralebenen  der  Oberfläche  in  drei 
nisten*  die  so  beschaffen  sind,    dass   die   Polare  je- 

vom  ihnen ,  in  Bezug  auf  den  in  der  Diametralebene 
yewieu  excentrischen  Kegelschnitt,  durch  die  beiden 
lern  geht. 

10.  „Wenn  man  von  einem  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
nitts  liegenden  Punkt  zwei  gerade  Linien  nach  den  beiden 
■■punkten  zieht,  so  werden  sie  gegen  die  Gerade,  welche 

Winkel  zwischen  den  beiden  Tangenten,  die  y  on  demsel- 
Punkt  an  die  Curve  gezogen  sind,  halbirt,  gleich  geneigt 

u» 
Bei  den  Oberflächen  hat  man  folgendes  analoge  Theo- 

Es  werde  ein  Punkt  im  Raum  zum  gemeinschaft- 
\mn  Scheitel  zweier  Kegel  angenommen,  von  denen  der 
e  einer  Oberfläche  des  zweiten  Grades  umgeschrieben 
mmd  der  andre  einen  der  excentrischen  Kegelschnitte 
*  Oberfläche  zur  Basis  hat,  so  werden  diese  beiden 
gel  dieselben  Bauptschnitte  und  dieselben  Focallinien 

NM« 

11.  „Wenn  man  von  einem  Punkt  auf  einem  Kegel- 
aitt  zwei  Gerade  nach  seinen  Brennpunkten  sieht,  so  sind 
so  beiden  Geraden  gegen  die  Normale  des  Kegelschnitts 
diesem  Punkt  oder  auch  gegen  seine  Tangente  gleich  ge- 

Dieses  ist  eine  der  ältesten  Eigenschaften  der  Kegel- 
mitte;  das  analoge  Theorem  fur  die  Oberflächen  ist  fol* 

ides* 
Wenn  ein  Punkt  auf  einer  Oberfläche  deè  zweiten 

mdes  als  der  Scheitel  eines  Kegels  betrachtet  wird,  der 

17 
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einen  der  exeentrischen  Kegelschnitte  derOherfläche  aar 
Basis  hat,  so  werden  die  Normale  für  die  Obr/tè 
und  die  Tangenten  ihrer  Krummmugscurven  im  dànas 
Punkt  die  Hauptaxen  des  Kegels  sein.  ■*)  Und  snatf 
die  Ober/lache  ein  Hyperboloid  mit  Einem  Mmek  ist,  m 
werden  die  beiden  Foeattinien  des  Kegeis  die  èeidem  Gé- 
nératrices dieses  Hyperboloids  eein9  welch*  dssrek.es 
Scheitet  des  Kegels  gehen. 

12*     Aus  dem  ersten  Theil   dieses  Theorem«  atfflnjml 

man: 

Wenn  man  durch  eine  Tangente  fur  irgend  ehm 
Punît  einer  Oberfläche  des  zweiten  Urades  zwei  TW 
genten- Ebenen  an  einen  der  exeentrischen  KegeUemwKft 
legt,  so  werden  diese  gegen  die  Tangenten -Ebene  isf 
Oberfläche,  welche  durch  die  Tangente  gelegt 
gleich  geneigt  sein* 

13.  Aas  dem  Theorem  10«  lassen  sick  mekre  Filymp 
gen  sieben. 

In  der  That,  wenn  zwei  Kegel  des  s  weiten  Grades  Jfc^ 
selben  Hanptaxen  and  dieselben  Focalen  haben,  so  sckaiidm 
sie  sieh  unter  rechten  Winkeln  •*),  and  man  acMieaat  am 
dem  Theorem  10  s 

Für  ein  Auge,  das  sich  in  irgend  einem  Punit  im 
Raums  befindet ,  scheinen  der  scheinbare  Umriss  eher 
Oberfläche  des  zweiten  Grades  und  der  eine  der  ex- 
eentrischen Kegelschnitte  der  Oberfläche  sich  tinter  reck- 
ten Winkeln  zu  schneiden. 

14.  Die  beiden  Kegel,  welche  denselben  Scheitel  as! 
sa  Bases  die  beiden  exeentrischen  Kegelschnitte  einer  Oto» 
fläche  haben ,  haben  dieselben  Hanptaxen  lad  dieselben  Fe- 
callinieu  ;  diese  beiden  Kegel  schneiden  sich  also  unter  red- 
ten Winkeln,  was  man  so  ausdrucken  kann: 

Von  welchem  Punkt  im  Raum  man  auch  die  beides 
exeentrischen  Kegelschnitte  einer  Oberfläche  des  zweites 
Grades  betrachtet,  so  erscheinen  sie  immer  so,  dam  sk 
sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden.™) 


66)  So  dass,  wenn  sin  Kegel  nur  Basis  amen  Kegelschnitt  h% 
und  wenn  diene  Curve  als  excentrfscher  Kegelschnitt  einer  dure*  ém 
Scheitel  des  Kegels  gehenden  Oberfl&chq  der  aweiten  Ordnnag  mg* 
nommen  wird,  diese  OberlUtche  normal  auf  einer  der  drei  Haas  tax* 
des  Kegele  sein  wird. 

67)  Mémoire  sur  les  propriétés  ^uéretes  des  cènes  en  eeesmi 
degré y  p.  28. 

68)  Ich  hatte  schon  Gelegenheit,  diese*  Theorem  ansxassrecbea, 
in  meinem  Mémoire  sur  les  propriétés  générales  des  surfaces  et 
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15.  Wem  HWi  statt  eine«  Kegels  einen  Cyliader  der 
«rlftfke  amsehreibt,  so  wird  das  Theorem  10,  dieses  r 

Wenn  ei»  Cmlinder  einer  Oberfläche  des  zweiten  Gru- 
t  umgeschrieben  ist,  und  wenn  »tan  durch  den  eine» 
r  ejccentrische»  Kegelschnitte  der  Oberfläche  einen 
leite»  CyHndcr  legt,  dessen  Seitenlinien  mit  denen  des 
sie»  parallel  sind,  so  werden  die  Endflächen  dieser 
ide»  Culinder  in  einer  Ebene ,  die  senkrecht  auf  ihre» 
riienlinie»  steht,  zwei  um  dieselbe»  Brennpunkte  be- 
hriebene  Kegelschnitte  sein. 

16.  Hieraus  folgert  man: 

Die  senkrechten  Projectione»  der  beiden  ejeeeutri- 
wen  Kegelschnitte  einer  Ober/lâche  des  zweiten  Grades 
*f  Irgend  einer  Ebene  sind  zwei  Kegelschnitte  s  welche 
feselbe»  Brennpunkte  haben. 

17.  Dasselbe  Theorem  10.  würde  noch  viele  andre  Fol- 
enigen,  in  Bezug  auf  die  Systeme  von  Oberflächen ,  welche 
iestlhVn  excentrischeu  Kegelschnitte  haben ,  zulassen;  aber 
rir  Bussen  uns,  in  diesem  Augenblick ,  auf  die  Eigenschaften 
ieser  Cnnren  selbst  einschranken. 

18.  Die  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts  besitsen  eine 
Ugtaeüu  Eigenschaft,  welche  m  ihrer  Definition  dienen 
inte,  da  sie  eine  charakteristische  ist;  nämlich  : 

.  „Wenn  man  dnroh  einen  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts 
riDkuhrlich  gewählten  Punkt  swei  auf  einander  senkrechte 
bride  so  xieht,  dass  der  Pol  der  einen  in  Bezug  auf  den 
fcgelsehnitt  genommen  anf  der  andern  liegt,  so  werden  diese 
dien  Linien  jede  der  beiden  Hanptaxen  der  Cnrre  in  zwei 
Meten  treffen,  welche  conjugirte  harmonische  zu  zwei  festen 
takten  sind.  Diese  beiden  festen  Punkte  sind*  reell  anf  der 
rossen  Axe  der  Curre  nnd  sind  die  beiden  Brennpunkte,  da- 
egta  imaginär  anf  der  kleinen  Axe." 

Fur  die  Oberflächen  hat  man  ebenso  diese  char  akter  tari- 
fa Eigenschaft  der  excen frischen  Kegelschnitte: 

Wenn  eine  Oberfläche  des  zweiten  Grades  gegeben 
r,  und  wenn  man  durch  einen  willkührKch  im  Raum 
^wählten  Punkt  drei  unter  einander  rechtwinklige  6e- 
n\e  zieht,  so  dass  die  Polare  jeder  von  ihnen,  es  Jfe- 


fduttonn  im  Vten  Bande  der  Noue.  JhVm.  de  VAeeO.  deBrmrgtfee 
M>;  and  ich  raste  dort,  da* s  die  beiden  in  Rede  stehenden  Kc- 
Ischuitle  sich  vieler  andern  Eigenschaften  erfreuen,  welcüe  noch 
iht  entdeckt  wären.  Diese  Note  enthält  in  der  That  mehre ,  welche 
r  neu  sv  sein  scheinen. 
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zug  auf  die  Oberfläche  genommen,  im  der  Ebene  aar 
beiden  andern  liegt,  so  werden  diese  drei  Geradem  jnU 
der  drei  Hauptebenen  der  Oberfläche  im  d*ei  JSwn 
treffen,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  die  Mère  Jen 
des  von  ihnen,  in' Bezug  auf  den  in. dieser  Ebene  Heg**; 
den  excentrischen  Kegelschnitt  genommen,  durch)  die,  Ja- 
ffa» andern  geht. 

19.  Um  die  Analogie  zwischen  gewissen  ESgenduft* 
der  excentrischen  Kegelschnitte,  welche  wir  anführen  weitab 
und  x wischen  gewissen  Eigenschaften  der  Brenapnakta  ■«- 
kennen  zu  kennen ,  musa  man  die  doppelte  Excentrieitäi  eiaei 
Kegelschnitts,  d.  h.  die  Gerade ,  welche  aeine  beiden  Breaa- 
punkte  verbindet,  so  betrachten  ,  als  wäre  aie  aal  bat  ein  Ke- 
gelschnitt ,  dessen  kleine  Axe  gleich  Nnll  ist.  Man  wird  ab: 
dann  jede  durch  einen  Brennpunkt  gezogene  Gerada  als  ejus 
Tangente  dieses  Kegelschnitts  betrachten  können« 

20.  Man  weiss,  dass  „jede  durch  einen  Dieaapaali 
eines  Kegelschnitts  geiogene  Transversale  ihre«  Pol,  tn  la* 
mg  auf  diese  Cuire,  auf  einer  Geraden  hat,  die  1a  dem 
Brennpunkt  senkrecht  auf  dieser  Transrersale  etekt," 

Ebenso  hat  Jede  Transversal- Ebene,  welche 
excentrischen  Kegelschnitt  einer  Oberfläche  des 
Grades  tangirt,  ihren  Pul,  in  Bezug  auf  die  Oberfläche, 
in  der  Linie,  welche  auf  dieser  Ebene  in  ihrem  Be- 
rührungspunkt mit  dem  Kegelschnitt  senkrecht  steht. 

21.  Das  vorhergehende  auf  einen  Kegelschnitt  beifiglick 
Theorem  ist  ein  besondrer  Fall  von  dem  folgenden,  welche! 
vielleicht  noch  nicht  bemerkt,  aber  leicht  zu  beweisen  ist. 

„Wenn  irgend  eine  Transversale  in  der  Ebene  eines  Ke- 
gelschnitts gezogen  wird  und  wenn  man  ihren  Pol  in  Besag 
anf  die  Curve  nimmt  und  den  Punkt,  welcher  in  Bezng  aal 
die  beiden  Brennpunkte  der  conjugirte  harmonische  Ton  desje- 
nigen ist,  in  dem  diese  Gerade  die  grosse  Axe  trifft,  aa  wui 
die  Gerade,  welche  diese  beiden  Geraden  verbindet,  senkrecht 
auf  der  Transversale  stehen." 

Bbenso  sei  eine  Oberfläche  des  zweiten  Grades  gfg* 
ben  und  man  lege  irgend  eine  Transversal  -  Ebene  ;  wem* 
man  dann  ihren  Pol  in  Bezug  auf  die  Oberfläche  «ad 
den  Pol  ihrer  Durchschnittslinie  mit  der  Ebene  eines 
excentrischen  Kegelschnitts  in  Bezug  auf  diese  Curse 
nimmt,  so  wird  die  Gerade,  welche  diese  beiden  Psk 
verbindet,  senkrecht  auf  der  Transversal -Ebene  stehen» 

22.  „Das  Product  der  Entfernungen  der  Brennpunkte 
eines  Kegelschuitts  von  irgend  einer  Tangente  ist  conatail* 
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enn  wir  durch  die  Brennpunkte  zwei  Gerade  parallel  mit 
r  Tangente  liehen  und  sie,  gemäss  dem  was  wir  oben  (19) 
lagt  haben,  als  Tangenten  der  doppelten  Excentrioitat  des 
»gehchnitts  betrachten ,  so  wird  das  Produkt  der  Entfernnn- 
■  dieser  beiden  Geraden  von  der  Tangente  constant  sein." 

Ebenso-  ist  fur  jede  Tangenten*  Ebene  einer  Oberfläche 
m  zweite*  Gradée  das  Produkt  ihrer  Entfernungen  von 
oei  solchen  Punkten  eines  der  ejrcentrischen  Kegelschnitte 
tr  Oberfläche  9  durch  welche  die  Tangenten  der  Curve 
Ermliel  mit  dieser  Ebene  gehen,  constant. 

23.  „DasProdnet  der  Entfernungen  eines  Kegelschnitts 
m  swei  unter  einander  parallelen  Tangenten  ist  constant." 

Ebenso  ist  das  Produkt  der  Entfernungen  jedes  Punkts 
Ems  ejrcentrischen  Kegelschnitts  einer  Oberfläche  des 
weiten  Grades  von  zwei  Tangenten* Ebenen  der  Ober* 
liehe,  die  nicht  nur  unter  einander,  sondern  auch  mit 
kr  Tangente  des  Kegelschnitts  im  gewählten  Punkt  pa* 
uUelsind.,  constant ,  welches  auch  dieser  Punkt  sein  mag. 

2é.  „Wenn  man  durch  einen  Brennpunkt  eines  Kegel- 
dshts  eine  Gerade  sieht,  welche  parallel  mit  irgend  einer 
hageute  der  Curre  ist,  so  wird  der  Unterschied  der  Qüa- 
Irafe  der  Entfernungen  dieser  beiden  Geraden  von  dem  Mit- 
ilpsnkt  des  Kegelschnitts  constant  sein,"  Dieses  folgt  un- 
ntttlbar  daraus,  dass  das  Produkt  der  Entfernungen  der  bel- 
let Brennpunkte  von  einer  Tangente  constant  ist. 

Ebenso  wenn  irgend  eine  Tangenten* Ebene  für  eine 
Herfläche  des  zweiten  Grades  und  eine  Tangenten  -  Ebene 
r*r  den  einen  ihrer  excentrischen  Kegelschnitte  parallel 
*it  der  ersten  gelegt  wird,  so  ist  der  Unterschied  der 
)mdrate  der  Entfernungen  dieser  beiden  Ebenen  von  dem 
Mittelpunkt  der  Oberfläche  constant. 

Dieses  und  das  Torige  Theorem  können  snr  Constrnktion 
w  excentrischen  Kegelschnitte  der  Oberfläche  dienen. 

25.  „Der  Scheitel  eines  rechten  Winkels,  dessen  einer 
eheekel  auf  einem  Kegelschnitt  hingleitet  und  dessen  andrer 
chenkel  durch  einen  Brennpunkt  geht,  erzengt  die  Peripherie 
nes  Kreises,  der  über  der  grossen  Axe  als  Durchmesser 
eschrieben  wird." 

Ebenso  durchläuft  der  Scheitel  eines  dreikantigen, 
es  drei  Rechten  gebildeten  Winkels,  dessen  eine  Seiten* 
'èçhe  auf  einer  Oberfläche  des  zweiten  Grades  und  die 
tiden  andern  Seitenflächen  respective  auf  den  beiden 
rcentrischen  Kegelschnitten  hingleiten ,  eine  hugel,  wel- 
ke über  der  grossen  Axe  als  Durchmesser  beschrieben 

-j i 
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26.  Zwei  Seitenflächen  des  dreikantigen,  aas  drei  Reokui 
gebildete»  Winkelt  kennen  aaf  der  Oberflieke  ni  die  énu* 
auf  einen  der  beiden  excentriscken  Kegelschnitte,  edier  aadi 
iwei  Seitenflächen  können  Mf  einem  excentrisehen  legeV 
schnitt  fortrollen  nnd  die  dritte  auf  der  Oberttefcw  oder  M 
dem  zweiten  excentriscken  Kegelschnitt:  in  jedem  dieser  èA 
Falle  beschreibt  der  Scheitel  de*  dreikantigen  Winkel*  eut 
Kugel ,  welcke  aber  Ar  jeden  dieser  Fälle  eine  niedre  wfei  ' 

27.  Man*  wird  dnrek  die  Conetruktie»  nnd  derek  £ 
Gleichungen,  welche  wir  fILr  die  beiden  excentriscken  Keju» 
schnitte  çiaer  Oberflache  den  tweiten  Gradée  gegeben  ftlbe^ 
die  beiden,  schon  seil  längerer  Zeit  ron  mehren  Geemeunu 
gefundenen  Cunren  erkannt  haben.  Ch.  Dapin  fand  nie. ab) 
den  geometrischen  Ort  für  die  Bfittelpenkte  der 
vielen  Kngeln ,  welcke  drei  gegebene  Kugeln  bertfcren**^ 
später  als  die  Grensen  sweier  Reiben  Ton  Oberflächen  eÜ 
s  weiten  Grades,  welcke  senkrechte  Trajecterien 
der  sind70))  iBinet  fand  sie  als  die  Oerter  im 
welche  swei  der  Haaptmomente  der  Trflgkeil  «Ines 
Körpers  unter  einander  gleick  eind  71);  Ampere  aie  'Jen  IE 
der  Punkte  eines  Korpers,  welcke  unendlick  riele  permanent 
Rotationsaxen  haben7*);  Quetelet7*),  darauf  DemenJerrsnM 
und  Morton711)  als  den  Ort  der  Scheitel  aller  DrekangstapC 
welche  man  durch  einen  Kegelschnitt  durchgehen  lasaen  kau; 
Steiner76)  nnd  später  Bobillier77)  als  den  Ort  der  Drebenjp- 
kegcl,  welche  man  einer  Oberfläche  des  zweiten  Grades  sn- 
schreiben  kann. 

Aber  in  den  verschiedenen  Untersnchnngen  dieser  fies- 
meter  hat  Nichts  t  wie  ich  glaube ,  die  Analogie  ahnen  lei- 
sen,  welche   wir  s  wischen   den  Eigeneekafiea  der  in  Beet 


69)  Correspondance  sur  VécoU  polytechnique.  T.  I,  s.  SS  ad 
X.  II,  p.  424. 

70)  Développement  de  Géométrie,  p.  280. 

71)  Journal  de  l'école  polytechnique,  XVI,  p.  63. 

72)  Mémoire  sur  les  axée  permanent  de  rotation  dee  eorph 
p.  55. 

73)  Nouveaux  Mémoires  de  V Académie  de  Bruxelles  %  T.  It, 
p.  151,  J.  1820;   und  Correspondance  mathématique ,  T.  III,  p.  274. 

74)  Bulletin  de  la  société  phitomathique ,  J.  1825. 

75)  Transactions  of  the  philosophieal  society  of  CamhrUff9 
T.  111,  p.  185. 

76)  Mathem.  Journal  von  Crelle,  T.  I,  p.  38;  und  Bulletin  tm 
Fernyaac,  J*n.  1827,  p.  2. 

77)  Corresjfondance  mathématique  von  Quetclet,  T.  IV,  p.  Ut 


rhenden  Carre,  in  Besug  anf  die  Oberfläche,  *u  der  sie 
thëren,  betrachtet,  and  «wischen  den  Eigenschaften  der 
reanptnkte  bei  den  Kegelschnitten  nachgewiesen  haben. 

Mehre  dieser  Eigenschoflen  sind  in  einer  ToHstindigern 
reSse,  als  die  der  Brennpunkte,  ausgesprochen,  was  in  der 
»llst&adigern  Form  der  Oberflächen  des  sweiten  Grades  liegt, 
e  drei  Dimensionen  haben  nnd  erst  Kegelschnitte  werden, 
snn  sie  eine  dieser  Dimensionen  Terlierea.  Hieraus  folgt 
ich,  dass  mehre  Corollarien  oder  besondre  Fälle  der  allge* 
«inen  Bigensehaften  der  exeeatrischen  Kegelschnitte  nicht 
ire  analagen  fftr  die  Brennpunkte  haben  kennen,  weil  das, 
aa  sie  ron  ihrem  Charakter  der  Allgemeinheit  yerloren  ha- 
en,  gerade  das  war,  was  ihre  Analogie  oder  ihre  Verknft- 
fnng  mit  den  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  bildete, 

28,  Alle  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  finden  auch 
ire  analogen  bei  den  Kegeln  des  sweiten  Grades,  wo  die 
eiden  Focallinien  dieselbe  Rolle  spielen,  als  die  Brennpunkte. 
is  giebt  aber  fur  diese  Kegel  eine  charakteristische  Eigen- 
rhaft,  welche  uns  snr  Erklärung  dieser  Geraden  gedient 
at  ™),  nnd  welche  bei  den  Kegelschnitten  nicht  stattfinden 
ann,  obgleich  sie  unmittelbar  in  yielen  Eigenschaften  der 
trenn penk te  dieser  Corren  fuhrt;  es  ist  diese:  Jede  Ebene, 
Teiche  senkrecht  anf  einer  Focallinie  steht,  schneidet 
fen  Kegel  in  einem  Kegelschnitt 3  der  den  einen  seiner 
^Brennpunkte  in  dem  Durchschnittspunkt  dieser  Ebene 
itr  der  Focallinie  hat. 

Es  war  natürlich  sh  vermntben,  dass  dieses  Theorem 
nn  analoges  bei  den  Oberflächen  des  sweiten  Grades  haben 
Bisse.    Und  in  der  Thal  findet  man: 

Jeder  excentrische  Kegelschnitt  einer  Oberfläche  des 
vweiten  Grades  hat  die  Eigenschaft ,  dass  die  Normal - 
Kbene  für  irgend  einen  seiner  Punkte  die  Oberfläche  in 
*inem  Kegelschnitt  schneidet,  welcher  einen  seiner  Brenn- 
punkte in  diesem  Punkte  hat. 

Dieses  Theorem  bildet  vollständig  die  Analogie  swischen 
len  excentriseken  Kegelschnitten  einer  Oberfläche  des  zwei- 
en Grades  und  den  Focallinien  eines  Kegels  des  sweiten 
xrades. 

29.  Es  giebt  eine  Hanpteigenschaft  der  Kegelschnitte, 
lie  sich  bei  don  Kegeln  wiederfindet  und  die  wir  noch  nicht 
m  Bezng  anf  die  Oberflächen   des   sweiten  Grades  angeführt 


711)  Mémoire  sur  les  propriétés  générales  des  cônes  du  second 
le§réj  |».  13. 


haben.  Dass  namliëh  „die  Summe  oder  dit  Différas  der 
Rodii  rectores,  welche  reu  einem  Punkt  eines  KcgdtcMtti 
nach  den  beiden  Brennpunkten  gesogen  werden,  eourtuul  im)? 
Wir  haben  lange  Zeit  gesucht,  irgend  etwas  Analoges  Jir 
die  Oberflächen  anfsnfinden;  aber  immer  Tergefcens.  TT* 
wünschen  lebhaft,  dass  dieser  Gegenstand  Intéressa  mn 
besitzen  möge ,  nm  andre  Untersuchungen  herrerxnrufen.  W 
haben  swar  einigen  Grund  su  rermuthea,  dass  sich  das  p» 
suchte  Theorem  nicht  so  explicite,  wie  das  der  Kegelschai% 
wird  ausdrücken  lassen,  aber  nichts  desto  weniger 
wir,  dass  hierbei  irgend  Etwas  su  finden  ist  und 
Gegenstand  das  Interesse  und  die  Bemihmng  der 
anregen  sollte. 


ftta  IsinL 
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80.  Wir  haben  so  eben  die  Besiehungen  betrachtet,'  ti£ 
che  »wischen  einer  Oberfläche  des  «weiten  Grades  und  ihftd 
excentrischen  Oberflächen  stattlinden.  Jetst  wollen  wir  vil 
den  Eigenschaften  sprechen,  welche  swei  oder  drei  Ofctt* 
flächen  gemeinschaftlich  sind ,  wenn  sie  dieselben  excentriscM 
Kegelschnitte  haben. 

„Durch  einen  Pnnkt  kann  man  swei  Kegelschnitte  leg«, 
welche  sn  ihren  gemeinschaftlichen  Brennpunkten  swei  gege- 
bene Punkte  haben;  die  eine  ist  eine  Ellipse,  die  andre  eim 
Hyperbel  ;  sie  schneiden  sich  unter  rechten  Winkeln  und  dk 
Tangenten  dieser  Curren  in  jedem  Durchschnittspunkt  halbe- 
ren den  Winkel  nnd  dessen  Supplement,  welche  durch  d» 
beiden  ron  diesem  Punkt  nach  den  Brennpunkten  der  Curra 
gezogenen  Geraden  gebildet  werden."  ^ 

Ebenso  ira«»  man  durch  irgend  einen  Punkt  im  Hess 
drei  Oberflächen  den  zweiten  Grades  legen ,  welche  SS 
einem  gemeinschaftlichen  excentrischen  Kegelschnitt  einte 
gegebenen  Kegelschnitt  haben;  die  eine  ist  ein  Kliipsoii» 
die  zweite  ein  Hyperboloid  mit  Einem  Fach  und  die  dritte 
ein  Hyperboloid  mit  zwei  Fächern*  Diese  drei  Oberflê* 
çhen  schneiden  sich ,  je  zwei,  unter  rechtem  Winkel;  dfr 
drei  Tangenten  ihrer  Durch  schnittscurven  in  dem  gege- 
benen Punkt  sind  die  Hau  p  Laxen  des  Kegels,  dessen  Schei- 
tel in  diesem  Punkt  liegt  und  der  den  excentrischen  Ke- 
gelschnitt zur  Basis  hat;  und  die  Focallinien  des  Kegel* 
sind  die  beiden  Génératrices  des  Hyperboloids  mit 
Einem  Fach ,  die  sich  in  seinem  Scheitel  durchschneiden* 
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Wir  fBgea  noch  hinia,  dass  die  DuTchschnittscnirea  dte- 
•  Oberflachea  die  Kriimmangscarrea  der  Oberflächen  sind; 
M  sehen  Dapia  and  BineC  bewiesen  haben, 

31.  Aas  diesem  Theorem  lassen  sich  YielfiUtige  Folge- 
igen liehen«  Denn  es  ergiebt  sich  daraus,  dass  die  mei- 
n  Eigenschaften,  welche  sich  aaf  Eine  Oberfläche  nnd  sei« 
i  excentrischen  Kegelschnitt  beliehen,  Gelegenheit  geben  sa 
genschaften,  bezüglich  auf  swei  oder  mehre  Oberflächen,'  die 
cn  gemeinschaftlichen  excenlrischen  Kegelschnitt  haben. 

32.  So  schliesst  man  ans  dem  Theorem  (11): 

Wenn  zwei  Oberflächen  des  zweiten  Gradée  denselben 
centrucken  Kegelschnitt  haben,  und  wenn  man  irgend 
icn  Punkt  im  Raum  zum  gemeinsamen  Scheitel  zweier 
t  diese  Ober/lachen  umgeschriebenen  Kegel  annimmt, 
werden  diese  beiden  Kegel  dieselben  Hauptaxen  und 
fsehen  Focailinien  haben.  Diese  drei  Hauptaxen  wer- 
s  Normalen  fur  drei  Oberflächen  sein,  welche  man 
rch  den  gemeinsamen  Scheitel  der  Kegel  legen  kann 
d  welche  dieselben  excentrischen  Kegelschnitte  haben, 
:  die  beiden  gegebenen  Oberflächen.  Und  die  beiden 
callinien  werden  die  Génératrices  des  Hyperboloids 
t  Einem  Fach  sein,  welche  die  eine  dieser  drei  Ober- 
chen  ist. 

33.  Ans  diesem  Theorem  folgert  man: 

Wenn  zwei  Oberflächen  des  zweiten  Grades  denseU 

s  excentrischen  Kegelschnitt  haben,    so  werden  ihre 

leinbaren  Umrisse,  von  welchem  Punit  im  Raum  man 

auch  betrachten  mag,  sich  unter  rechten  Winkeln  zu 

\neiden  scheinen.™) 

34.  Und  folglich  sind  zwei  solche  Oberflächen  ge- 
ltet, die  beiden  Fächer  zu  bilden ,  welche  der  Ort  für 
r  Mittelpunkte  der  Krümmung  einer  bestimmten  einzi- 
n  Oberfläche  sind. 

35.  Wenn  der  Scheitel  der  Kegel  in  der  Unendlichkeit 
jt,  so  liefert  das  Theorem  (32)  das  folgendet 

Wenn  zwei  Oberflächen  des  zweiten  Grades  densel- 
ben excentrischen  Kegelschnitt  haben ,  und  wenn  man 


71}  Ich  habe  schon  dtetes  Theorem  fflr  swei  Umdrehas(osher- 
hea  in  meinem  Memoire  aber  die  tllfemdnea  Eigenschaften  dieser 
rrflftcheu  und  für  swei  beliebige  Oberflächen,  so  wie  ich  es  hier 
gesprochen  habe,  iu  einem  Memoire  Aber  die  Construction  der 
•malen  verschiedener  mechanischer  Curven  «  welches  der  philoma- 
chea  flodetat  Im  April  1990  Torgeiect  wurde,  bewiesen. 
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sich  zwei  Culinder  denkt,  die  respective  diesen  Oberßa- 
chen  umgeschrieben  und  der**  Seitenlinie*  unter  euwSK 
der  parallel  sind,  so  werden  die  Schnitte  dieser  C*Umjn\ 
durch  eine  Ebene,  die  senkrecht  auf  ihrem  SeitemHnim\ 
steht,  zwei  Kegelschnitte  sein,  welche  dieselben  Brems* 
punkte  haben.  . 

Man  sieht,  dits  die  Eigenschaft  der  Widern  OberM? 
dass  ihre  Hauptschnittt  um  dieselben  Brennpunkte  beatt% 
ben  sind,  eine  besondre  Folge  dieses  Tbeorenu  ist« 

36.  „Wenn  man  Aber  der  Tangente  nnd  der  Nsmdfr 
für  einen  Funkt  eines  Kegelschnitts,  ab  Hanptaxen  fpmm* 
men,  swei  andre  Kegelschnitte  constrnirt,  welche  durch  dit 
Mittelpunkt  des  Torgegebenen  Kegelschnitts  gehen  od  ri» 
spective  Normalen  für  dessen  Hanptaxen  sind,  an  verde*  ■*- 

1)  diese  beiden  Kegelschnitte  dieselben  Brenapnakfte  habest 

2)  werden  ihre  nach  der  gegen  den  wgtgthtntn  Is» 
gelschnitt  normalen  Linie  gerichteten  Axm  njaptstiw  dm 
Axen  dieses  Kegelschnitts  gleich  sein,  gegen  weicht  dit  M* 
den  andern  Kegelschnitts  respectire  normal  sind."  •  f 

Ebenso:  ."' 

Wenn  die  Normale  in  irgend  einem  Punkt 
Oberfläche  des  zweiten  Grades  und  die  beiden  Ti 
der  Krummungscurven  in  diesem  Punkt  ihrer  Riehtwng 
nach  als  die  drei  Hauptaxen  dreier  andern  Oberfläche» 
des  zweiten  Grades  angenommen  werden,  welche  mile  dm 
durch  den  Mittelpunkt  der  gegebenen  gehen  und  in  èn> 
sem  Punkt  respective  gegen  die  drei  Hauptaxen  diso* 
Oberfläche  normal  sind;  so  werden: 

1)  diese    drei   Oberflächen    dieselben    ejrcentrischn 

Kegelschnitte  haben  ; 

2)  werden  die  Durchmesser  dieser  Ober/fachen,  wd- 
che  nach  der  Normale  der  gegebenen  gerichtet  sind,  •*• 
spective  den  drei  Durchmessern  dieser  gegebenen  glekb 
sein,  gegen  welche  diese  drei  Oberflächen  normal  shuL 

37.  Das  Merkmal,   wodurch  man  in  der  Analjsis  an- 
drückt, dass  bei  swei  Oberflächen  ihre  Hau ptschnitte 
selben  Brennpnnkte  beschrieben  sind,  besteht  darin 
Differenz  der  Quadrate  ihrer  Hauptdorchmesser  constant  kl 

Wenn  also  a9,  b*,  c*  die  Quadrate  der  halben  Haspt- 
dnrehmesser  der  erstes  Oberfläche  nnd  ***,  £*,  c*  dit  Qm- 
drate  der  halben  Hanptdnrrhmesser  der  »weiten  sind,  st  hat 
man  a*  —  a'»  =  *s_j*  _<.*_<•*. 

Diese  Relation  zwischen  den  beiden  Oberflächen,  weWt 
genügt,  um  auszudrucken,  dass  sie  dieselben  exceatrisek* 
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egelsehnitte  haben,  laset  sieh  auf  iwei  Arten  verallgemei- 
er»,  und  kann  aus  den  Eigenschaften,  die  sieh  aif  alle 
nnkte  der  beiden  Oberflächen  und  nicke  allein  auf  ihre  Schei- 
1  beliehen,  abgeleitet  werden. 

Wir  drücken  die  eine  dieser  allgemeinen  Eigenschaften 
■rch  folgendes  Theorem  aus: 

Wenn  man  an  zwei  Oberflächen  des  zweiten  Grades, 
fe  denselben  excentrischen  Kegelschnitt  haben  f  zwei 
nier  einander  parallele  Ebenen  legt,  welche  respective 
\iese  beiden  Oberflächen  berühren ,  so  wird  die  Diffe- 
enz  der  Quadrate  ihrer  Entfernungen  van  dem  Mittel- 
mnkt  der  beiden  Oberflächen  constant  sein,  welches 
mch  die  gemeinschaftliche  Richtung  der  beiden  Tan- 
genten-Ebenen  sein  mag« 

38.    Hieraus  folgt: 

Wenn  ein  EUipsoid  nnd  ein  Hyperboloid  dieselben 
jeeentrischen  Kegelschnitte  haben,  so  sind  die  Tangen- 
eu-Ebenen des  Ellipsoids,  welche  parallel  mit  den  Tan* 
Renten- Ebenen  an  den  Asymptotenkegel  des  Hyperbo- 
oids  gelegt  werden ,  alle  in  gleicher  Entfernung  von 
lern  gemeinsamen  Mittelpunkt  beider  Oberflächen. 

80.  Die  iweite  in  Rede  stehende  allgemeine  Eigenschaft 
«trift  iwei  Oberflaehen  derselben  Art,  d.  h.  es  müssen  alle 
«ide  entweder  Ellipsoide  oder  Hyperboloide  mit  Einem  Fach 
der  mit  swei  Fachern  sein.  Um  sie  auszusprechen,  wollen 
rir  correspondirende  Funkte  der  Oberflächen  swei  solche 
'ankto  nennen,  deren  Coordinaten,  in  der  Richtung  jeder 
lauptaxe,  proportional  den  halben  Durchmessern  der  Ober- 
lachen  sind ,  welche  nach  derselben  Axe  gerichtet  sind.  Hier- 
lach  findet  man: 

Wenn  zwei  Oberflächen  des  zweiten  Grades  von  ei- 
tertet Art  denselben  cjccentrisehcn  Kegelschnitt  haben, 
m  ist  die  Differenz  der  Quadrate  zweier  Halbdurch- 
messer dieser  Oberflächen,  welche  in  zwei  correspondis 
renden  Punkten  endigen,  constant. 

40.  Ans  diesem  Theorem  leitet  man  für  die  Oberflächen, 
reiche  dieselben  excentrischen  Kegelschnitte  haben,  eine  an- 
Ire  merkwürdige  Eigenschaft  ab,  welche,  speciell  fur  die 
Ellipsoide  betrachtet,  die  Grundlage  in  dem  schonen  Theorem 
ron  lrory  über  die  Attrartion  dieser  Körper  ist.    Nämlich: 

Wenn  zwei  Oberflächen  des  zweiten  Grades  von  ei- 
nerlei Art  dieselben  c.r  cent  riachen  Kegelschnitte  haben , 
m  ist  die  Distanz  zweier  witlkührlich  auf  diesen  beiden 
Oberflächen  gewählten  Punkte  gleich  der  Distanz  der 
torrespoderenden  Punkte. 


«8 

41.  Wir  wolle*  dîmes  Paragraphes  mil  tirtV 
men  beschliessen,    welche,   gleich  dem  eben  genannten, 
Anwendung  iE  der  Theorie  to«  der  Auiiehnoz;  der 
faden. 

Maelnrin  hat  bewiese«  ï    „Wenn  iwei  Ellipse»  ca 
selben  Brennpunkte  beschrieben  sind,  nnd  Wenn;  man 
einen,  unfeiner  ikrer  Hau  p  laxen  gewählten,  Funkt  swei 
versalen  sieht,  welche  Mit  der  andern  Axe  aoleb* 
det,  des»  ihre  Cosinus  »ich  ■Wer  einander  wie  die  1_ 
der  beiden  Ellipsen,  welche  nach  dieter  »weitem  Axe 
sind,  verhalten,  ao  werden  die  Segmente ,  die  auf  di 
Aen  Transversalen  respeetiTe  dnreh  die  beiden  Ellipsen 
geschnitten  werden,  sieh  nnler  einander  wie  die  Durchni 
welche  nach  der  ersten  Axe  gerichtet  sind,  verhallen.  (' 
Use  of  fluxions,  Art.  648.) 

Dem  analegen  Theorem  fnr  die  Oberlikhen  de«  _ 
Grades  kann  man  eine  ausgedehntere  ud  Tollsländtgere 
spräche  geben,  and  iwar  folgendet 

Wenn  zwei  Oberflächen  de»  zweite»  Grad«*  énm^smsT 
exeeutrischen  Kegelschnitte  Haben,  und  wekm  nimm  anjjtt 
einen  fetten  Punkt  auf  einer  ihrer  Bampt a j-m 
knkrliek  eine  Transversale  durch' die  trete  OeW, 
%ieht\  daran/  «ine  »weite  Trmnevertale ,  die  elmnwnm} 
Bedingurg  bestimmt  wird,  dem  die  Cosinus  der  Wut- 
tel,  welche  die  beiden  Transversalen  mit  jeder  der  mtt- 
den  andern  Hauptaxen  bilden,  sieh  unter  einander  mil 
die  nach  jeder  dieser  Axen  gerichtetem  Durchmesser  «er 
Oberflächen  verhalten,  so  findet  Folgendes  ttatti 

1)  Die  Segmente,  welche  auf  den  beiden  Tranirer- 
salen  respective  durch  die  beiden  Oberflächen  abgvschmM- 
ten  werden ,  verhalten  sieh  unter  einander  wie  die  Imml 
Durehmesser  der  Oberflächen,  welche  nach  der  erstes 
Hauptamt  gerichtet  sind\ 

2)  Die  Sinn»  der  muhet,  welche  die  beiden  Trost- 
vertaten  mit  dieser  ersten  Hanptaxe  bilden,  verholst» 
sich  unter  einander  wie  zwei  Durchmesser  der  beides 
Oberflächen,  welche  durch  die  beiden  Funkte  gehen,  >* 
denen  die  beiden  Transversalen  die  auf  dieser  erstem  Arne 
senkrechte  Diametralebene  treffen\ 

3)  Diese  beiden  Durchmesser  werden  in  dem  beide» 
Oberflächen  einander  correspondirende  sein, 

42.  Dieses  Theorem  kann  dum  dienen,  mit  Leichtigkeit 
■las  Theorem  von  Mnelaurin  su  beweisen,  welches  sieh  ssi 
■lie  Attraction  der  Ellipsoïde  auf  Funkte,  die  in  ihren  flasft- 


cm  lieg»,  beliebt  (Treatise  of  fluxions,  Art.  853).  Die- 
*  Beweis  ist  direct  und  fordert  nickt,  wie  der  des  Maclau- 
if  die  verläufige  Kenntniss  von  der  Anziehung  eines  Revo* 
ions- Ellipsoïde  auf  Punkte  in  der  Revolutionäre. 

43«  Es  lässt  sich  leicht  beweisen:  „Wenn  zwei  Kegel- 
initte  dieselben  Brennpunkte  haben,  und  man  von  einem 
nkt  anf  einer  ihrer  Hauptaxen  swei  Tangenten  sieht,  so 
rhalten  sieb  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  sie  mit  der 
dem  Hauptaxe  bilden,  nnter  einander  wie  die  beiden  nach 
•ser  Axe  gerichteten  Durchmesser  der  Kegelschnitte," 

Ebenso:  Wenn  zwei  Oberflächen  des  zweiten  Grade* 
eselben  excentrischen  Kegelschnitte  hohen ,  und  wenn 
s»  durch  eine  gerade  Linie ,  weiche  in  einer  ihrer  drei 
auptebeuen  liegt,  zwei  Tangenten -Ebenen  legt,  so 
rhalten  sich  die  Cosinus  der  Winkel  >  welche  dieselben 
>t  der  auf  dieser  Hauptebene  senkrechten  Hauptaxe  bil- 
»,  wie  die  Durchmesser  der  Oberflächen  9  die  nach  die- 
r  Axe  gerichtet  sind. 

44.  Dieses  Theorem  butte  aus  der  Analjsis,  welche 
gendre  in  seinem  Memoire  über  die  Attraction  der  ElJip- 
ideM)  angewandt  hat,  gefolgert  werden  können,  wenn  die- 
:  berühmte  Geometer  die  geometrische  Bedeutung  der  ana- 
j sehen  Formeln  aufgesucht  hätte,  durch  weiche  er  durch- 
ben  musste,  nm  zur  direkten  Auflösung  dieser  schwierigen 
ifgabe  su  gelangen.  Aber  wir  glauben  sagen  sn  können, 
ss  diese  Uebersetsung  der  Formeln  von  Legendre  in  die 
wohnliche  Sprache  su  vielen  andern  interessanten  Resul- 
len  geführt  hatte.  So  wurde  man  gesehen  haben,  dass  die 
»mischen  Oberflächen,  deren  er  sich  bedient,  otn  den  Weg 
iaer  Integrale  darzustellen,  alle  zu  ihren  gemeinschaftlichen 
anptaxen  die  einer  konischen  Oberfläche  haben,  welche  dem 
(Siebenden  Ellipsoid  umgeschrieben  ist;  und  dass  die  eine 
•ser  Axen  genau  die  Gerade  ist,  welche  eine  Eigenschaft 
m  maximum  besitzt  und  welche  bei  diesem  Gegenstand  eine 
iebtige  Rolle  spielt.  Diese  Eigenschaft  des  maximum  wird 
m  Legendre  analytisch  durch  eine  Gleichung  des  dritten 
rades  ausgedrückt;  in  der  Geometrie  bedeutet  sie:  Wenn 
an  um  den  angezogenen  Punit  eine  Transversale  dre- 
m  lässt  und  man  nimmt  die  Differenz  der  inversen 
Verthe  der  Entfernungen  dieses  Punkts  von  den  beiden 
Ruhten ,  in  denen  die  Transversale  die  Ober/fache  des 
Jlipsoids  trifft  $  so  wird  diese  Differenz  ein  maxi* 
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■*■  *s*e,  wenn  âm  Richtung  der  Tm»';,v. 
im,   aie  die   der  einen  *o*  dem  drei  Hemm 
Kegeh  t    welcher   dem  EiHpmid   umge*ckritben 
denen  Scheitel  der  angezogen*  Punkt 
dit,   dass,   wenn  dis  Différai,  stall  eis 

constant  sein  soll,  dus  dun  die  Transversale 

des  swe.iten  Grades  beschreibt.  Das  sind  die  Kegel,  mm 
sich  Legendre  bedient  hat.  Ihn  gemeinschaftliche  Èigesjrnn 
ist  die,  dass  sie  alle  dnreh  die  Gurren  doppelter  Krüsusni 
Tom  vierten  Grade  gehen,  welche  die  Darchschaitte  eines  f> 
wissen  Hyperboloids  mit  swei  Fâchera  nnJ  einer  Reih«  i» 
concentrischen  Kugeln  sind. 

46.  Wir  wollen  noch  bemerklicfc  stachen,  da«  4h 
Theoreme,  welche  wir  hisher  aufgestellt  halten,  mijsj 
u-rössten  Allgemeinheit  sind,  ait  Annahm«  dw* 
leni  i.  h.  dass  in  diesen  Theoremen  die  Paukte 
die  Geraden,  welche  man  in  Besag  auf  di 
sweiten  Grades  an  betrachten  hatte,  durch 
Lagen  im  Ranm  hatten.  In  den  beiden  letalem 
der  Punkt,  dnreh  den  man  die  TranSTmalen  zieht  ,%ei)>- 
wendig  anf  der   einen  Ha  up  taxe   der  Oberflächen  gci 

and  die  Gerade,  durch  welche  man  die  Tangenten -Eb 

diese  Oberflächen  legt,  liegt  in  der  einen  ihrer  Haaptehemn. 
Es  wäre  interessant,  die  allgemeinen  Theoreme  an  kenmn, 
die  sich  auf  gans  will küh Wiche  Lagen  dieses  Punkts  mt 
dieser  Geraden  im  Raum  beziehen;  von  welchen  allgenwimi 
Theoremen  sieh  dann  die  angeführten  (41  und  43)  am  b> 
sendre  Fälle  ableiten  wurden. 

Wir  bezeichnen  diesen  Gegenstand  an  Tinte rsachnatei 
im  Interesse  der  Geometrie  nnd  weil  wir  (Lwaen ,  dos«  es  sii 
Mittel  sein  dürfte,  direct  dnreh  die  Geometrie  und  ohne  Hälfe 
des  Theorems  ron  Ivorj  die  Attraction  der  Ellipsoïde  asf 
irgend  welche  ausserhalb  liegende  Punkte  sa  finden,  sa  sis 
wir  angeführt  haben,  dass  das  Theorem  (41)  die  Altracuea 
auf  Punkte  giebt,  welche  auf  den.  Hanplaxea  liegen. 


$.  3.     System  von  Oberfläche*  de^xmeüe*  Gradée ,  wtlm* 
dieselben  ercentritchen  Megehchmltte  haben. 

46.  „Man  kau  in  einer  Ebene  »endlich  viele  Kegel« 
schnitte  beschreiben,  welche  au  ihren  gemeinschaftliche!!  Brest- 
punkten  swei  gegebene  Punkte  haben;  sie  bilden  swei  Reihen 
von  Ellipsen  und  Hjperhelnt  jede  Ellipse  schneidet  in  vier 
Punkten  nnd  unter  rechtem  Winkel  jede  net  ttrperbehn. 
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Ebenso  hum  man  unendlich  viele  Oberflächen  des 
weitem  Grades  bilden  ,  welche  Me  zu  ihrem  gemeimschaft- 
then  excentrischen  Kegelschnitt  einen  gegebenen  Ke- 
üsehnitt  hohen  %  alle  diese  Ober/lachen  theilem  eich  im 
•ei  Gruppen  t  in  der  ersten  sind  Ellipseide ,  im  der  zwei* 
m  Hyperboloide  mit  Einem  Fach  und  in  der  dritten  £fy- 
rrboioide  mit  zwei  Fächern  % 

Irgend  welche  zwei  Oberflächen,  welche  zu  zwei 
Tschiedenen  Gruppen  gehören,  schneiden  sich  unter 
chtem  Winkel  und  ihre  Durchschnitislinie  ist  eine 
rümmuugscurve  jeder  der  beiden  Oberflächen; 

Irgend  welche  drei  Ober/lachen,  welche  respective 
n  drei  Gruppen  angehören,  schneiden  sich  im  acht 
snkten; 

In  jedem  dieser  Punkte  sind  die  Normalem  der  über- 
teuern die  Hauptaxen  eines  Kegels,  dessem  Scheitel  in 
eeem  Punkt  liegt  und  der  durch  den  einen  der  exccn- 
techen  Kegelschnitte  geht,  welche  den  drei  Oberflächen 
meinschaftlich  sind; 

Und  die  beiden  Génératrices  des  Hyperboloids  mit 
wem  Fach  im  diesem  Punkt  sind  die  beidem  FocaUimien 
Tees  Kegels. 

47.  „Mehre  Kegelschnitte,  welche  um  dieselben  Brenn- 
nkte  beschrieben  sind,  besitsea  alle  Eigenschaften  eines 
Wiens  Ton  Kegelschnitten,  die  in  ein  and  dasselbe  Viereck 
(geschrieben  sind:  die  Seilen  des  Vierecks  sind  imaginär, 
er  swei  seiner  gegenüberliegenden  Scheitel  sind  reell,  daa 
id  die  beiden  Brennpunkte;  die  Verbindungslinie  dieser  bei- 
■  Punkte  kann  als  einer  tou  den  ins  Viereck  eiugesekrie- 
■en  Kegelschnitte  betrachtet  werden." 

Diese  Haupteigenschaft  der  nm  dieselben  Brennpunkte 
srhriebenen  Kegelschnitte,  tou  der  schon  Poncelet  Gebrauch 
«acht  hat,  kann  die  Quelle  einer  grossen  Menge  Ton  Ei- 
nschalten dieser  Cnrven  sein;  und  aus  diesen  Eigenschaften 
innen  sich  als  besondre  Fälle  die  der  Brennpunkte  in  fcle- 
g  auf  jeden  Kegelschnitt  ableiten.  j 

Ebenso  können  mehre  Oberflächen,  welche  dieselben 
reentrischem  Kegelschnitte  haben,  betrachtet  werden, 
8  wären  sie  alle  in  eine  und  dieselbe  devdoppable  Ober- 
Idttf  eingeschrieben.  Diese  Oberfläche  ist  imaginär 
tddes  ungeachtet  sind  zwei  ihrer  lignes  de  striction 
wtii  dieses  sind  zwei  den  Oberflächen  gemeinschaftliche 
Tcentrische  Kegelschnitte;  die  beiden  andern  ligne* 
f  striction  simd  imaginär:  die  eine  ist  der  drèttm  ex- 
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centrische  Kegelschnitt  der  Oberfläche*  (welc&er  es  tV, 
Ebene  der  kleinen  und  der  mittlem  Hauptaare  tttgt)  umt 

die  andre  ist  in  der  Unendlichkeit.  *- 

Wir  fugen  noch  hiniu  9  das«  die  beiden  reellen  lignée 
de  striction  ah  Oberflächen  betrachtet  werden  Mfencs, 
deren  eine  Axe  Null  ist  und  welche  zu^der  Reihe  uV 
gegebenen  Ober/lachen  gehören*  ~  '^ 

48.    Also  :  ; 

Ober/lachen  des  zweiten  Gradée,  welche  diesdhm 
esccentrisçheu  Kegelschnitte  haben  ,  und  diese  beiden  Ost* 
ven,  als' unendlich  abgeplattete  Oberflächen  litiasrntH, 
besitzen  alle  Eigenschaften  eines  Systems  von  Obéifè 
chen  des  zweiten  Grades ,  die  in  Eine  developpable  Oosr- 
fläche  eingeschrieben  sind. 

Aus  der  ganien  Theorie  der  Oberflächen,  die  U  dh> 
selben  Brennpunkte  beschrieben  sind ,  scheint  mir  dieses  ThsW 
rem  das  frachtbarste  nnd  einflvssreiehste  sa  sein.  Man  Isnm 
daraus  leicht  eine  grosse  Aniahl  toh  Eigenschaften  ' — ' 
Oberflächen  ab« 


49.  Bin  solches  System  ron  Oberflachen  haï  sieb 
bei  terschiedenen  Aufgaben  dargeboten,  und  namentlich,  wsj  . 
bemerkenswert!!  genug  ist,  bei  Fragen  der  Physik  und  dir 
Mechanik;  und  man  ist  auf  diese  Weise  snr  Entdeckung  ei- 
niger ihrer  Eigenschaften  geführt  worden.  Aber  diese  Eigen- 
schaften, noch  gering  an  Zahl,  sind  isolirt  geblieben,  shni 
dass  man  yersncht  hat,  sie  an  irgend  eine  Theorie,  die  sich 
auf  die  Oberflächen  des  sweiten  Grades  im  Allgemeinen  et» 
zieht,  oder  an  irgend  einen  Fnndamentalsats ,  wie  den  ebsj 
angeführten ,  anzuknüpfen« 

50.  Die  folgenden  Theoreme  sind  Folgerungen  ans  die- 
sem Satz« 

Wenn  man  durch  mehre  Oberflächen  des  xwe&m 
Grades ,  mit  denselben  cjccentrischen  Kegelschnitten ,  fr- 
gend  eine  Transversale  legt,  welche  die  Oberflächen  in  Ke- 
gelschnitten durchschneidet,  und  wenn  man  diese  Cur*** 
als  ßerührungscurven  eben  so  vieler  Kegel  annimmt  %  He 
den  Oberflächen  respective  umgeschrieben  sind,  ee  wer* 
den  die  Scheitel  aller  dieser  Kegel  in  einer  geraden  IMkt 
liegen ,  die  senkrecht  auf  der  Transversal -Ebene  steht* 

Oder  mit  andern  Worten  nnd  allgemeiner: 

Die  Pole  der  Transversal- Ebene,  in  Bezug  erf 
die  Oberflächen  genommen ,  werden  auf  einer  einzige* 
Geraden  liegen  ,  die  senkrecht  auf  dieser .  Ebene  steht. 


Da  fie  beiden  excentrtschen  Kegelschnitte  der  0 
reitst  als  xwei  unendlich  abgeplattete  Oberflächen 
werden  können,   so   schliesst  man  daraus  auf  fol- 
«ondre  Eigenschaften  dieser  beiden  Curven: 

im  man  durch  die  beiden  earcentriscken  Kegel, 
einer  Oberfläche  des  zweiten  Gradée  irgend  eine 
rsal- Ebene  legt*  und  wenr.  man  den  Pol  der 
shuittslinie  dieser  Ebene  mit  der  jedes  dieser  Ke- 
in* in  Bezug  auf  diese  Curve  nimmt,  So  wird  die 
,    welche  diese  beiden   Pole  verbindet,   senkrecht 

•  Transversal' Ebene  stehen* 

nn  diese  Transversal  -  Ebene  Tangente  fur  einen  Pnnkt 
rfläche  des  îweiten  Grades  ist,  so  wird  diese  Gerade 
t  für  die  Oberfläche  in  diesem  Paukt« 

Wenn  man  durch  irgend  eine  Gerade  im  Raum 

re  Oberflächen  des  zweiten  Grades ,  welche  die- 

excentrischen   Kegelschnitte   haben,   Tangenten- 

legt,  so  werden  die  Normalen  dieser  Oberflächen, 

durch  ihre  Berührungspunkte    mit  den  Ebenen 

t  werden,  ein  hyperbolisches  Paraboloid  bilden. 

Wenn  die  Gerade,  durch  welche  die  Tangenten  - 
gelegt  sind,  fur  eine  der  Oberflächen  eine  Normale 
wird  das  Paraboloid  ein  Kegelschnitt,  und  die  Beruh- 
inkte  der  Tangenten  -  Ebenen  mit  den  Oberflächen  lie- 
'  einer  ebenen  Curve  des  vierten  Grades, 
d  wenn  die  Gerade  auf  irgend  eine  Weise  in  einer 
nptebenen  der  Oberflächen  liegt,  so  werden  die  Beruh- 
inkte  der  Tangenten -Ebenen  auf  einer  Kreisperipherie 

•  Wenn  mehre  Oberflächen  dieselben  excentrischen 
chnittc  haben  und  wenn  irgend  ein  Punkt  im  Raum 
r  gemeinschaftliche  Scheitel  eben  so  vieler  die- 
herflächen  umgechriebenen  Kegel  betrachtet  wird, 
ien  die  Ebenen  der  Beruhrungscurven  eine  deve- 
le  Oberfläche  ein,  welche  die  Eigenschaft  besitzt, 
tde  ihrer  Tangenten- Ebenen  sie  in  einem  Kegel- 

scheidet.  Die  drei  Hauptebenen  der  Ober/lachen 
fe  drei  Hauptebenen  der  Kegel,  welche  ihnen  um- 
ieben  sind  (32),  werden  Tangenten  -  Ebenen  dieser 
opabcln  sein. 

iese  Oberfläche  ist  vom  vierten  Grad  und  ihre 
ehrcurve  (arête  de  rebroussement)  ist  die 
doppelter  Krümmung  vom  dritten  Grade. 

u  der  Gmm.  fcft 
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55.  Wenn  mehre  Oberflächen  dieselben  emoM- 
gchen  Kegelschnitte  haben  und  wenn  man  ms  iräsa 
einem  Punkte  im  Raum  Normalen  auf  diese  Ober/Um^ 
fällt,  so  werden:  ^ 

1)  diese  Normalen  einen  Kegel  des  zweitem  Grein 


2)  werden  die  Tangenten -Ebenen  der  OberftÊsbts\ 
welche  durch  die  Fusspunkte  der  Normeden  gelegt 
den,  eine  developpable  des  vierten  Grades  bilden. 

56.  Wenn  mehre  Oberflächen  dieselben  e 
Kegelschnitte  haben  und  wenn  man  von  einem 
der    in  der  einen  ihrer  Hauptebenen    angenommen  ty 
Normalen  auf  diese  Oberflächen  fällt,  so  Werdens 

1)  alle  diese  Normalen  in  zwei  Ebenen  liegen, 
denen  die  eine  diese  Hauptebene  und  die  andre 
darauf  sein  wird  ; 

2)  werden  die  Fusspunkte  der  Normalen  in  der 
ebene  auf  einer  Curve  des  dritten  Grades  liegen, 
die  ist ,  die  Quetelet  focale  à  noeud  genannt  hei 

3)  liegen  die  Fusspunkte  der  Normalen,  welche  M 
der  zweiten  Ebene  enthalten  sind,  auf  der  Peripimb 
eines  Kreises,  dessen  Durchmesser  das  PerpendiM  Ä» 
welches  von  dem  angenommenen  festen  Punkt  in  ê* 
einen  Hauptebene  auf  die  Polare  dieses  Punkts ,  in  Bh 
zug  auf  den  in  derselben  Ebene  liegenden  ejcccntriscbss 
Kegelschnitt  genommen,  gefällt  wird; 

4)  hüllen  die  Tangenten  -  Ebenen  der  Obcrflächs* 
welche  durch  die  Fusspunkte  der  ersten  Normalen  gelssf 
werden,  einen  parabolischen  Cylinder  ein,  und  ihre  Tes» 
genten- Ebenen,  welche  durch  die  Fusspunkte  der  es> 
dem  Normalen  gelegt  werden,  gehen  alle  durch  eine  usé 
dieselbe  gerade  Linie,  die  in  der  Hauptebene  liegt» 

Wenn  man  sich  durch  den  festen  Punkt  einen  coiert- 
t  ri  seh  en  Kegelschnitt  denkt,  der  ähnlich  ist  und  ähnlich  S0 
mit  dem  excentrischen  Kegelschnitt,  so  wird  die  Ebene,  il 
welcher  die  zweiten  Normalen  liegen,  normal  gegen  dient 
Kegelschnitt  sein. 

57.  Wenn  mehre  Oberflächen  dieselben  ejtcswtrh 
sehen  Kegelschnitte  haben   und  wenn  man  fur  sie 


81)   Quetelet   hat   diese  Cnrve    als  den  geometrischen  Ort  4* 
Schnitte  gefunden,    welche  an  eiuem  geraden  Kegel  durch 
gebildet  werden,   die  durch  eine  und  dieselbe  Tangente   des 
und  senkrecht  auf  eine  seiner  Seitenlinien  gelegt  werden. 


mander  parallele  Normalem  zieht,  §o  werde*  die  Fuss- 
onkte  dieser  Normalen  auf  einer  gleichseitigem  Hjjper- 
tl  Hegern,  deren  eine  Asymptote  parallel  mit  dem  Nor- 
mten §eim  wird. 

58.  Wenn  man  durch  mehre  Oberflächen,  weiche 
kselbeu  excentrischen  Kegelschnitte  haben,  irgend  eine 
raasversal- Ebene  legt,  und  wenn  man  alle  Normalem 
fr  Oberflächen  aufweht,  die  im  dicter  Eherne  liegen ,  $o 
er  demi 

\\  diese  Normalem  einen  Kegelschnitt  einhüllen; 

2)  werden  die  Tangenten -Ebenen  der  Oberflachem, 
eiche  durch  die  Fusspunkte  der  Normalem  gelegt  Bind) 
'le  durch  eine  und  dieselbe  gerade  Linie  gehen; 

3)  werden  die  Fusspunkte  der  Normalen  auf  dem 
\erflachen  eine  Curve  des  dritten  Grades  bilden,  welche 
t  focale  à  moeud  seim  wird» 

60.  Man  weiss,  dass  der  Scheitel  eines  rechten  Win- 
b ,  dessen  beide  Schenkel  sich  anf  Kegelschnitte  aufwickeln, 
lebe  nm  dieselben  Brennpnnkte  beschrieben  sind,  eine  Kreis- 
rqpkerie  beschreibt;  ebenso: 

Wenn  drei  unter  einander  rechtwinklige  Ebenem  ré- 
active für  drei  Ober/lachen  des  zweiten  Grades,  wel- 
a  dieselben  excentrischen  Kegelschnitte  haben,  Ton- 
nten sind,  so  wird  der  Durchschnittspunkt  dieser  drei 
fernem  auf  einer  Kugel  liegen. 

Diese  Eigenschaft  dreier  Oberflächen,  deren  Haoptschnitte 
i  dieselben  Brennpunkte  beschrieben  sind,   ist  schon  ana- 
jseh  Ton  Bobillier  bewiesen.    (Annales  des  mathématiques, 
XIX,  p.  329.) 

60.  Die  in  dieser  Note  angeführten  Theoreme  sind  die 
ehügsten  ron  denen ,  sn  welchen  wir  in  der  Theorie  der 
reemtrichen  Kegehchmitte  der  Oberflächen  s  weiten  Grades 
kennen  sind.  Es  wurde  nns  jetst  noch  übrig  sein,  sn 
igen,  dass  diese  neue  Theorie  ein  nützliches  Element  in 
r  rationellen  Geometrie  werden  mnss;  da  aber  diese  Note 
ban  sn  lang  geworden  ist,  so  begnügen  wir  nns  hier,  ron 
m  Fragen ,  bei  denen  man  ron  dieser  Theorie  zweckmässig 
taanch  machen  kann,  folgende  drei  anzufahren,  durch  die 
in  ohne  Mühe  in  einer  Menge  yerschiedener  Sätze  gelaa- 
m  kann: 

1)  Die  Verkeilung  im  Raum  der  Hanptaxen  und  der 
Mallinien  aller  Kegel,  welche  man  durch  einen  und  den- 
Uta  Kegelschnitt  gehen  lassen  oder  einer  und  derselben 
beriiehe  des  «weiten  Grades  nmbeschreiben  kann« 


2)  Die  Yertheilung  im  Raun  der  HuptaxM 
lipsoide,  die  ihre  Mittelpunkte  in  verschiedenen 
Raums  haben,    und  deren  drei  conjugirte  Don 
drei  festen  Funkten  ausgehen;  •* 

3)  Endlich  die  Yertheilang  im  Raum  aller  m      w 
Rotationsaxen  eines  festen  Körpers;  und  die  Werthe  dar 
mente  der  Trägheit  des  Körpers  in  Besug  auf  diese 


Note  XXXII. 

(Fünfte  Epoche,  $.  30.)  \ 

Theoreme   für    die  Oberflächen   de*  zwtiii 
Grades,    welche    den    Theoremen    vo[n  Pmst 
und  Brianchon  für  die  Kegelschnitte  nm 

sind*  i 


1.  Es  sei  ein  Sechseck  einem  Kegelschnitt 
ben.  Seine  drei  Seiten  yon  ungerader  Ordnung,  bis  sn  Ann) 
Zusammentreffen  verlängert,  bilden  ein  Dreieck,  und  die  M 
Seiten  von  gerader  Ordnung  sind  drei  Sehnen  des  Knut 
Schnitts,  welche  respective  in  den  drei  Winkeln  dieses  M» 
ecks  liegen.  Das  Theorem  von  Pascal  druckt  aas,  M 
diese  drei  Chorden  respective  die  gegenüber  liegende»  5$ 
ten  des  Dreiecks  in  drei  Punkten  treffen ,  welche  m  gr 
rader  Linie  liegen*  I 

Man  kann  also,  um  das  Theorem  des  Pascal  isu*>i 
drucken,  für  die  Betrachtung  des  Sechsecks  die  eines  ItauV 
ecks  Substituten,  welches  in  der  Ebene  ciues  Kcgeltffcisw 
verzeichnet  ist. 

Indem  wir.  das  Theorem  von  diesem  Gesichtspunkt  Stf 
betrachten ,  wollen  wir  es  auf  die  Oberflächen  des  zvcfc* 
Grades  übertragen,  wo  sein  analoges  eine  Eigenschaft  été 
Tetraeders  sein  wird,  dessen  Kanten  einer  Oberflachs  # 
zweiten  Grades  begegnen« 

2.  Dieses  Theorem  ist  folgendes: 

Wenn  die  sechs  Kanten  eines  irgend  wie  im  Senn 
gelegenen  Tetraeders  eine  Ober/lache  des  zweiten  fiisuht 
in  zwölf  Punkten  treffen,  so  liegen  diese  zwölf 
zu  je  drei  in  vier  Ebenen,  von  denen  jede  drei 
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mtkàlt,  die  solchen  drei  Kärnten  angehören  9  welch*  von 
imserèei  Ecke  des  Tetraeder*  ausgehen; 

Diese  vier  Ebenen  treffen  respective  die  diesen  Ecken 
fegenmberliegenden  Seitenflächen  in  vier  Geraden,  welche 
Kr  vier  Génératrices  einer  und  derselben  Erzeugungsart 
Ume*  Hyperboloids  mit  Einem  Fache  sind. 

Man  kann  mehre  Systeme  von  yLt  Ebenen  bilden,  wel- 
Ée  sn  je  drei  die  zwölf  Durchschnittspunkte  der  Kanten  des 
fetraëderv  nnd  der  Oberfläche  enthalten;  das  Theorem  wird 
fe  jedes  dieser  Systeme  stattfinden.  Wenn  z.  B.  die  vier 
feken  des  Tetraeders  innerhalb  der  Oberfläche  liegen,  so 
mmn  man  die  vier  in  Rede  stehenden  Ebenen  dergestalt  an- 
ehmen,  dass  jede  von  ihnen  solche  drei  Punkte  enthält,  in 
-«Ichen  die  Ton  jeder  Ecke  respective  ausgehenden  Kanten 
îlbst  nnd  nicht  die  Verlängerungen  dieser  Kanten  die  Ober- 
Ich«  treffen. 

Diese  Eigenschaß  des  Tetraeders,  in  Bezug  auf  eine 
Verflache  des  zweiten  Grades  betrachtet,  entspricht,  wie  man 
idbt,  der  durch  das  Theorem  von  Pascal  ausgedruckten  Ei- 
mschaft  des  Dreiecks,  welches  in  der  Ebene  eines  Kegel- 
dwitts  liegt.  Unter  diesem  Gesichtspunkt  stellen  wir  das 
feige Theorem  als  das  dem  Pascal'schcn  analoge  im  Rannu*  dar. 

Wenn  die  sechs  Kanten  des  Tretacders  Tangenten  für 
\m  Oberfläche  des  zweiten  Grades  sind,  so  giebt  es  nur  Ein 
j^slem  Ton  vier  Ebenen,  welche  zu  je  drei  die  sechs  Bc- 
Ifcnngspunkte  enthalten,   und  das  Theorem  wird  folgendes: 

3.  Wenn  die  sechs  Kanten  eines  Tetraeders  Tan- 
tßssien  für  eine  Ober/lache  des  zweiten  Grades  sind ,  so 
*ifft  die  Ebene  dreier  Berührungspunkte  solcher  Han- 
ns 3  die  von  Einer  Ecke  ausgehen,  die  dieser  Ecke  ge- 
genüberliegende Seitenfläche  des  Tetraeders  in  einer  ge- 
mdtn  Linie;  und  die  auf  diese  Weise  bestimmten  vier 
\eraden  gehören  einem  Hyperboloid  mit  Einem  Fache 

4.  Wenn  das  yorjrelegte  Tetraeder  in  die  Oberfläche  des 
Veiten  Grades  eingeschrieben  ist,  so  kann  man  jode  seiner 
feken  als  ausserhalb  der  Oberfläche,  aber  unendlich  nahe 
i  ihr  liegend  betrachten;  die  drei  Punkte,  in  denen  die  ron 
■■er  Ecke  auslaufenden  Kanten  in  die  Oberfläche  eintreten, 
erden  ihre  Tangenten -Ebene  bestimmen,  und  man  schlicsst 
Irans  anf  folgendes  Theorem: 


'.'  81)  Ich  habe  dieses  Theorem  aun  einem  atlgenetaern  und  ron 
im  «feigen  verschiedenen  Theorem  abgeleitet,  in  den  Annales  des 
nêkématèques,  XIX,  p.  79. 


Wenn  ein  Tetraeder  einer  Ober/làche  éee  surins 
Gradée  eingeschrieben  ist,  so  schneiden  die  Tangenten» 
Ebenen,  welche  durch  die  Eckpunkte  gelegt  sied,  wo- 
epective  die  Ebenen  der  gegenüberliegenden  Seitenflächen 
in  vier  Geraden,  welche  Génératrices  eines  und  drucftfl^ 
Hyperboloids  sind.  •*)  \ j 

5.    Das  Theorem  von  Brianclion  bestellt  darin,  ismin 
jedem  Sechseck,   das   einem  Kegelschnitt  umgtsekràèm 
ist y  die  drei  Diagonalen ,   welche  je  zwei  gtgtnmbmÜEk. 
gende  Scheitelpunkte  verbinden,  in  Einem  Punkt 
menkommen.      Betrachten   wir    die  Scheitel  tom   n»L 
Ordnung,    so    bestimmen    sie    ein  Dreieck   von  ?ollk 
willkiihrlicher  Lage   in   Bezog  anf  den  Kegelschnitt. 
Scheitel  von  gerader  Ordnung  im  Sechseck  ist   der  Dsrcfc» 
schnittspunkt   zweier  Tangenten,  die  Ton   iwei  Scheitels 
Dreiecks   ausgehen;  nnd  verbindet  man  diesen  Pmjit 
eine  Gerade  mit  dem   dritten  Scheitel  des   Dreiecks,  ss 
man  auch  drei  Gerade,  welche  in  Einem  Fonkt  snsaw 
kommen.    Dieser  Satz,  welcher,  nur  auf  andre  Weite  06 
gesprochen,    das  Theorem  des  Brianchon  ist,    ist  eine  WÜ 
geii8chaft  irgend  eines  Dreieck«  in  der  Ebene  eines  Kejk? 
Schnitts,  * 

0.    Eben  so  hat  man  im  Räume  das  folgende  Thcorea: 

Wenn  man  durch  die  Kanten  eines  Tetraeders  y  ud* 
ches  irgendwie  im  Räume  liegt,  zwölf  Tangenten -Ufa 
neu  an  eine  Ober/lache  des  zweiten  Grades  legty  so  sckmtL 
den  sich  diese  zwölf  Ebenen  zu  je  drei  in  vier  Punkte^ 
von  denen  jeder  der  Durchschnitt  dreier  Ebenen  hfp 
welche  durch  solche  Kanten  gelegt  sind,  die  in  Eine 
Seiten/lache  des  Tetraeders  liegen  \ 

die  Geraden,   welche  diese  vier  Punkte  mit   den  r*i 
spective    diesen    Seitenflächen    gegenüberliegenden  fi«J- 
punkten  verbinden ,  sind  vier  Génératrices  einer  und  eVr*  ; 
selben  Erzeugungsart  eines  Hyperboloids  mit  Einem  Fad* 

Dieses  ist  das  Theorem,  welches  als  das  analoge  hl 
Räume  von  dem  des  Brianchon  betrachtet  werden  kann. 

Man  kann  auf  verschiedene  Arten  das  System  von  viel 
Punkten  bilden,  welche  die  Durchschnittspunkte  je  dreier  M 
zwölf  Tangenten  -  Ebenen  der  Oberfläche  zweiten  Grades  sunV 


03)  Stelner  und  Bobillfer  (Annales  des  mathématiques,  T.  XVA 
p.  386)  und   hernach  wir  (ihid.  T.  XIX,  p.  67)  haben  schon 
Theorem  auf  verschiedene  Arten  bewiesen. 
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7.  Wenn  die  Kanten  eines  Tetraeders  Tangenten  der 
«rflftehe  sind,  dann  giebt  es  nor  ein  einziges  System  tob 
»  Punkten,  nnd  das  Theorem  drückt  sieh  dann  so  ans: 

Wenn  die  sechs  Kanten  eines  Tetraeders  Tangenten 
tr  eine  Oberflache  des  zweiten  Grades  sind,  so  schnei- 
n  sich  die  Tangenten  -  Ebenen  der  Oberfläche,  welche 
vrch  die  in  Einer  Seiten/lache  des  Tetraeders  enthalte- 
n  Kanten  gelegt  werden,  in  Einem  Punkte  wenn  man 
fsen  Punkt  durch  eine  Gerade  mit  dem  dieser  Seiten- 
idbe  gegenüberliegenden  Eckpunkt  verbindet,  so  wird 
m  auf  diese  Weise  vier  Gerade  erhalten,  welche  Gé- 
nitrices derselben  Erzeugungsart  eines  Hyperboloide 
f  Eimern  fache  sind* 

&  Wenn  das  gegebene  Tetraeder  der  Oberfläche  nmge« 
trieben  ist,  so  giebt  das  allgemeine  Theorem,  als  Corollar, 
i  folgende: 

Wenn  ein  Tetraeder  einer  Oberfläche  des  zweiten 
wsdes  umgeschrieben  ist,  so  sind  die  Geraden,  welche 
r  Ecken  desselben  respective  mit  den  Berührungspunk- 
i  %der  gegenüberliegenden  Seiten  verbinden,  vier  Ge- 
ratrices einer  und  derselben  Erzeugungsart  eines  Hy- 
rboloids  mit  Einem  Fach, 

0.  Das  Znsammenstellen  eines  Tetraeders  nnd  einer 
«rfläche  des  sweiten  Grades,  die  auf  irgend  eine  Weise 
Baume  liegen,  bietet  noch  mehre  andre  Eigenschaften  dar, 
Icke  von  den,  durch  die  beiden  allgemeinen  Theoreme  2 
d  6,  ausgedruckten  verschieden  sind  und  welche,  so  wie 
me,  Sätien  der  ebenen  Geometrie  entsprechen.  Wir  fähren 
gendes  doppelte  Theorem  an,  welches  wir  in  den  Annales 
r  Gergonne  (T.  XIX,  p.  76)  bewiesen  haben  und  welches 
s.  in  seinen  Folgen  fruchtbarer  i.u  sei]}  scheint,  als  die 
Uea  Theoreme  2  nnd  6. 

Es  sei  im  Raum  ein  Tetraeder  und  eine  Oberfläche 
n  zweiten  Grades  gegeben,  dann  werden: 

1)  die  Geraden,  welche  die  Ecken  des  Tetraeders 
ipective  mit  den  Polen  der  gegenüberliegenden  Seiten- 
höhen verbinden,  in  Bezug  auf  die  Oberflächen  ge- 
mmen,  vier  Génératrices  einer  und  derselben  Erzeu- 
mgsart  eines  Hyperboloids  ; 

2)  sind  die  Durchschnittslinien  der  Seitenflächen  des 
ttrmëders  respective  mit  den  Polarcbenen  der  gegenüber - 
tgenden  Eckpunkte,  vier  Génératrices  einer  und  der- 
Iben  Erzeugungsart  eines  zweiten  Hyperboloids. 


10.  Folgende  allgemeine  Eigenschaft  des  Tetraeders  kau 
auch  als  an  derselben  Theorie,  wio  die  vorhergehenden,  gt- 
hörig  betrachtet  werden» 

Es  sei  im  Baum  ein  Tetraeder  und  eine  Obtrfiklt 
des  zweiten  Grades  gegeben* 

1)  Die  Polarebene  jedes  Eckpunktes  des  Tetruinm, 
in  Bezug  auf  die  Oberfläche,  trifft  die  drei  an 
Ecke  liegenden  Kanten  in  drei  Punkten.  .Auf  Hss* 
Weise  erhält  man  auf  den  Kanten  des  Tetraeders 
funkte ,  und  diese  zwölf  Punkte  liegen  auf  Einer  Ok* 

fläche  des  zweiten  Grades. 

2)  Wenn  man  durch  den  Pol  jeder  Seitenfläche  im 
Tetraeders,  in  Bezug  auf  die  Oberfläche  genommen ,  dM 
Ebenen  legt,  welche  respective  durch  die  drei  in 
Seitenfläche  enthaltenen  Kanten  gehen ,  so  wird 
zwölf  Ebenen  erhalten,  und  diese  zwölf  Ebenem 
Eine  Oberfläche  des  zweiten  Grades  tangiren. 


11.  Yon  den  vier  allgemeinen  Theoremen  2,  •,  9 
10,  welche  diese  Note  enthält,  sind  die  beiden  letalem  isn* 
pelt,  indem  jedes  von  ihnen  in  seinem  Aussprach  swei  v*> 
schiedene  Theile  enthalt,  welche  swei  gesonderte  Tb 
aasmachen  könnten.  Die  beiden  ersten  hätten  ehern  ee 
ständig  ausgesprochen  werden  können,  wenn  wir  nns  niebt  bit- 
ten genau  anf  die  Analogie  einschränken  wollen,  welche  sie»* 
den  Theoremen  von  Pascal  und  Brianchon  darbieten.  Vn 
die  Theoreme  zu  vervollständigen,  führen  wir  an,  dass  ■* 
in  jedem  von  ihnen  ein  zweites  Tetraeder  bildet,  dessea  Sri- 
tenflächen  nnd  dessen  Ecken  respective  den  Seitenflächen  ui 
den  Ecken  des  vorgegebenen  Tetraeders  correspondirent  ui 
dass 

1)  die  correspondirenden  Seitenflächen  der  beides 
Tetraeder  zu  je  zwei  sich  in  vier  geraden  Linien  schun- 
den, welche  Génératrices  einer  und  derselben  Erusr 
gungsart  eines  Hyperboloids  sind-,  und  dass 

2)  die  correspondirenden  Eckpunkte  der  beiden  Te- 
traeder zu  je  zwei  auf  vier  geraden  Linien  liegen,  wel- 
che Génératrices  einer  und  derselben  Erzeugungsart 
zweiten  Hyperboloids  sind. 
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Note    XXXHL 

(Fünfte  Epoche ,  §.  50.) 

elationen    zwischen    sieben   Punkten    einer 
*rve  doppelter  Krümmung  des  dritten  Gra- 
ts* —    Verschiedene  Aufgaben,  bei  welchen 
diese  Curven  vorkommen. 

1.  Durch  sechs  gegebene  Punkte  im  Räume  kann 
ms  eine  Curve  doppelter  Krümmung  vom  dritten  Grade 
feu* 

In  der  That,  wenn  wir  den  ersten  der  sechs  Punkte  als 
n  Scheitel  eines  Kegels  vom  zweiten  Grade  betrachten,  wel- 
er  durch  die  fünf  andern  Punkte  gehen  soll,  so  wird  die- 
r  Kegel  bestimmt  sein,  weil  man  fünf  Seitenlinien  dcssel- 
m  kennt.  Ebenso  wird  man  einen  zweiten  Kegel  des 
reiten  Grades  construiren  können,  der  seinen  Scheitel  im 
reiten  der  sechs  Punkte  hat  und  durch  die  fünf  andern 
tht.  Die  beiden  Kegel  werden  zu  einer  gemeinschaftlichen 
Utenlinie  die  Gerade  haben,  welche  die  beiden  ersten  Punkte 
it  einander  verbindet;  sie  werden  sich  also  in  einer  Cnrve 
»ppelter  Krümmung  vom  dritten  Grade  schneiden,  welche 
il  dieser  Geraden  den  vollständigen  Durchschnitt  vom  vier- 
a  Grade  der  beiden  Kegel  bildet.  Diese  Curve  wird  aber 
ireh  die  sechs  vorgegebenen  Punkte  gehen,  die  diesen  bei- 
m  Kegeln  gemeinschaftlich  sind:  der  ausgesprochene  Satz 
t  also  bewieseu. 

2.  Wir  bemerken,  dass  jeder  andre  Kegel,  ausser  den 
liden  ersten,  welcher  seinen  Scheitel  in  einem  Punkte  der 
irre  doppelter  Krümmung  vom  dritten  Grade  hat  und  wei- 
ter durch  diese  Curve  geht,  auch  vom  zweiten  Grade  sein 
ird.  Deun  jede  durch  seinen  Scheitel  gelegte  Ebene  wird 
e  Curve  nur  in  zwei  andern  Punkten  schneiden  und  fo  Jg- 
dl den  Kegel  nur  in  zwei  Seitenlinien,  was  beweist,  dass 
1  vom  zweiten  Grade  ist. 

Wir  können  mithin  sagen: 

Der  geometrische  Ort  der  Scheitel  aller  Kegel  vom 
weiten  Grade,  welche  alle  durch  sechs  gegebene  Punkte 
•  Räume  gehen,  ist  die  Curve  doppelter  Krümmung 
mm  dritten  Grade,  welche  durch  diese  sechs  Punkte  be- 
nimmt ist. 
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3.  Betrachten  wir  einen  siebenten  Punkt,  welcher  vSR- 
kfihrlich  auf  der  Curve  doppelter  Krümmung  rom  dritten 
Grade,  die  durch  sechs  gegebene  Punkte  geht,  angenommen 
wird,  so  seien  a,  b,  cy  dy  e,  f  diese  sechs  gegebenen  ui 
g  der  siebente  Punkt.  Diese  sieben  Punkte,  in  irgend  ein« 
Ordnung  genommen,  sind  die  Scheitel  eines  nichtebenen  Se- 
benecks  (eptagone  gauche),  in  dem  man  jede  der  Seiten  ab 
dem  Scheitel  eines  der  Winkel  respective  gegenüberliegend 
betrachten  kann.  Wenn  also  die  Reihenfolge  der  SehcM 
dieselbe  ist,  als  die  der  Buchstaben  a,  6,  c,  d,  e9f1gl 
welche  sie  darstellen,  so  wird  die  vierte  Seite  de  dem  ersten 
Scheitel  a  gegenüberliegen,  die  fünfte  Seite  ef  dem  «weiten 
Scheitel  6,  n.  s.  w.  f. 

Die  Relationen ,  welche  «wischen  den  sieben  Punkten  m, 
b,  c  etc.  stattfinden  müssen,  damit  sie  einer  Curve  doppelter 
Krümmung  vom  dritten  Grade  angeboren,  werden  durch  fol- 
gendes Theorem  ausgedruckt: 

Wenn  die  Scheitel  a,  b,  c  etc.  eines  nichtebenen  Sie- 
benecks auf  einer  Curve  doppelter  Krümmung  vom  drM* 
ten  Grade  liegen ,  so  treffen  die  Ebene  irgend 
Winkels  a  des  Siebenecks  und  die  Ebenen  der  beiden 
nächst  liegenden  Winkel  b  vnd  g  respective  die  gegen" 
überliegenden  Seiten  in  drei  Punkten,  welche  in  einer 
Ebene  liegen ,  die  durch  den  Scheitel  des  ersten  Winkel» 
a  geht. 

4.  Es  ist  hinreichend,  wenn  diese  Eigenschaft  eines  Sie* 
beuecks,  welches  einer  Curve  doppelter  Krümmung  vom  drit- 
ten Grade  eingeschrieben  ist,  fur  zwei  Winkel  verificirt  wild; 
dann  findet  sie  auch  fur  die  andern  Winkel  statt.  Hieran 
seh Ii esst  man:  * 

Wenn  ein  nichtebenes  Siebeneck  so  beschaffen  iu\ 
dass  die  Ebene  eines  Winkels  und  die  Ebenen  der  beiden 
zunächst  liegenden  Winkel  respective  die  drei  gegen* 
nberliegenden  Seiten  in  drei  solchen  Punkten  treffen, 
welche  in  einer  Ebene  liegen,  die  durch  den  Scheitel  des 
ersten  Winkels  geht;  und  wenn  dasselbe  für  einen  der 
sechs  andern  Winkel  stattfindet ,  so  wird  es  auch  eben» 
falls  für  jeden  der  fünf  andern  Winkel  stattfinden,  uni 
man  kann  alsdann  durch  die  sieben  Scheitelpunkte  des 
Siebenecks  eine  Curve  doppelter  Krümmung  vom  dritten 
Grade  durchgehen  lassen* 

5.  Nach  diesem  Theorem  wird  es  leicht  sein,  nur  ant 
Hülfe  der  geraden  Linien,  durch  Punkte  die  Curve  doppelter 
Krümmung  vom  dritten  Grade  zu  construirai,  welche  durfh 
sechs  gegebene  Punkte  gehen  soll.     Zu  dem  Ende  wird  ihm 
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i  Punkt  Buchen;  'in  welchem  irgend  eine  Ebene,  die  durch 
ei  der  gegebeneu  sechs  Punkte  gelegt  ist,  die  Cor  Te  trifft. 
Dasselbe  Theorem  führt  auch  sur  Lösung  rieler  andern 
ifgaben,  z.  B.  zur  Bestimmung  der  Tangenten  und  Berüh- 
urnngsebenen  der  Curve  in  jedem  der  sechs  gegebenen 
nkte,  n.  s.  w. 

Aber  statt  in  diese  Details  über  die  Construction  der 
irren  doppelter  Krümmung  vom  dritten  Grade  einzugehen, 
►lien  wir  einige  Aufgaben  anführen,  bei  welchen  diese  Cnr-  ' 
n  Torkommen.  Denn  bis  jetzt  sind  sie  kaum  bei  den  geo- 
*trischen  Speculationen  bemerkt  worden  und  die  Beispiele, 
siehe  wir  von  der  Rolle  geben  werden,  die  sie  darin  jpie- 
l  können,  werden  vielleicht  beweisen,  dass  es  nützlid^Kin 
xfte,  sich  auf  das  Studium  dieser  Ciirven  zu  legen  und 
st  dieses  nicht  früh  genug  geschehen  könne. 

6.  Wenn  die  vier  Seitenflächen  eines  beweglichen 
straëders  gezwungen  sind,  respective  durch  vier  Gerade 
%  gehen  y  weicht  irgendwie  im  Räume  liegen,  und  wenn 
'ei  Eckpunkte  des  Tetraeders  auf  drei  andern  Geraden 
tgen  sollen,   welche  auch  irgendwie   im  Räume  liegen, 

wird  die  vierte  Kcke  des  Tetraeders  eine  Curve  dop- 
fiter  Krümmung  vom  vierten  Grade  durchlaufen. 

Dieses  Theorem  entspricht  dem  Satze  der  ebenen  Gco- 
etrie  von  der  Beschreibung  der  Kegelschnitte,  der  von  Ma« 
aurin  und  Braikenridgc  bewiesen  ist  uud  aus  dem  sich  das 
isoal'sche  Theorem  über  das  Sechseck  ableitet. 

7.  Wenn  man  im  Räume  drei  willkührlich  liegende 
unkte  und  drei  eben  so  beliebige  Ebenen  hat,  so  lasse 
un  um  eine  feste  Gerade  eine  Transversal-  Ebene  dre- 
tn,  welche  die  drei  gegebenen  Ebenen  in  drei  Geraden 
rhneiden  wird;  durch  diese  drei  Geraden  lege  man  drei 
mdre  Ebenen,  welche  respective  durch  die  drei  gegebe- 
en  Punkte  gehen:  dann  werden  sich  diese  drei  Ebenen 
i  einem  Punkt  schneiden ,  dessen  geometrischer  Ort  eine 
urve  doppelter  Krümmung  vom  dritten  Grade  ist* 

Dieses  Theorem  kann  als  demselben  Satze  ans  der  ebenen 
eometrie  entsprechend  betrachtet  werden,  als  das  Torher- 
sbende. 

8.  "  Wenn  drei  Flächenwinkel,  deren  Kanten  im 
lamme  fest  sind,  sich  um  diese  Kanten  dergestalt  drehen, 
tus  die  Durchschnittspunkte  dreier  Seitenflächen  dieser 
rei  Winkel  immer  auf  einer  gegebenen  Geraden  liegen, 
>  erzeugt  der  Durchschnittspunkt  der  drei  andern  Sei- 
eine Curve  doppelter  Krümmung  vom  dritten 
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Grade,  welche  eich  a*  die  Kärnten  der  drei  bcmegikhsm 
Winkel  anlehnt. 

Dieses  Theorem  enthalt  eine  Analogie  ail  den  desNew- 
ton  Über  die  organische  Beschreibung  der  Kegelschnitte  dwth 
den  Durchschnittspnnkt  der  Schenkel  iweier  beweglichen  Win- 
kel. Und  eben  so  wie  das  Theorem  des  Newton  nnr  ein  be- 
sonderer Fall  allgemeinerer  Theoreme  über  die  Beschreibe^ 
der  Kegelschnitte  ist,  wie  wir  es  in  der  Note  XV  geseift 
haben,  so  ist  auch  das  hier  angefahrte  Theorem  nnr  ein  be- 
sondrer Fall  allgemeinerer  Satze  über  die  Beschreibung  1er 
Cnrvcn  doppelter  Krümmung  vom  dritten  Grade. 

Bin  solcher  ist  der  folgende  Sats: 

renn  'drei  Chorden  einer  Curve  doppelter  KrSeh 
mung  vom  dritten  Grade  als  die  Kanten  dreier  Fläche*- 
Winkel  angenommen  werden,  welche  eine  beliebige  Grec* 
haben,  aber  beweglich  sind  um  diese  Kanten  %  und  wem 
der  Durchschnittspunkt  dreier  Seitenflächen  dieser  drei 
Winkel  die  Curve  doppelter  Krümmung  durchläuft:  m 
wird  der  Durchschnittspunkt  der  drei  andern  Seitenflä- 
chen der  drei  Winkel  eine  zweite  Curve  doppelter  Krau* 
mung  vom  dritten  Grad  erzeugen,  welche  sich  am  US 
drei  Chorden  der  ersten  anlehnt. 

10.  Das  folgende  Theorem  gehört  anch  noch  zn  dersel- 
ben Theorie,  als  die  vorhergehenden. 

Wenn  drei  Punkte  sich  mit  irgend  welchen,  eiber 
gleichförmigen  Geschwindigkeiten  auf  drei  wiükuhrUeh 
im  Raum  gelegenen  Geraden  bewegen,  und  wenn  man 
durch  jeden  dieser  Punkte  und  durch  eine  feste  Gerade, 
welche  für  jeden  dieser  drei  Punkte  eine  andre  ist,  ehe 
Ebene  lcgt9  so  erzeugt  der  Durchschnittspunkt  der  drei 
auf  diese  Weise  construirten  Ebenen  eine  Curve  doppel- 
ter Krümmung  vom  dritten  Grade,  welche  sich  an  die 
drei  Geraden,  durch  welche  die  drei  Ebenen  gehen,  an- 
lehnt. 

11.  Die  folgenden  Theoreme   gehören   in   verschiedenes 
Theorien. 

Wenn  mehre  Oberflächen  des  zweiten  Grades  dmrck 
acht  gegebene  Punkte  gehen ,  so  liegen  ihre  Mittelpunkts 
auf  einer  Curve  doppelter  Krümmung  vom  dritten  Grade» 
Und,  noch  allgemeiner:  die  Pole  irgend  einer  Ebene, 
in  Bezug  auf  diese  Oberflachen  genommen,  liegen  asf 
einer  Curve  doppelter  Krümmung  vom  dritten  Grade. 

12.  Wenn  ein  Körper  in  Bewegung   ist  und  wenn 
man  für   irgend   einen  Augenblick  fragt,    welche  dis 
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kPmukte  des  Körpers  sind,  deren  Richtungen  nach  einem 
gegebenen  Punit  hinstreben,  d.  h.  für  weiche  die  Tan» 
genten  an  ihre  Trajectorien  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehen,  so  werden  diese  Punkte  auf  einer  Curie  doppel- 
ter Krümmung  vom  dritten  Grade  liegen,  und  die  Tan- 
genten an  ihre  Trajectorien,  welche  durch  diese  Punkte 
gezogen  sind,  werden  einen  Kegel  des  zweiten  Grades 
bilden. 

13.  Es  sei  ein  System  von  Kräften,  welches  einen  Kor. 
per  sollicitirt;  für  jeden  Funkt  m  des  Raums  denke  man 
sich  die  Hanptebene  dieses  Systems  von  Kräften  in  Bezog 
anf  diesen  Punkt  und  die  Normale  auf  dieser  Ebene,  welch* 
durch  diesen  Punkt  gezogen  wird: 

Dann  werden  diejenigen  dieser  Normalen,  welche 
storch  einen  gegebenen  Punkt  im  Raum  gehen ,  einen  Ke- 
gel des  zweiten  Grades  bilden,  und  die  Punkte  m,  durch 
welche  sie  gezogen  sind,  werden  auf  einer  Curie  dop- 
pelter Krümmung  vom  dritten  Grade  liegen* 

14.  Die  Tangenten  der  verschiedenen  Punkte  einer  Curve 
doppelter  Krümmung  vom  dritten  Grade  bilden  eine  develop- 
pable  Oberfläche  des  vierten  Grades.  Und  umgekehrt  jede 
developpable  Ober/lache  des  vierten  Grades  hat  zu  ihrer 
Rückkehrcurvc  (arête  de  rebrousaement)  eine  Curve 
doppelter  Krümmung  vom  dritten  Grade. 

Man  kann  also  noch  an  diese  Theorie  die  Fragen  an- 
knüpfen, bei  denen  developpable  Oberflächen  des  vierten  Gra- 
des vorkommen;  so  wie  dergleichen  folgende  sind: 

15.  Es  seien  sechs  irgendwie  im  Raum  liegende 
Ebenen  gegeben,  man  verlangt  einen  Kegelschnitt  zu 
construiren,  welcher  diese  sechs  Ebenen  berührt-,  dann 
werden  unendlich  viele  Kegelschnitte  dieser  Forderung 
genügen  und  die  Ebenen  aller  dieser  werden  eine  Ober- 
fläche des  vierten  Grades  einhüllen. 

16.  Wenn  die  vier  Eckpunkte  eines  rar  fabeln  Te- 
traeders vier  feste  Gerade  durchlaufen,  die  irgendwie 
im  Räume  liegen,  und  wenn  drei  Seitenflächen  des  Te- 
traeders respective  durch  drei  andre  gegebene  Gerade 
gehen ,  so  wird  die  vierte  Seiten/lache  auf  einer  devclop- 
pabeln  Oberfläche  des  vierten  Grades  hingleiten. 

17.  Wenn  drei  Punkte  und  drei  Ebenen  im  Raum 
gegeben  sind,  und  wenn  der  Scheitel  eines  dreikantigen 
Winkels  y  dessen  drei  Kanten  sich  um  die  drei  Punkte 
drehen,  eine  gerade  Linie  durchläuft ,  so  werden  die 
Punkte  y  in  welchen  die  drei  Kanten  die  drei  gegebenen 
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Ebenen  treffen,  in  einer  Ebene  liegen,  die  auf  eher 
Developpabeln  des  vierten  Grades  kingleitet* 

18.  Wenn  drei  Punkte  sich  respective  auf  drei  6*» 
raden  mit  irgend  welchen ,  aber  constanten  Gesdkumsdigm 
leiten  bewegen ,  so  wird  die  durch  diese  drei  Punkte  be- 
stimmte Ebene  auf  einer  developpabeln  Oberfläche  in 
vierten  Grades  hingleiten. 

19.  Wenn   mehre  Ober/lachen   des  zweiten  Green 

dieselben  acht  Ebenen  berühren,    und   wenn  man  eimn 

Punkt  im  Raum  als  den  Scheitel  eben  so  vieler  den  Ober* 

flächen  umgeschriebenen  Kegel  betrachtet,   so  hüllen  dk 

Ebenen    der    Berührungscurien    eine    Devcloppable  4es 
vierten  Grades  ein. 

20.  Einer  Oberfläche  des  zweiten  Grades  könne* 
unendlich  viele  Kegel  umgeschrieben  werden  :  wenn  man 
verlangt,  dass  eine  der  Hauptaxen  jedes  Kegels  durch 
einen  gegebenen  Punkt  gehe,  so  bilden  alle  diese  Haupt* 
axen  einen  Kegel  des  zweiten  Grades,  und  die  Ebenen, 
welche  durch  die  Scheitel  der  Kegel,  respective  senkreck 
auf  diese  Axen,  gelegt  werden,  hüllen  eine  Deiclop- 
pable  des  vierten  Grades  ein. 

21.  Wenn  ein  fester  Körper  gegeben  ist,  so  kann  ata 
durch  jeden  Punkt  im  Raum  drei  Gerade  ziehen,  welche  drei 
permanente  Drehungsaxen  des  Korpers  in  Bezug  auf  diesei 
Punkt  sein  werden,  und  unendlich  viele  andre  Geraden,  wel- 
che permanente  Drehungsaxen  des  Körpers  in  Bezug  auf  ai- 
dre  Punkte,  die  auf  diesen  Geraden  genommen  sind,  teil 
werden  : 

1)  dann  bilden  alle  diese  Geraden  einen  Kegel  des 
zweiten  Grades; 

2)  die  Ebenen,  die  senkrecht  auf  diese  Geradem 
durch  die  Punkte  gelegt  werden,  für  welche  dieselben 
permanente  Drehungsaxen  des  Körpers  sind,  hüllen  eins 
Developpable  des  vierten  Grades  ein. 

22.  Wenn  ein  fester  Körper  in  Bewegung  ist,  so  glei- 
tet jede  Ebene,  die  in  dem  Körper  angenommen  wird,  wah- 
rend der  Bewegung  anf  einer  developpabeln  Oberfläche,  wel- 
che sie  successive  in  verschiedenen  anf  einander  folgende! 
Kanten  (arêtes)  dieser  Oberfläche  berührt;  diese  Oberfläche 
wollen  wir  die  developpable  Trajectorie  der  Ebene  nennen 
In  irgend  einem  Augenblick  der  Bewegung  werden  alle  Ebe- 
nen, die  man  in  dem  Körper  gelegt  hat,  ihre  developpabehl 
Trajectorien  jede  in  einer  Geraden  schneiden. 


4fî 

Wenn  man  diejenigen  dieur  Geraden  verlangt,  wel- 
t  in  diesem  Augenblick  der  Bewegung  in  einer  gege- 
nen  Ebene  liegen,  so  werden  alle  diese  Geraden  eine 
wobei  einhüllen  y  und  alle  Ebenen,  welche  ihre  deve- 
9 fabeln  Trajectorien  in  diesen  Geraden  berühren,  wer- 
n  eine  Developpable  des  vierten  Grades  einhüllen. 

23«  Wenn  ein  Körper  in  Bewegung  ist,  so  bilden 
t  Tangenten  für  die  Trajectorien  der  Punkte  einer 
rraden  ein  hyperbolisches  Paraboloid\  und  diese  Ton- 
nten bewegen  sich  während  dieses  Augenblicks  in  Ebe- 
n ,  welche  eine  Developpable  des  vierten  Grades  bilden. 

U.    S.    W«      U.    S.    W« 


Note  XXXIV. 

(Sechstes  Kapitel,    §.  10.) 

eher    die   Dualität    in    der    Mathematik.  — 
eispiele    aus    der    Drcchslcrkunst    und    aus 
den  Principien  der  Dynamik. 

Unter  den  Transformationsarten,  auf  welchen  die  frucht- 
raten  Doctrineu  der  neuem  Geometrie  beruhen,  mnss  man 
«entlieh  die  auszeichnen,  welche  zur  Erkenntniss  des  ma- 
unatischen  Gesetzes  der  Dualität  Gelegenheit  giebt.  Aus- 
r  dem  Yorthcil ,  welchen  diese  Methode  als  Mittel  der  Ent- 
ekang  gewährt,  stellt  das  Priucip,  auf  dem  sie  beruht, 
it  constante  Relation  auf,  welche  alle  geometrische  Wahr- 
sten  zn  je  zwei  mit  einander  verbindet;  wodurch,  um  mich 

auszudrucken,  zwei  Arten  Ton  Geometrie  entstehen.  Diese 
iden  Geometrien  unterscheiden  sich  durch  einen  Umstand, 
r  sehr  wichtig  zu  bemerken  ist:  in  der  ersten  ist  der  Punkt 
I  Einheit  und  so  zn  sagen  das  Element  oder  die  Monade, 
ren  man  sich  zur  Bildung  der  andern  Theile  der  Ausdeh- 
Mg  bedient;  dieses  ist  die  Grandlage  für  die  Philosophie 
r  alten  und  der  analytischen  Geometrie.  In  der  zweiten 
rometrie  betrachtet  man  die  gerade  Linie  oder   die  Ebene, 

nachdem  man  in  der  Ebene  oder. im  Raum  operirt,  als 
M  Primitive  oder  die  Einheit ,  welche  zur  Bildung  der  andern 
■eile  der  Ausdehnung  dienlich  sind. 


Diese  Theilung  aller  Eigenschaften  1er 
zwei  gesonderte  Klasse»,  welche  auf  den  beiden 
▼on  einander  geschiedenen  Grundideen  beruht,  scheint  ani, 
wie  es  Gergonne  nnd  Poneelel  klär  gezeigt  haben**),  ria 
dem  grössten  Binfluss  auf  die  Geometrie  in  nein.  Amt  vir 
debnen  diesen  Eintinss  anf  mehre  andre  Theile  der  maiit 
malischen  Wissenschaften  ans,  wo  es  nne  scheint,  dase  nun, 
unterstutzt  durch  dieses  schone  Geseti  der  Ausdehnung,  es 
Dualität,  und  geleitet  durch  diesen  Dualismus,  den  man  ah 
das  Element  und  den  Ausgangspunkt  in  der  Geometrie  fj- 
nehmen  kann,  zur  Aufsuchung  einer  ähnlichen  Sache  gefeilt 
werden  mnss. 

Wir  finden  ein  Beispiel  einer  solchen  Dualität  in  eiafli 
Werke,  welches  wir  über  eine  nene  Lehre  der  analytisch*} 
Geometrie  gegeben  haben,  welche  analog  der  des  Descarui 
ist  und  in  der  die  Ebene  dieselbe  Rolle  spielt,  als  der  Pub 
in  dieser.  M) 

Die  Anwendung  derselben  Ideen  der  Dualität  lâssft  mü 
auch  auf  die  Mechanik  ausdehnen.  In  der  That  ist  das  pH» 
mitive  Element  der  Körper,  auf  welche  man  zunächst  dk 
ersten  Priucipien  dieser  Wissenschaft  anwendet,  so  wie  m 
der  alten  Geometrie,  der  mathematische  Punkt.  Sind  wir 
nicht  berechtigt  zu  glauben ,  dass  man  jetzt ,  indem  man  dp 
Ebene  uud  nicht  mehr  den  Punkt  als  Element  der  Ausdeh- 
nung nimmt,  zn  neuen  Doctrinen  geführt  werden  wird,  wet» 
che  so  zu  sagen  eine  nene  Wissenschaft  ausmachen?  Und 
wenn  es  ein  einziges  Princip  giebt,  um  Ton  dieser  Wissen- 
schaft zu  der  alten  überzugehen,  wie  in  der  Geometrie  dm 
Theorem,  welches  die  Corrélation  der  Eigenschaften  der  ht- 
gränzten  Ausdehnung  darstellt,  so  wird  dieses  die  Grundlage 
zu  einer  ähnlichen  Dualität  in  der  Wissenschaft  tob  der  Be- 
wegung der  Körper  sein. 

§.  2.  Die  beiden  genannten  Beispiele  der  Dualität  sia! 
auf  den  Dualismus  gegründet,  welchen  in  der  Zusammen- 
setzung der  Körper  der  Punkt  und  die  Ebene  darhieten.  Mm 
wird  aber  in  verschiedenen  Theilen  der  Mathematik  andre 
Gesetze  der  Dualität,  auf  andre  Principien  gegründet,  Ter- 
linden, und  ich  glaube,  man  wird  zu  der  Ansicht  geflbt 
werden,  wie  wir  schon  in   unsrer  Note   über  die  Defiamnl 


84)  Annales  des  mathématiques ,  T.  XVI,  p.  209  nui  T.  XVI 
p.  265. 

85)  Wir  haben  die  Principien  dieses  neuen  Coordinateuijiami 
kurz  auseinandergesetzt  in  der  Correspondance  mathématien*  M 
Quetelet,  T.  VI,  p.  81. 


\ 


440 

r  Geometrie  (Note  Y)  gesagt,  habe« ,  dans  ^  ein  allgemeiner 
walismus  das  grosse  Gesell  der  Natur  ist  und  in  allen 
leilen  der  Kenntnisse  des  menschlichen  Geistes  herrscht« 

Indem  wir  nns  hier  auf  die  Geometrie  beschränken,  wol*. 
i  wir  zwei  sehr  verschiedene  Beispiele  der  Dualität  anfüh- 
i,  welche  die  ausgesprochenen  Ideen  unterstützen  werden, 

f.  3.  Das  erste  bietet  sich,  in  der  Kunst  dar,  welche 
rch  den  Mechanismus  der  Drehbank  construira 

Für  jeden  Gegenstand,  mit  dem  sich  der  Drechsler  heschäf- 
t,  giebt  es  eine  doppelte  Art  ihn  zn  construire*,  entweder 
restigt  man  das  Material  nud  lässt  das  Haudwerkezeug  sieh 
eben,  oder,  wie  es  der  Drechsler  thnt,  man  befestigt  da« 
erkzeng  und  lasst  das  Material  sich  drehen. 

Man  sieht  also  in  den  Künsten  eine  klar  ausgesprochene 
id  constaute  Dualität  der  Bcschrcihung.  Man  weiss  aber, 
ss  jede  dieser  Constructionen  unter  allen  Umständen  auf 
ometrischen  Principien  beruht;  es  wird  also  auch  in  den 
iden  Theorien,  die  sich  auf  diese  beiden  Constrnctionsarten 
ziehen,  eine  constante  Dualität  stattfinden. 

Es  ist,  wie  es  nns  scheint,  eine  interessante  Aufgabe, 
*  mathematischen  Gesetze  zn  suchen,  welche  diese  beiden 
loorien  unter  einandor  verbinden  können,  so  dass  die  von 
r  einen  angegebenen  Verfahrnngsarten  dasn  dienen,  ver« 
ige  dieser  Gesetze  allein  die  entsprechenden  Verfahr  ungu- 
ten der  andern  erkennen  zn  lassen. 

Diese  Aufgabe ,  bei  welcher  wir  zuerst  bedeutende  Schwie- 
rketten fürchteten,  hat  uns  zu  einem  höchst  einfachen  Ge- 
iz der  Dualität  gefuhrt,  welches  besonders  eine  Theorie1 
t  Drehbank  für  den  Drechsler  liefert  und  ein  Mittel  an- 
ebt,  mit  diesem  Instrument  alle  Cunren  zn  beschreiben, 
Jene  man  sonst  gewöhnlich  mit  einem  beweglichen  Stift, 
schreibt.  Das  Princip,  auf  dem  diese  Beschreibungsart  ho- 
hen wird ,  ist  folgendes  : 

Wenn  eine  ebene  Figur  in  ihrer  Ebene  in  Bewegung 
\  $o  beschreibt  einer  ihrer  Punkte  eine  Curve.  Die 
twegung  dieser  Figur  ist  durch  constante  Relationen 
ftimmt,  weiche  zwischen  ihr  und  festen  Punkten  odtr 
imien  in  ihrer  Ebene  stattfinden  sollen.  Diese  Punkte 
%d  Linien  bilden  durch  ihr  Nebeneinander  sc  in  eins 
imite  Figur ,  welche  während  der  Bewegung  der  ersten 
tU  bleibt  ; 

Nun  betrachte  man  die  erste  Figur  in  einer  ihrer 
•mgen  und  nehme  sie  als  fest  an;  darauf  ta  sue  man  die 
weife  Figur  sich  so  bewegen,  dass  sie  sich  immer  unter 

Gurh.   der  G  com.  29 
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denselben  Bedingungen  der  Lage  in  Bezug  emf  die  ente 
Figur  befindet  ; 

Dann  wird  ein  fetter  Stift,  der  im  dem  besekrei- 
henden  Punkt  der  ersten  Figur  angebracht  ist,  emf  der 
beweglichen  Ebene    der  zweiten  Figur   eine  mit 
Ebene    bewegliche   Curve    beschreiben,    weiche 
dieselbe  (mit  Ausnahme  der  Lage)  sein  wird,   ede  die, 
'  welche  der  beschreibende  Punkt  der  ersten  erzeugt  bükt 
wenn  diese  in  Bewegung  gewesen  wäre. 

Dieses  ist  das  einzige  Princip,  welches  die  beides  k» 
schreibuugsarten  der  ebenen  Carres,  vermittelet  eise*  bevsf- 
lichen  und  vermittelet  eines  festen  Stifts ,  mil  einander  tu» 
bindet. 

Um  eine  Anwendung  hiervon  in  machen,  wählen  wirdb 
Besehreibung  einer  Ellipse  vermittelst  eines  Punkts,  der  tat 
Seheitel  eines  Dreiecke  von  constanter  Gestalt  liegt,  desM 
beide  andre  Scheitel  sich  auf  zwei  festen  Geraden  bewegen« 

Die  bewegliche  Figur  ist  hier  das  Dreieck  und  die  bei- 
den Geraden  bilden  die  feste  Figur.  Man  muss  also,  uA 
unserm  Princip,  die  beiden  Geraden  sich  so  bewegen  lassa» 
dass  sie  beständig  durch,  die  beiden  Scheitel  des  Dreiecks  ge» 
ben ,  welche  auf  diesen  Geraden  hingleiten.  Hieraus  schlieft* 
man  auf  folgendes  Theorem; 

Wenn  die  Schenkel  eines  Winkels  von  unveränder- 
licher Grösse  durch  zwei  feste  Punkte  gleiten,  so  wird 
ein  fester  Stift,    der   sich   in  irgend  einem  Punkte  be- 
findet ^   in  der  beweglichen  Ebene  des  bewegten  Winkels 
eine  Ellipse  beschreiben. 

Man  sieht  in  derThat,  dass  der  Mechanismus  der  Dreh- 
bank für  die  Ovale  den  Zweck  hat,  einer  ebenen  Flache  dit 
Bewegung  eines  Winkels  zu  geben,  dessen  beide  Schenkel 
durch  zwei  feste  Funkte  gleiten.  Dieses  ist  also  der  gesae-  I 
trische  Grund  dieses  Mechanismus,  welches  die  Erfindung  da  I 
berühmten  Malers  Leonardo  da  Yinci  ist.  f. 

Unser  Princip  erklärt  mit  eben  solcher  Leichtigkeit  des 
Mechanismus  der  Drehbank  fur  die  Epicvcloide.  Dean  ei 
liefert  folgendes  Theorem,  auf  welchem  uns  dieser  Mechasb- 
mus  zn  beruhen  scheint. 

Wenn  eine  Curve  in  einer  Ebene  auf  einer  ander» 
Curve  rollt,  so  beschreibt  einer  seiner  Punkte  eine  Äff- 
cycloidej  welche  man  auf  eine  andre  Art  erzeugen  ke**t 
indem  man  die  erste  Curve  auf  der  zweiten  rollen  lèsd 
und  indem  man  einen  festen  Stift  in  dem  beschreiben- 
den Punkt  der  ersten  Curve  anbringt,  welcher  in  der 
beweglichen  Ebene  eine  Curve  beschreiben  wird,  die  gh 
nau  dieselbe  Epicyeloide  sein  wird. 
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Die  Ellipse  and  die  Epicyoloide  sind,  wie  ich  glaube, 
i  einzigen  Cnrven,  welche  man  auf  der  Drehbank  durch 
ten  für  jede  eigentümlichen  Mechanismus  beschreibt  Man 
rd  vermittelst  der  neuen  Beschreibuugsart  der  Curvem  uu- 
dlit'h  riele  andre  Curven  auf  ähnliche  Art  beschreiben 
innen. 

Für  die  Conchoide  des  Nicomcdes  z.  B.  ist  man  zu  die- 
r  Beschreibung  geführt: 

Man  denke  sich  einen  Winkel  von  unveränderlicher 
rosse,  dessen  einer  Schenket  beständig  durch  einen  fc- 
tn  Punkt  geht  y  während  der  Endpunkt  des  andern 
:henkels  auf  einer  geraden  Linie  läuft,  welche  durch 
esen  festen  Punkt  gezogen  ist;  dann  wird  ein  fester 
\ift,  welcher  in  einem  Punkt  dieser  geraden  Linie  an- 
rbracht  ist,  auf  der  Ebene  des  beweglichen  Winkels 
me  Curve  beschreiben ,  welche  eine  Conchoide  des  Nico* 
edes  sein  wird. 

Wenn  die  gerade  Linie,  auf  welcher  der  Endpunkt  des 
neu  Schenkels  hingleitet,  nicht  durch  den  festen  Punkt  ge- 
gen ist,  durch  den  der  andre  Schenkel  des  Winkels  geht, 
wird,  wenn  der  feste  Stift  passend  angebracht  ist,  die 
ssoide  des  Diocles  beschrieben  werden;  eine  andre  Stellung 
8  Stifts  wurde  die  focale  à  noeud  des  Quetclet  geben  und 
i  Allgemeinen  wird  bei  dieser  Bewegung  ein  fester  Stift  eine 
n  den  Cnrven  gehen,  welche  die  Orte  der  Fusspunkte 
r  Perpendikel  sind,  die  man  von  einem  Punkte  aus 
\f  die  Tangenten  einer  Parabel  fällt. 

Wir  haben  unser  Princip  sur  Construction  vieler  andern 
irren  angewandt,  selbst  indem  wir  sie  als  die  Enveloppe 
per  Tangenten  und  nicht  mehr  als  eine  Aufeinanderfolge 
endlich  vieler  Punkte  betrachteten.  Dann  ist  es  nicht  mehr 
i  Stift,  welcher  seinen  Weg  auf  einer  beweglichen  Ebene 
rzeichnet,  sondern  ein  schneidendes  Werkzeug,  welches  die 
terfläche  der  beweglichen  Ebene  wegschneidet  und  die  Curve, 
>  man  beschreiben  will,  erhaben  zuriieklässt. 

Dieselben  Theorien  lassen  sich  auf  Figuren  dreier  Di- 
lationen anwenden. 

Man  sieht  auf  diese  Weise  eine  Dualität  der  Do  drin  en, 
ziglirh  auf  die  doppelte  mechanische  Erzeugung  der  Kör- 
r,  welche,  «o  wie  die  der  Eigenschaften  der  Ausdehnuug, 
f  einem  einzigeu  Theorem  beruht. 

$•  4.  Wir  entnehmen  unser  zweites  Beispiel  der  Dualität 
il  dem  Wrltsvstein  und  aus  den  Gesetzen  der  Mechanik. 

Alle  Himmelskörper  haben  zwei  Bewegungen ,  eine  der 
raaslation  und  eine  der  Rotation  nm  eine  Axe.    Diese  dop- 

89* 


•o  klar,   aW   di«»  Bpwi*jciiii&   der  Translation  und    .1 
iuui'wohitfiiil,    was   diT  Wirkuiijr.    «i**r  Kraft«»  d»*§  1 
untorworf<an   i*!  9    so    1ialj«*n    d«u  h   dir   (jV«ni«*l«»r   di 
Arten    toii   Brupping    nicht   mil  ßlt'irlior  l'npart*-il 
handelt.     Si»»  haliou  c*  **n  anire-eli  »n ,    iU  warf  <!»♦• 
d<T  Translation   di«'    üatiimoin.i^.«   und    t-lf>m*M»t«àr*a 
dt»r    Korper.      In    dem  Sinne    iIm**»t    i i ru  11  di •*•••»,    h 
vom  d»»m  l  pspriins  der  Wissenschaft  daliri**»),  s.%. 
ImtI    iu    den    Norliemcrkuiifzi'u    zu   *eiiiein    Twitf 
fnique:    „Alle*,    was    vir    stau/,    deutiirh    ln*i    d.  r 
eines  Körpern  «•hi*iiy   iM  da*,  da*«*  pr  fîiii-o  s«*- 
duichl.iuft  und  da***»  ein»1  sténose  Z«it  /u  d.e«ei!t  Ii 
g  «'lu  a  m  lit.     Diese   i^t  aN«»  auch  dit*  ri  11 /.g*  Id«***,  an 
alle  1'rinripiPii    der  Mechanik   herleiten  nuiss  '•  t.-,  * 
dieser  Art  des  riiil'*siipliir*?iiH  kann  e*  «srheiiipn.   «?.• 
Foltre  der  (îewolinheit  *PHt*-eii   Ni,    h«^t\ndii:   d*  a 
Element  di'r  Ausdehnung  zu  heirarht«  u  und  ii.chi   . 
wplrhe    man    im  (ii* -ciitlipil    immer    aN    eine   \**r-  u 
Punkten    au^ah.      Die    Suli>i»tutn»n    d»»r  Kraftv    U. 


8t>)  IHuleieh   •!>   alten   Pln!fi*o;i?if!i    di*»   i!rf*-«".  !•»    IU 
Meli    «»cl!.-t    uckai-.ut   und   »u«    al*    zur  Vttur   der  K   r   •».- 
trachtet   IiiImmi,  s.i   sa. ich   »  r   t.ieM«  d«*»tn   weniger    «1  *•    !*■■ 
Translation    a>   de    ur^^ri*-  i:li«  hr    tun!    tin'ier   et.-'    r    :< 

Mir  i(    ii  r*    Im  I    l'i  i»  »  .     *»<  •  «T    •»  »^,1  .     tiA»«    !••!!    •!»"  .     !•*«:: 

• .     —    .       »  ...■         .  il...  .'•      !..       a  ...      .'       *.  •      ...        »a      ^  »    • 
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tgwngtn,  welche  Varignon  iu  üio  rationelle  Mechanik  ein- 
führt hat  oiid  welch«  iu  andern- Beziehung»  so  glücklieh 
i  neuneu,  scheint  nus  wesentlich  dann  beigetragen  m  ha- 
rn, die  Lehren  der  gegenwärtigen  Mechanik  zu  begründen» 
e  auf  der  ursprünglichen  Idee  des  Punkte*,  als  Element 
r  ^iisdehnnng  betrachtet,  beruht 

Kann  man  aber  nicht  jetzt  annehmen,  dass  die  beiden 
icertreunlirhen  Bewegungen  der  Körper  des  Universums  z^ 
atkematisehen  Theorieu  Gelegenheit  geben  mnssteu,  iu  de- 
in diese  beiden  Bewegungen  identisch  dieselbe  Rolle  spielen? 
nd  dann  könnte  das  Priucip,  welches  diese  beiden  Theorieu 
reinigte  und  zum  Ucbergang  von  der  einen  zur  andern  die- 
n  würde,  so  wie  das  Theorem,  auf  das  wir  die  geometri- 
he  Dualität  der  Ausdehnung  in  der  Rnhe  gegründet  habe* 
id  das  uus  gedient  hat,  die  beiden  mechanischen  Beschrei- 
mgsarten  der  Körper  mit  einander  zu  verbinden,  dann, 'sag1 
k,  könnte  dieses  Princiu  ein  bedeutendes  Licht  auf  die  Priu- 
pien  der  Naturphilosophie  werfen. 

Kann  man  selbst  vorhersehen,  wo  die  Folgen  eines  sol- 
len Princips  der  Dualität  aufhöreu  würden?  Nachdem  zu 
zwei  alle  Phänomene  der  Natur  und  die  mathematischen 
esetze,  welche  sie  beherrschen,  verbunden  wären,  würde 
irses  Priucip  nicht  selbst  bis  zu  den  Ursachen  dieser  Phär 
ineue  zurückgehen?  Und  könnte  man  alsdann  sagen,  dasi 
im  Gesetze  der  Gravitation  nicht  ein  andres  Gesetz  entsprä- 
be,  welches  dieselbe  Rolle  als  das  des  Newton  spielt  und 
rie  dieses  zur  Erklärung  der  Phänomene  des  Himmels  dient? 
hd  wenn  im  Gegeiitheil  dieses  Gesetz  der  Gravitation  selbst 
m  corrélative  desselben  in  der  einen  oder  andern  Doctrin  wäre, 
•  wie  es  ein  Satz  der  Geometrie  in  der  Dualität  der  begrenzten 
nadchiinng  sein  kann,  so  wäre  es  dann  ein  grosser  Beweis, 
fcn  es  iu  Wahrheit  das  höchste  und  einzige  Gesetz  des  Uni- 
ersuins  ist 

Eilen  wir  diese  Ideen  zu  rechtfertigen  (gegen  welche  wir 
M  keineswegs  die  Einwürfe  verhehlen,  welche  von  der  Gen- 
rifbgalkraft  hergenommen  werden,  die  in  der  Praxis  einen 
fcficalen  Unterschied  zwischen  der  Translation  nnd  der  Ro- 
iion der  Körper  bildet,  von  der  wir  aber  abstrahiren,  weit 
'ir  nur  von  unendlich  kleinen  Bewegnngeu  sprechen),  eilen 
ir,  sag*  ich,  diese  Ideen  durch  einige  Betracht  nagen  über 
ls  zu  rechtfertigen ,  was  uns  schon  geschehen  zu  sein  scheint 
sd  fortgesetzt  werden  kann  in  dem  Sinne  dieser  Corrélation, 
in  der  wir  annehmen,  dass  sie  zwischen  den  Theorien,  he- 
imlich auf  die  Bewegung  der  Translation,  und  denen,  bc- 
iglich  auf  die  Bewegung  der  Rotation ,  stattfiudeu  müsse. 
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$<  4.  Euler  hat  suent  gezeigt,  iass,  wen  étal  Ylrntt 
durch  einen  festen  Punkt  mrückgehälten  wird,  se  ist  jedb 
unendlich  kleine  Bewegung  dea  Körpers  nichts  andres,  all 
eine  Rotationsbewegung  um  eine  gewisse  Gerade,  die  tarit 
den  festen  Punkt  geht. 

Lagrange  hat  uns  in  der  erstem  Ausgabe  seiner  Mot  . 
nique  analytique  (1788)  die  Formeln  gegeben,  welche  Jap 
dienen ,  diese  Rotationsbewegung  in  drei  andre  um  drei  imk 
den  frsten  Punkt  gehende  rechtwinklige  Axe«  na  seriegp, 
Diese  Formeln  haben  eine  merkwürdige  Aehnliebkeit  mit  de- 
nen, welche  sur  Zerlegung  der  geradlinigen  Bewegung  einn} 
Punkts  in  drei  andre  geradlinige  Bewegungen  dienen. 

Später  hat  Lagrange  diese  Analogie  weiter  geft  hat,  in» 
dem  er  in  der  zweiten  Ausgabe  seiner  Mécanique  anmimUfn) 
(1811)  die  geometrische  Construction  der  drei  BwUlisjai 
gab,  welche  eine  einzige  Rotation  ersetsen  kennen.  Jüan 
Construction  fuhrt  sich  darauf  mrttck,  auf  den  TUUtim» 
ajcen  Linien  aufzutragen,  welche  den  Bewegungen  der  Bern* 
tion  proportional  sind  und  diese  Linien  iinumnumusclm 
und  sn  serlegen,  als  wenn  sie  geradlinige  Bewegungen  dar-. 
stellten» 

Sobald  man  wusste,  dass  jede  Bewegung  eines  Kirnen, 
der  durch  einen  festen  Punkt  zurückgehalten  wird,  eine  Ro- 
tationsbewegung um  eine  Gerade  sei,  so  erkannte  man  aerfc, 
dass  die  Bewegung  eines  vollkommen  freien  Körpers  sieh  ii 
jedem  Augenblick  in  zwei  andre  zerlegen  lasse,  von  dama 
die  eine  die  translative  ist,  welche  allen  seinen  Punkten  ge* 
meinschaftlich  ist,  und  die  andre  die  rotirende  um  eine  Ax«, 
die  durch  den  einen  seiner  Punkte  gezogen  ist.  Was  darauf 
zurückkommt,  zu  sagen:  weun  ein  vollkommen  freier  Körper 
eine  unendlich  kleine  Bewegung  erhält,  so  kann  man  darcl 
jeden  seiner  Punkte  eine  Gerade  ziehen,  welche  während  def 
Bewegung  parallel  mit  sich  selbst  bleibt« 

Es  ist  leicht  zu  erkennen ,  dass  alle  diese  Geraden  un- 
ter einander  parallel  sein  werden  und  das  die  eint  «et 
ihnen  sich  in  ihrer  eigenen  Richtung  bewegen  mké\ 
woraus  hervorgeht,  dass  die  Bewegung  des  Körpers  idmueci 
dieselbe  sein  wird,  als  die  einer  Schraube  in  ihrer  Schrau- 
benmutter. 87) 


87)  Ich  habe  dieses  Theorem  schon«  nebst  mehren  asden «  db 
sich  auf  die  Ort*  Veränderung  einen  freien  Körpers  im  IUua  besa- 
hen, ausgesprochen,  ö.  das  Bulteten  universel  des  sciences ^  T.X1V, 
p.  321,  J.  1830,  und  Correspondance  von  Quetelct,  T.  VII,  p.  5Ù- 
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ies  ni  das,  wie  ich  glaube,  was  man  in  Besag  auf 
rie  der  Rotationsbewegungen  gethan  hat  Dabei  wird 
icht  wanderbar  erscheinen,  das«,  nachdem  man  bei 
?gung  eines  freien  festen  Körpers  die  Drehung  nm 
;h  irgend  einen  seiner  Punkte  gezogene  Linie  zu  be- 
gehabt hatte,  dass  man  nicht  darauf  gefuhrt  ist, 
nen,  dass  ein  Körper  mehren  Rotationen  um  Ter- 
1  Axeu  unterworfen  ist,  wie  in  dem  Fall,  wo  er 
neu  festen  Punkt  zurückgehalten  wird,  um  diese 
tuen  Rotationen  unter  einander  zusammenzusetzen. 

e  Aufgabe  wird  durchaus  nothwendig  um  die  ersten 
in  den  von  uns  aufgefassten  neuen  Theorien  zu  thun. 
ins  dazu  geführt,  zu  erkennen:  wenn  ein  Körper 
Rotationsbewegungen  um  verschiedene  Axen ,  die 
ie  im  Räume  Hegen,  unterworfen  ist,  so  Ion* 
f  unendlich  viele  Arten  dieseê  System  von  Ro- 
durch  zwei  einzige  Rotationen  um  zwei  t»«r- 
e  Axen  ersetzen» 

eine  dieser  Axen  kann  in  der  Unendlichkeit  liegen, 
nan  sieht,  dass  die  wirkliche  Bewegung  des  Körpers 
ation  um  die  andre  Axe  ist,  während  diese  sich  in 
euen  Richtung  bewegt.  Ein  Resultat,  das  mit  dem 
imrat,  welches  wir  oben  durch  die  Betrachtung  der 
gen  Bewegungen  der  Punkte  eines  Körpers  erhalten 

Zusammensetzung  eines  Systems  ron  Rotationen  um 
Bliebige  Axen  ist  sehr  einfach  und  bewahrt  die  Ana- 
elche Lagrange  zwischen  der  Zusammensetzung  der 
m  um  verschiedene  Axen,  die  durch  einen  festen 
»hen ,  und  der  Zusammensetzung  der  geradlinigen  Be- 
tt eines  Punktes  gegeben  hat, 

i  wird  auf  jeder  Rotationsaxe  eine  Linie,  proportio- 
rotirenden  Bewegnng  um  diese  Axe,  auftragen  und 
e  Linien  als  ein  System  ron  Kräften  betrachten,  wo- 
n  fester  Körper  sollicitirt  wird.  Mau  wird  olle  diese 
b  zwei  einzige  Kräfte  zusammensetzen  und  ihre  Rieh- 
ais die  Axen  zweier  Rotationen  betrachten,  welche 
gegebene  System  von  Rotationen  ersetzen  können, 
pgnngen  der  Rotation  werden  ihrer  Grösse  nach  durch 
en  Kräfte  dargestellt. 

t  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Rotationen  eines 
um  verschiedene  Axen  Ebenen  angehören ,  die  durch 
en  gelebt  sind,  so  wie  man  die  einem  Körper  mit- 
n  geradlinigen  Bewegungen  oder  die  Kräfte,  welche 
irpcr  sollicitircn,  als  in  einem  derjenigen  Punkte  einet 


tangen  dieser  »Bewegungen  «der  dieser  Kräfte  befinden.  >i>  iù 

Me  dieser  Ebenen  wird  während  der  wirklfeletf 'fl*. 
wegung  de«  Korpers  eich  in  sieh  selbst  um  eine  Gcrafc»  êfè- 
«en,  die  iu  dieser  Ebene  liegt  (diefte  Gerarie  wird  trUMI 
4er  Bewegung  des  Körpers  nicht  ans  der  primitiven  lieft*  lit 
Ebene  herftrisgriren ,  in  def  sie  sich  um  einen  festen  füi 
dreht).  Wir  wo  Ihn  diese  Rotations  *-  Bewegung  der  EbCttPtft 
»ich  selbst  ihre  wirtliche  Rotation  (rotation  éffèctWk 
nnd  die  partielle  Rotation  des  Korpers  nn  die  A»,  wtHI 
in  dieser  Ebene  liegt,  die  der  Ebene  mitgetheiltd  ftetanm 
(rotation  imprimée)  nennen«  So  wird  »tat-  dir  «sä* 
ticke  Rotation  einer  Ebene  das  Resnllat  der  Cowbtnnttos  HL 
-vor  mitgetheilten  Rotation  nnd  der  andern  Rotationen  m% 
welche  den  übrigen  Ebenen  des  Körpers  mitgetheitt  a«nfcv*i 

Unter  Annahme  dieser  Benennungen  fcomjnt  mai  Ira"  flt» 
gendem  Theorem  :  ,,a 

Wenn  ein  Körper  mehren  'gleichzeitigen  Rotattsism 
•ri»  verschiedene  Aaren  unterworfen  istf  und  ttamfc'  an* 
durch  diese  Aaren  Ebenen  im  Körper  gelegt  denkt,"* 
werden  diese  Ebenen  wirkliche  Bewegungen  in  sich  sétê 
erfahren  \ 

Wenn  man  das  Produit  der  wirklichen  Rtimtita  je- 
der Ebene  durch  ihre  mitgetheiüe  Rotation  und  dsm 
den  Cosinus  des  Winkeis  bildet  3  den  die  Axen  dieser 
beiden  Rotationen  mit  einander  machen ,  so  wird  He 
Summe  dieser  Produkte  eine  constante  Quantität  tria, 
.welche  auch  die  Ebenen  sein  mögen  %  die  durch  diese  Rs- 
talionsajcen  gelegt  wurden  ; 

Diese  Quantität  wird  gleich  sein  der  Summe  der 
Quadrate  der  mitgetheilten  Rotationen,  dazu  addirt  dk 
doppelte  Summe  der  Produkte  aus  je  zwei  dieser  Rote- 
tionenj  multiplicirt  in  den  Cosinus  dieses  Winlels,9  des 
ihre  Axen  mit  einander  bilden* 

Wenn  ein  Körper,  der  mehren  Rotationen  nntfrvsrfn 
ist,  sich  im  Gleichgewicht  befindet,  und  man  laust  ihn.  eise 
unendlich  kleine  Störung  erleiden,  so  erleiden  die  durah  dt 
Rotationsaxen  gelegten  Ebenen  wirkliche  Rotationen  in  wd 
selbst:  wir  wollen  diese  Rotationen  die  virtuellen  Rotations 
der  Ebenen  nennen. 

Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  des  Körpers  wird  •*■ 
durch  eine  Gleichung  ausdrücken  lassen,  welche  nno-en 
Princip  der  virtuellen  Rotationen  liefert,  das  dem  Priarif 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  analog  ist.  Folgeades  M 
dieses  Princip  : 
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•  Wenn  versckiedenc  Ebenen  W«n  festen  Körpen*  JRtv 
tioucn*  um  .verschiedene ±  in  diesen  Ebenen  enthalten^ 
wen  unterworfen  sind,  und  wenn  diene  Rotationen  sich 
r»  Gleichgewicht  halten  sollen  $  so  ist  es  nöthig,  dass$ 
nw  man  dem  Kür  per  eine  unendlich  Heine  Bewegung 
iuàeilt9  und  wenn  man  fur  jede  Ebene  da*.  Produkt 
ts  Meiner  mitgeteilten  Rotation  in  seine  wirtliche  £*> 
tion>  und  in-  den.  Cosinus  des  Winkels  x  den  die  Axen 
esftr  beiden  Rotationen  mit  einander  .machen,  bildet ,  so 
t  es  néthig,  sag9  içhy  und  hinreichend  %  dass  die  Summe 
1er  dieser  Produkte  gleich  Null  ist. 

Das  Bisherige  wird  hinreichen,  na  es  deutlich  so  na» 
m,  inwiefern  wir. meinten,  dass  es  m&glioh  wäre,  neue 
actrinen  in.  der  rationellen  Mechanik  in  erschaffen,  iu4em 
aa;ia  den  gegenwärtigen  Theorien,  in  sofern  es  die  allga» 
eins  Bewegung  eines  Körpers  betrifft,  Rotations- Bcwegmi- 
»n  für  die  geradlinigen  Bewegungen  nnd  in  Bi»iug  auf  die 
•rper  seiltet,  als  T heile  der  Ausdehnong  betrachtet,  Ebenen 
\r  eis  Punkte  substituirt,  wie  man  es  .in  der  reinen  und  in 
ar  analytischen  Geometrie  thua  kann.  •*) 

§•  6.  Ohne  xu  untersuchen,  ob  diese  neuen  Lehren  ei- 
le« Vortheile  in  ihrer  Anwendung  auf  Fragen  der  praktl- 
fehea'nnd  der  physischen  Astronomie  darbieten  fcöiinen,  was 
isn  TÎelleicht  a  priori  bestreiten  kftnnte,  weil  es  wahir- 
rfceinlich  erscheint,  dass  die  gebräuchlichen  analytischen  Me~ 
beden,  die  sich  auf  die  Coordinatenthcorie  ton  Deacartes 
rinden,  besser  zu  den  rorhandenen  Theorien,  als  m  äen 
tuen  passen,  so  glauben  wir  doch  wenigstens,  dans  ihre 
finfthrnng  in  die  rationelle  Mechanik  geeignet  sei ,  ein  neue« 
Jtht  auf  deren  weites  Gebiet  im  Ganzen  gu  werfen,  so  wie 
«eh  auf  mehre  besondre  Untersuchungen,  welche  un*  noch 
rient  rollstândig  durchgeführt  zu  sein  scheinen.  Wir  fuhren 
ib- Beispiel  die  wunderbare  Analogie  an,  welche  zwischen 
Im  Kräften  nnd  ihren  Momenten  in  Bezug  auf  einen  festen 
takt  stattfindet;  eine  Analogie,  die  sich  sehr  einleuchtend 
Inreh  die  sinnreiche  Theorie  der  Koppeln  in  der  Statik  er- 
tluH.    Diese  Uebereinstimmung  findet  sich  in  der  Dynamik 


■  i 


88)  Diene  Theorie  der  Rotations-  Betreeungen  wird  nothwendig 
tau- VheÜ  '  demjenigen  Kwtifte»  der  Mechanik  ausmachen  tnflxKen, 
relatai  Ampère  in  seiner  Clarification  der  menschlichen  Kenntnisse 
•1er  dem  Namen  Cinématique  CWisseu^cliaft  der  newcciingj  be- 
reift, welche  der  Statik  vorhergehen  und  mit  Ihr  den  vollMftnditcn 
lejienstand  der  Kleinentar-  Mechanik  ausmachen  soll  (&.  Essai  sur 
i  Pküosephie  des  sciences  vor  Ampere,  in  8.,  1834») 


xwischen  den  geradlinigen  Bewegnagen  and  ihren 
ia   Besag   auf  einen  Punkt  wieder;  bau  erkenn!  ni«  in  oj* 
beiden  Principicn  von  der  Erhaltung  der  Bewegung  d 
punkte  nnd  der  Winkelflachen  |   Biaet  hat   sie  anck  an 
Princip  der   lebendigen  Kräfte  bewiesen.    Sie  dehnt  skhf^ 
wies  noch  weiter  aus,  nnd  ihre  bit  jetât   noch   aabekaHfc 
erste  Ursache  ist  eine  Frage  rom  höchsten  Intéresser        ..* 

Die  eben  erwähnte  Theorie  der  Koppeln  scheint  «•  aal 
Lehre  sa  sein ,  die  rollkommen  mit  den  Ton  ana  entwioiafe* 
Ideen  der  Corrélation  übereinstimmt.     Es  ist  din  8tatik9  -* 
an  sagen,  auf  unparteiische  Weise  behandelt  in  B 
die  doppelten  Lehren  der  Dynamik,  welche  wir 
haben.    In   der  That  spielen  die  Koppeln  dnrehana 
Helle,  als  die  einfachen  Kräfte;  diese  acheinen  für  die-ht 
wegiing  der  Translation   bestimmt   su  aeia  nnd   die  KappeJi 
für  die  Rotations -Bewegung;   die  einen  nnd  die  ander*  aiajt 
denselben  mathematischen  Gesetzen  der  ZusammenseUaag 
der  Zerlegung  unterworfen.     Wir  können  also  diese 
Theorie  der  Koppeln  als  eine  äusserst  glückliche 
betrachten,   die  unumgänglich   nothwendig   sein  dürfte,  ah 
Einleitung  su  einer  vollständigen  Theorie  der  doppelten  ty» 

"  ,  toii  der  wir  sprachen. 


§.  7.  Nachdem  ich  daranf  geführt  worden  war,  dfc 
Rotations -Bewegnngen  eben  so  wie  geradlinige  Bewegangn 
au  betrachten,  und,  so  wie  ich's  gethan  habe,  diese  Frage 
an  die  Dualität  der  in  Ruhe  befindlichen  begrenzten  Ais- 
dehnung  anzuknüpfen,  las  ich  die  ausgezeichneten  Betrach- 
tungen, welche  mein  alter  Genosse  der  polytechnischen  Schale, 
Aug.  Comte,  Aber  die  Theorie  der  Koppeln  des  Po  in  net  ab- 
gestellt hat,  in  den  vier  Vorlcsnngen  seines  Cours  de  phi- 
losophie positive ,  worin  er  Ten  der  Mechanik  handelt.  Irb 
war  ausserordentlich  erfreut,  meine  Ideen  über  diesen  Gegen- 
stand durch  die  Art  bestärkt  xu  sehen,  auf  welche  dieser 
tiefe  Denker  die  allgemeine  Frage  ron  der  Bewegung  der 
Körper  auffasst  und  den  Nutsen  der  Theorie  der  Koppels 
bei  Untersuchungen,  die  sich  daranf  beziehen. 

Ich  will  diese  Note  mit  den  eigenen  Worten  Ton  A^f. 
Comte  beschlossen,  welche  die  Aufmerksamkeit  der  Geonrier 
auf  die  neuen  Lehren,  welche  man  in  die  Dynamik  einfUres 
kann,  lenken  werden. 

„Welches  auch  in  der  Wirklichkeit  die  fundaaMalaba 
Eigenschaften  der  Auffassung  des  Poinsot  in  Besag  auf  die 
Statik  sein  mögen ,  so  mnss  man  nichts  desto  weniger,  wie 
es  mir  srheint,  anerkennen,  dass  sie  durch  ihre  Natur  we- 
sentlich  sur  Vervollkommnung   besonders   der  Dynamik  k- 
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mmf  ist ,  find  ich  glaube  in  dieser  Hinsieht  mit  Bestimmt- 
it  aussprechen  zu  können ,  dass  diese  Erfindung  ihren  haupt- 
ch  liebsten  Einfluss  noch  nicht  ausgeübt  hat  Man  muss  sie 
der  That  als  direct  geeignet  ansehen,  nnter  einem  sehr 
ch eigen  Gesichtspunkt  seihst  die  Elemente  der  allgemeinen 
rnamik  zu  vervollkommnen,  indem  sie  den  Begriff  der 
otations- Bewegung  eben  so  natürlich,  eben  so  gelüu- 
p  und  beinahe  ebenso  einfach  macht,  als  den  der  trän «- 
tiven  Bewegung  ;  tlenn  die  Koppel  kann  als  das  na- 
rliche  Element  der  rotirenden  Bewegung  angesehen 
wrden,  so  wie  die  Kraft  es  für  die  Bewegung  der 
ranslation  ist. 

Nachdem  diese  Note  schon  geschrieben  war,  erschien 
B  Werk  von  Foinsot  Aber  eine  neue  Theorie  der  Rotation 
v  Körper.  Diese  Schrift  realisirt  die  Ideen,  welche  wir 
a  der  Möglichkeit  und  Nützlichkeit  hatten,  in  die  Dynamik 
b  directe  Betrachtung  der  Rotations  -Bewegungen  gleich  der 
r  Bewegungen  der  Translation  einzuführen.  Durch  diese 
it  wunderbarem  Scharfsinn  dargestellte  Methode  lindet  sich 
möge  eines  einfachen  Raisonnements  eine  zusammengesetzte 
id  schwierige  Aufgabe  aufgelöst,  die  bisher  der  höchsten 
■aljsis  angehörte,  und  es  finden  sich  darin  schöne  Thco- 
tte  bewiesen,  welche  dieser  Analysis  entgangen  waren  und 
siehe  ein  klares  Bild  von  allen  Umständen  bei  der  Rotation 
aes  Körpers  liefern. 


Note  XII. 

(Zweite  Epoche,  §.  2.) 

]eber  die  Geometrie  der  Inder-,  der  Araber, 
er  Lateiner   und  der  Abendlander  im   Mit- 
telalter. 

Die  Grenzen,  in  welche  wir  uns  haben  einschließen 
üssen,  erlaubten  uns  nur  von  den  hauptsächlichsten  Est» 
»cleungen  in  der  Geometrie  zu  sprechen,  besonders  von  dé- 
ni, welche  zu  irgend  einer  Theorie  oder  einer  Methode  Ge- 
genhrit  gegeben  hatten,  die  flieh  auf  die  moderne  Geome- 
ifc  bezieht.  Deshalb  haben  wir  den  Anfang  unsrer  «weiten 
peihe  auf  die  Arbeiten  des  Victa  gesetzt.    Aber   schon   seit 


aaahr  «Il  «un  JfthrlMsdert mr  dia  fiavaetrie  eifrig  nhriii 
worden,  und  wenn  «le  auch  nicht  durch  Me4hode*  tm  W 
eondrer  Wichtigkeit  boreicbert  tat ,  wie  dis  Aualvai«,  "«Irin 
il  diesem  Joli  r  hundert  ihre  Entdecke  âge*,  bis  xur  Aaflâtttl| 
der  Gleichnagen  Tom  drittem  und  Times  Grad  bracht? ,  u 
haben  dock  die  Arbeiten  der  Schriftsteller,  die  sieb  mit  in 
beschäftigten ,  niekU  deata  weniger  die  grossen  Arbeite*  ia 
Gsameler  dea  17ten  Juhrhnndcrts  Torbereilel,  haaplsàcaiié 
durch  die  Einführung  eines  neuen  Eléments  in  dies«  WitHtr 
nehaft,  welches  der  Kein  tu  ihren  ferneren  Fortschritten  ut. 
Dieses  Element  war  der  algebraische  Calcul ,  welcher  i* 
Griechen  nirht  bekannt  war,  oder  den  sie  Verwarfen,  in  FtMJI 
jhrer  scharfen  Unterscheidung  ■wischen  Arithmetik  und  Se* 
Metrie.  So  beweisen  sie  a.  B.  an  Fignren  und  durrh  rein 
geometrische  Betrachtungen  die  »weif  ersten  SüUe  des  tifft- 
lau  Buchs  im  Eiiclid,  welche  im  Grunde  um  RecbnuBgsrtgeB 
sind.  Dieses  Element  aber  bildet  den  speziellen  Chacalit* 
der  Geometrie  des  Viela,  Fermai  nnd  Desearles;  wir  mai  ■. 
daher,  nm  bis  sur  Quelle  einer  so  grossen  nud  so  nûtilichn 
Neucruiijr  suriieksngeben  nud  um  aie  in  ihrer  Entwickelt*! 
sn  verfeigen,  einen  Blick  anf  die  ersten  Arbeiten  der  Ge#- 
meter  heim  Wiederanfblühen  der  Wissenschaften  werfen. 

Für  diesen  Zweck  hatten  wir  die  Note  bestimmt.  Nach- 
dem nie  aber  schon  geschrieben  war,  erschien  der  erste  Bas*" 
der  Histoire  des  sciences  mathématiques  en  Italie,  wen* 
Libri,  in  einer  beredten  Vorrede,  den  Gang  der  \\ ;.,.,-:■  ■■ 
ten  bei  den  verschiedenen  Völkern  der  Erde  auseiuandersrbd, 
anstehend  von  dem  frühesten  Allerlbam.  Dieses  Werk,  tu 
dein  jede  Seile  den  Stempel  der  tiefsten  und  die  höchste  Be- 
wunderung erregenden  Gelehrsamkeit  träfet,  theitl  dm  Arabrri 
nnd  Indern  einen  grossere  Aulheil  an  der  Eulwickeluug  de 
Wissenschaft  eu  iu,  als  mau  bisher  angenommen  bat. 

Wir  haben  daher  geglaubt,  in  Eile  einen  Blick  auf  in 
gen  metrischen  The.il  der  indischen  und  araliisrhem  Werl» 
werfen  iu  müssen,  tau  denen  uns  in  den  kl /.toi  Jahren  ïf- 
lehrte  englische  Orientalisten  Uebersetxungen  geliefert  bahn. 
UüiI  nun  diesen  Ahriss  der  verschiedenen  Elemente,  welcit 
bei  dem  Wiederaufleben  der  Wissenschaften  in  lînropa  coi- 
currirten,  haben  wir  auf  die  Geometrie  .der  Lateiner  und  in 
Mittelalters  ausgedehnt. 

„Der  menschliche  Geist  scheint  oinon  sfl  tiolhwrndi^» 
Weg  an  geben,  jeder  Forlschrill  scheint  so  »ehr  tnraiii  •*- 
stimmt  zu  nein,  dass  man  vergebens  Tecsnchen  würde,  dir 
Geschichte  eines  Volks  oder  einer  Wissenschaft  iu  schrei*«, 
indem  tuau    von   irgend    einer   Epoche   ausginge,    ubm  cjm* 
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Kok  Ulf  die  vorhergehenden  Zeiten  und  Ereignisse  %m  wer- 
m." M)  Dieses  gerechte  Urtberl  wird  au  nur  Eutscholdi- 
mg  fax  die  Länge  dieser  Note  diesen. 

Geometrie  der  Inder* 

Sil  wir  von  den  Arabern,  durch  nn*re  vielfältigen  Ver- 
fadwngcn  mit  diesem  Volke,  nnser  Zahlensystem  erhalten 
abew,  so  haben  wir  anfanglieh  ihnen  die  Ehre  dieser  geist-* 
sichern  and  fruchtbaren  Idee  zugeschrieben,  welche  denWis- 
tuchaften  nnd  besonders  der  Astronomie  so  bedeutende  Dienste 
^leistet  hat.  Aber  man  hat  seitdem  aus  verschiedenen  Do« 
■menten,  die  von  den  Arabern  selbst  ausgingen,  erkannt, 
tas  die  Ehre  den  Indern  gebührt.  Eine  so  «rhöne  nnd  so 
ittkliche  Erfindung,  welche  mit  nnr  neun  Zeichen,  die  ihren 
IVerth  Ton  ihrer  Stellung  nach  einem  gewissen  Gesetz  erhiel- 
feiten,  jede  denkbare  Zahl  auszudrucken  lehrte  and  die  bei 
hm  Lateinern  so  nnheqitemen  Rechnungen  abkürzte,  war  ge- 
ufeuet,  ihren  Urhebern  die  Achtung  ron  Europa  zu  erwerben, 
■etehes  sie  allgemein  angenommen  hatte,  nnd  zu  der  Ver- 
nthnng  sn  führen,  dass  die  Hindns  auch  andre  Fortschritte 
ta  den  mathematischen  Wissenschaften  sn  machen  im  Stande 
gewesen  wären. 

In  der  That  fand  man  bald  einige  Andentnngen ,  ans  de- 
hervorzugehen  schien,  dass  dieses  Volk  auch  die  höhere 
ik  eultivirt  habe,  aus  der  sich  die  ableitet,  welche 
ran  den  Arabern  durch  Fibonacci  überliefert  ist,  unter 
km  Titel  Algebra  et  Almucabala  und  welche  heutigen  Ta- 
gt! usre  Algebra  bildet. 

Die  Geschichte  der  Wissenschaft  war  lebhaft  für  die 
Aifltlärnng  dieser  ersten  Andeutungen  inlercssirt.  Seit  20 
hären  hnben  sie  ihre  volle  Bestätigung  erhallen. 

Im  Anfange  dieses  Jahrhunderts  war  ht  en  uns  Taylor, 
&rarhev  nud  Colehrooke  **)  mit  den  mathematischen  Werken 
iweier  indischen  Autoren  bekannt,  welche  für  die  berühmte« 
tfta  ihrer  Nation  gelten,  Brahinegupta  und  Bhascara  Acha- 


W)  Histoire  des  sciences  mathématiques  en  Italie,  von  Librf, 
Virrede  p.  3. 

90)  Bija  Ganita )  or  the  Algebra  of  tke  Hindu* ^  by  Ed.  Stra- 
Cftiy.  London  1813,  in  4.  —  Lilarati  or  a  treatine  on  Aritkmetie 
M  Geometry  by  ilhascara  Acharya,  translated  frotn  the  original 
*werit  hy  J.  Taylor.  Bombay  1816,  in  4.  —  Algebra  trith  Arith- 
+etlc  und  Mensuration  *  from  the  sanscrit  of  llrahmeaufda  und 
lawora,  translated  by  IT.  T.  Colebrooke.    Luudon  1317,  in  4. 
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ryft)  der  erste  aas  dem  6ten  and  der  m  weite  am  de«  ttp 

Jahrhnndert  «1er  gewöhnlichen  Zeitrechnung«  Diese  W«h* 
handeln  von  der  Arithmetik,  der  Algebra  nnd  der  Gern* 
trie.  Die  Arithmetik  nnd  die  Algebra  machen  davend* 
beträchtlichsten  Theil  aus  und  bestätigen  vollständig  dis  m 
Gunsten  der  Inder  aasgesprochene  Meinung,  dans  aie  die  M* 
Hader  dieser  beiden  Zweige  des  Calcsie  wären,  M  wie  wir 
sie  von  den  Arabern  empfaugen  haben,  nnd  selbe*  noch«* 
einem  Zustande  grösserer  Vollkommenheit.  ,^ 

In  der  Thal  schreiben  die  CommenUre  rersehiedcM  ü 
dischon  Autoren,  welche  den  Text  dieser  beiden  Werks  ht 
gleiten,  einem  andern  Autor,  der  noch  älter  als  Brahmqm 
ist  und  den  sie  Aryabhatta  nennen,  die  Auflösung  einer  Utk 
chnng  des  ersten  Grades  mit  swei  unbekannten  Grössen  jp 
pausen  Zahlen  in ,  und  swar  nach  der  Methode  des  Badty 
de  JVleziriac,  welche  in  Europa  zuerst  erschien.  „Die  Wfdt 
des  Brahmegnpta  nnd  Bhascara  enthalten  Unter  suchnngEa% 
ncr  viel  hohem  Ordnung.  Ausser  der  Auflösung  einer  Qfc 
chung  mit  Biner  unbekannten  Grosse  vom  zweiten  Grade.Jtl 
der  einiger  Gleichungen  Ton  höhern  Graden  findet  man  dNJp 
die  Manier,  aus  einer  einsigen  Lösung  einer  Uiibestim* 
ten  Gleichung  des  sweiteu  Grades  mit  swei  nniiehansMl 
alle  andern  ganzzahligen  Lösungen  abzuleiten;  und  diese A4* 
lösung,  welche  wir  Euler  verdanken,  war  den  ludern  soi 
mehr  als  sechs  Jahrhunderten  bekannt.  Eine  Rechnung,  vil» 
che  Aehnlichkeit  mit  den  Logarithmen  hat,  besoudere  ein- 
reiche Bezeichnungen  und  besonders  die  grosse  Allgemeinheit 
iu  der  Ansprache  der  Probleme  bezeugen  die  Fortschritte  da 
indischen  Analysis.  Diese  Wissenschaft,  welche  die  Inder 
auf  die  Geometrie  und  Astronomie  anwandten,  war  fur  M 
ein  wichtiges  Hülfsmittel  der  Untersuchung ,  und  man  hmms 
lobend  mehre  geometrische  Probleme  erwähnen,  für  welch 
sie  elegante  Losungen  gefunden  haben." 

Wir  begnügen  uns  mit  dieser  gedrängten  Angabe  der 
analytischen  Arbeiten  der  Hindns,  die  wir  ans  der  Histoire 
des  sciences  des  mathématiques  von  Libri  entlehnt  haben. 
Wir  müssen  aber  in  eine  genauere  Entwickelnng  eingehen, 
um  ihre  Geometrie  darzustellen,  welche  in  ihr  nnser  beffi- 
drer  Gegenstand  ist. 

Man  hat  sich  in  den  Auszügen  nnd  den  Analysen,  dit 
man  dovon  gegeben  hat,  damit  begnügt,  einige  Sätze  au» 
geben,  z.  B.  das  Quadrat  der  Hypotenuse;  die  Proportiona- 
lität der  Seiten  in  gleichwinkligen  Dreiecken;  die  Segmente, 
welche  durch  das  Perpendikel  auf  der  Basis  eines  Dreiecks 
bilden;  dip  Flache  dieser  Figur  als  Function  der  drei  Sri-. 
ten;  ein  angenähertes  Vcrhältniss  der  Peripherie  sum  Durch- 


er;  die  Wertke  der  Seiten  der  sieben  ersten  regelmässi- 
ges Polygone,  die  einem  Kreise  eingeschrieben  sind;  eine 
Delation  zwischen  der  Sehne  eines  Bogens,  seinem  Sinus - 
rersns  nnd  dem  Durchmesser;  und  endlieh  einige  Sätze  über 
lie  Berechnung  der  Distanzen  durch  den  Schatten  des  Gns- 
mmm».  ") 

Man  kat  allgemein  geglaubt,  in  diesen  verschiedenen 
Utaen  nnd  folglich  in  dem  geometrischen  Theil  der  Werke 
les  Brahmegupta  und  Bhascara  nur  Elemente  der  Geometrie 
«  ecken  9  oder  wenigstens  die  elementaren  und  ersten  Sätze, 
imf  denen  die  ganse  Wissenschaft  der  Hindus  beruht«  Se 
bal  man  ihre  geometrischen  Kenntnisse  als  unendlich  weil 
mter  ihren  Kenntnissen  in  der  Algebra  betrachtet. w)  Indem 
wir  uns  aber  davon  Rechenschaft  abzulegen  suchten,  durck 
tiae  genane  Untersuchung  des  geometrischen  Theils  der  indi- 
jeken  Werke,  der  Bedeutung  mehrer  Sätze,  von  denen  man 
■eck  niekt  gesprochen  hatte,  nnd  der  Rolle,  welche  diese  Ter- 
nfciedenen  Wahrheiten,  die  zuerst  ohne  Verbindung  und  wie  ganz 
iwfillig  durch  einander  geworfen  erscheinen,  in  diesem  Werke 
»pMen,  sind  wir  zu  der  Brkenntniss  gekommen,  dass  einer 
Mto  die  bisher  nicht  erwähnten  Satze  gerade  die  sind,  wel- 
che den  meisten  Wertk  kaben,  nnd  dann,  dass  besonders 
las  Werk  des  Brahmegupta,  weit  davon  entfernt,  uns  Ele- 
te  der  Geometrie  oder  eine  Zusammenstellung  der  bei 
Hindus  gebräuchlichsten  Sätze  zn  liefern,  ganz  einfack 
einer  einzigen  geometrischen  Theorie  handelt. 
Diese  Theorie  ist  die  des  Vierecks,  welches  einem  Kreise 
angeschrieben  ist.  Brahmegupta  löst  folgende  bemerken»- 
verthe  Aufgabe:  Ein  einbeschreibbares  Viereck  zu  con- 
Wruiren ,  dessen  Flache,  Diagonalen ,  Perpendikel  und 
verschiedene  andre  Linien,  so  wie  auch  der  Durchmeêêer 
tes  Kreises  9  durch  rationale  Zahlen  ausgedrückt 


SO  Correspondance  polytechnique ,  Tom.  III,  Januar  1816;  efn 
.rtfkol  übertragen  von  Terqnem  au«  dem  Werke  von  Hutton ,  Tracts 
m  Mmtkematical  etc.,  111  Vol.  in  8.,  London  1612.  Button  batte 
Imme  neuen  und  kostbaren  Documente  über  die  Algebra  und  Geome- 
•ie  der  Inder  von  Strachey  erhalten,  nachdem  die  Bekanntmach  un- 
■H  diese»  gelehrten  Orientalisten  erschienen  waren.  —  Edinbonry 
\mviewj  1817,  Nr.  LV1I.  —  Delambre  Histoire  de  V Astronomie 
meienne^  T.  I;  und  Histoire  de  l'Astronomie  du  moyen  «ft,  DU- 
»ri  préliminaire.  —    Journal  des  Sa  ratut,  Sept.  18 i 7. 

A2)  They  {tke  ain/Itu)  eultirated  Algebra  muck  more,  mnd 
tUk  yreater  sucresSj  tkan  Geometry  ;  as  U  evident  from  tke  com- 
mrmtirely  low  state  of  their  Knowledge  in  tke  one%  mnd  tke  kiyk 
ftck  of  tkeir  atteinments  in  tke  otker.  Colebrooke:  ßrmkmeyuptm 
né  Bkmscmrm,  Algebra y  Diasertatiou  p.  XV. 


Dieses  al  der  Z#esk  dès  Werks  TOB-Bnhaneganla, 
wir  uns  nicht  in  der  lnterp  retatio»  der  nseisteav  « 
tausche»,  de ren  Sinn  .Man  wege*  der  ans ser»rde —Kenia  ftaf 
risiou  ihrer  Aussprache  «rfatkea  muss,  da  ia  ilrnen  der  avisa* 
Tkeil  der  Bedingungen  fehlt <  die  darin  eingebe*  seUfttm:  ** 

Man  wird  ohne  Zweifel  erstaunt  eein  sa  sehet,  dam 
das,  was  man  yor  einer  aufmerksamen  Leetftret  ab  dit'Xb- 
mente  der  Geometrie  hat  betrachten  können,  sieh  auf  euV 
ehe  Untersuchungen  redacirt  Diese  Untersteh  vage«  sripaj 
wenn  nicht  ron  einen  sehr  aasgedehnten  Wissen ,  sa  dal 
wenigstens  rsn  einer  gewissen  Gewandtheit  in  der 
«nd  Ton  einer  Fertigkeit  im  Calcul.  In  dieser  Hinsicht 
sie  in  dem  algebraischen  Geist  der  Hindns,  Sis  zeigen, 
es  nns  noch  gänzlich  fibrig  bleibt,  ihre  Elemente  der 
kennen  sn  lernen,  nnd  erregen  in  nns  den  Wanseh, 
man  noch  andre  ähnliche  Fragmente  ans  der  Zeit'  des 
megopta  oder  aus  früherer  Zeit  auffinde*  nrôge;  denn' dl 
beweisen,  dass  damals  dis  Geometrie  mit  Erfolg  cnfthhl 
worden  ist.  -\ 

Das  Werk  des  Bhascam  ist  nnr  eine  sehr  nnvi 
mené  Nachahmung  ron  dem  des  Brahmegnpta,  welches 
mentirt  nnd  entstellt  ist«  Man  findet  darin  noch  einige- 
Untersuchungen  über  das  rechtwinklige  Dreieck  (weiche  s* 
ron  Brahmegnpta  behandelten  Untersuchung  fremd  warn)i 
einen  merkwürdigen  Nähernngswertb  ffir  die  Flache  des  Km* 
ses  als  Function  des  Durchmessers;  den  Werth  der  Brian 
der  sieben  regelmässigen  eingeschriebenen  Polygone  als  Fese- 
tion  des  Radius;  und  eine  Formel  für  die  näherungsweus 
Berechnung  der  Sehne  als  Fnnction  des  Radins  nnd  umaa* 
kehrt.  Aber  die  wichtigsten  Sätse  des  Brahmpgiipta,  A 
sich  auf  das  einem  Kreise  einheschreibbare  Viereck  besiehrs, 
sind  darin  ausgelassen  oder  als  ungenaue  aufgeführt.  Diu 
zeigt,  dass  Bhasrara  sie  nicht  verstanden  hat. 

Dieser  Umstand  und  die  Comment  are  der  Yer^rhiedem 
Scholiaaten  scheinen  uns  zu  beweisen,  dass  seit  BrahmegspU 
die  Wissenschaften  in  Indien  in  Verfall  gerathen  sind  uW 
dass  das  Werk  dieses  Geometors  aufgehört  hat  verstanden  f* 
werden.  Man  weiss  übrigens,  dass  in  gegenwärtiger  Zeil 
die  indischen  Gelehrten  in  der  Mathematik  Tollkommen  un- 
wissend sind.  M) 


93)  Zu  Poona,  welches  man  als  das  Hnopt-EtaMb*emeitt  Äf" 
Braminen  betrachten  kann ,  giebt  tn  hfichstens  10  oder  12  Per»W» 
die  den  Lilavatl  oder  Bija-Gauita  verstehen:  nnd  obgleich  e*  ■•M 
Astronomen  ron  ProfeMion  in  Bombay  sieht,  ko  hat  doch  Tarl* 
nicht  einen  einzigen  gefunden,  der  eine  Seite  in  Lilavatl  trn»tawW 
hatte.    (Dclanibre,  ÜUtoire  de  VAàtrmtomie  mneienncy  T.  1,  p.$Jfc) 
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Wir  wollen  jetzt  eine  gedrängte  Uebcrsicht  der  Werke 
s  Brabmegupta  geben.  Daranf  wollen  wir  ebenso  das  des 
lascara  durchgehen  und  die  bemerkenswerten  Unterschiede 
deuten,  welche  wir  in  diesen  beiden  Werken,  die  in  einem 
Lervall  Ton  sechs  Jahrhunderten  gesehrieben  sind,  gefunden 
tben. 


lieber  die  Geometrie  des  Brahmegupta. 

Die  Werke  des  Brahmcgupta,  wofür  Europa  dem  be- 
kbmten  Colelirookc  verpachtet  ist,  sind  Auszüge  ans  einem 
fcrke  über  Astronomie,  in  dem  sie  das  12tc  nnd  18te  Ka- 
tel  bilden.  Das  12te  ist  eine  Behandlung  der  Arithmetik 
»etitelt  G  a  ni  ta)  und  das  18le  eine  Behandlung  der  Algebra 
ietitelt  Cuttaca).  Die  Geometrie  bildet  einen  Theil  in  der 
bhandlung  über  Arithmetik  und  nimmt  die  Sectioncn  V,  VI 
..  IX  ein,  welche  im  englischen  Text  die  Titel  fuhren: 
Hanc  figure ,  Excavations ,  Stacks,  &aw,  Mounds  of 
ira  tu  j  Mcasure  by  shadow. 

Sie  vierte  Section,  welche  den  Titel  führt:  Plane  Fi" 
mrc;  Triangle  and  Quadrilatéral ,  besteht  aus  23  Sätzen, 
ic  in  den  §.  21 — 43  enthalten  sind. 

Alle  Sätze  reduciren  sich  auf  elliptische  und  sehr  con- 
to Aussprüche  und  sind  von  keinem  Beweise  begleitet.  Sie 
imé  ganz  allgemein  dargestellt  ohne  Hülfe  irgend  einer  Fi- 
pr  nnd  ohue  das  s  im  Texte  selbst  irgend  eine  Zahlenan- 
rendung  gemacht  wiirc.  Aber  die  Noten  eines  indischen  An- 
sts,  mit  Namen  Chaturveda,  enthalten  darauf  bezügliche 
ftgnreu  und  Anwendungen. 

Einige  von  den  Sätzen,  aber  nur  in  geringer  Anzahl, 
ind  verständlich  und  ihre  Aussprache  enthält  alle  T heile, 
reiche  zu  einem  vollständigen  Patze  gehören.  Die  andern 
ei  och  sind  sehr  unvollständig  ausgesprochen  und  erwähnen 
Car  nicht  bemerkenswerte  Bedingungen  der  Aufgaben,  deren 
Kenntnis*  noth wendig  ist.  Wenn  es  sich  z.  B.  um  ein  Vier- 
eck handelt,  so  reducirt  sich  der  Satz  auf  den  Ausdrnck  der 
hängen  seiner  vier  Seiten  und  lässt  die  andern  zur  Con- 
traction d'»s  Vierecks  notwendigen  Bedingungen  nnhekannt, 
iben  so  wie  die  Eigenschaften  dieser  Figur,  welche  der  Au- 
tor in  diesem  Satze  auszusprechen  beabsichtigte.  Alle  diese 
Sitze  des  Brahmcgupta    müssen  also  erst  errathen  werden. 

Der  Sinn,  welrhen  wir  ihnen  gegeben  haben,  hat  uns 
m  der  Ansicht  geführt,  dass  der  Zweck  dieses  Werkes  die 
aaflösung  folgender  vier,  aufs  Dreieck  und  Viereck  bezüg- 
lichen Aufgaben  gewesen  sei: 

Gr*rb.   der  Grnni  30 
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1)  Ah  Function  der  drei  Seiten  eine*  Dreiecke, 
Fläche  und  den  Radins  des  umgeschriebenen  Kreise*  m 
finden  ; 

2)  Ein  Dreieck  xu  construiren,    in   welchem  Um 
Fläche  und  dieser  Radius  durch  rationale  Zahlen 
drückt  sind,  indem    die  Seiten   selbst    rationale 
sind  ; 

3)  Wenn  ein  Viereck  einem  Kreise  eingeschridm 
ist  y  als  Functionen  seiner  Seiten  folgende  Stücke  sa  Jv- 
stimmen:  seine  Fläche,  seine  Diagonalen ,  seine  JRtrps- 
dikulären,  die  Segmente ,  welche  diese  Linien  durch  ih- 
ren gegenseitigen  Durchschnitt  auf  einander  bilden,  ssd 
den  Durchmesser  des  Kreises; 

4)  Etullich  ein  Viereck  zu  construire*,  das  eimm 
Kreise  eingeschrieben  werden  kann  und  in  dem  alle  dkm  I 
Stücke,  seine  Fläche,  seine  Diagonalen ,    seine  Perpto- 
dikulären,  ihre  Segmente  und  der  Durchmesser  des  Eni' 
ses  in  rationalen  Zahlen  ausgedrückt  sind. 

Wenigstens  finden  sich  diese  Tier  Aufgaben  TollslMÜg 
aufgelöst  in  den  18  ersten  Sätzen  des  Werks  tob  Brahat- 
gupta,  welche  zn  ihrer  Losung  hinreichen  und  tob  àam 
keine  etwas  Fremdartiges  enthält;  so  dass  mau  sagen  \sm\ 
diese  Abhandlung  ist  mit  Einsicht  und  Prücisio»  gesebrieta. 
Einige  Sätze,   die  darauf  folgen,  betreffen  andre  Materin. 

Auch  kann  man  das  Werk  des  Brahmegupta  in  der  Weise 
betrachten,  als  habe  es  nur  eine  einzige  der  vier  angefahr- 
ten Fragen  zu  seinem  Zweck  gehabt,  welches  die  letzte  seil 
würde,  die  sich  aufs  eingeschriebene  Viereck  bezieht  Dit 
drei  andern  wären  dann  mir  Prämissen,  die  znr  Lösung  die- 
ser noth wendig  waren;  und  in  der  That  alle  Sätze,  aus  de- 
nen sie  zusammengesetzt  sind ,  finden  ihre  Anwendung  beider 
vollständigen  Lösung  der  Aufgabe  über  das  Viereck.  1 

Bevor  wir  zn  der  Analyse  des  Werks  von  Brahmegsste  / 
übergehen,  müssen  wir  noch  einige  Ausdrücke  der  natta»  J 
malischen  Nomenelator  der  Hindus  anführen,  Ton  denen  f* 
einen  sehr  glücklichen  Gebrauch  machen,  mn  die  TbeoreM 
kurz  und  ohne  Hülfe  der  Figur  auszusprechen  ;  wodurch  ne 
einen  Charakter  von  Allgemeinheit  erhalten ,  der  häufig  dir 
Geometrie  der  Griechen  fehlt.  Wir  werden  uns  im  Folgesdei 
derselben  Ausdrücke  bedienen,  da  sie  die  Auseinandersetiug 
erleichtern  und  uns  bisweilen  gestatten  werden,  den  Stil  dir 
indischen  Gcometer  beizubehalten. 

In  einem  Dreieck  wird  eine  Seite  Basis  genannt,  dit 
beiden  andern':  Seiten  oder  Schenkel;  Perpendikel  ist  die 
Linie,  welche  von  deni  Durchschniftspnnkt  der  beiden  Seh«- 


l 
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I  senkrecht  auf  die  Basis  gesogen  wird;  Segmente  sind 
!  Stficke,  welche  zwischen  dem  Fnsspnnkt  des  Perpendikels 
1  den  beiden  Endpunkten  der  Basis  liegen. 

Im  rechtwinkligen  Dreieck  wird  der  eine  Schenkel  des 
rhten  Winkels  die  Seite,  der  andre  die  Aufrechtstehende 
pright),  nnd  die  dritte  Seite  Hypotenuse  genannt. 
itt  des  Worts  die  Aufrechstehende  wollen  wir  Kathete 
bstitniren,  welches  Ton  den  Griechen  und  Lateinern  ge- 
wicht wurde. 

Das  Polygon  von  vier  Seiten  wird  Tetragan  (ausge- 
säten im  Titel  des  Werks:  Triangle  and  Quadrilatéral) 
nannt;  die  eine  der  Seiten  ist  die  Basis ,  ihre  gegenüber- 
gende  der  Scheitel  (s um  mit)  nnd  die  beiden  andern  die 
anken  (flank  s).  Da  wir  nns  nicht  des  Ausdrucks  Schei- 
t  bedienen  können,  weil  sich  derselbe  in  unsrer  Sprache 
■is  nur  auf  einen  Punkt  nnd  niemals  auf  eine  Linie  besieht, 
wollen  wir  dafür  Corauste  (etwa  Scheitellinie)  snbstitui- 
n,  indem  wir  das  Wort  den  Lateinern  nachbilden,  welche 
ich  einen  besondern  Namen  für  die  der  Basis  gegenüberlie- 
nde  Seite  im  Viereck  wählten  und  dieselbe  coraustus  nann- 
■.  Dieses  Wort  findet  sich  in  einigen  alten  Manuscriptcn 
id  ist  1486  in  der  Margarita  philosophica  wieder  ge- 
macht. 

Die  Perpendikulären  des  Vierecks  sind  diejenigen ,  wel- 
le Ton  den  Endpunkten  der  beiden  Flanken  auf  die  Basis 
»lallt  werden,  so  dass  sie  respective  den  beiden  Flanken 
irrespondiren.  Jede  von  ihnen  bildet  auf  der  Basis  zwei 
egmente.  Das  eine  liegt  zwischen  der  Perpendikuläre  und 
er  correspondirenden  Flanke  und  wird  Segment  genannt, 
ts  andre  sein  Complément.  Des  Ausdrucks  Diaganale  be- 
ienen  sich  die  Inder  in  demselben  Sinne,  als  wir. 

Beim  Rechteck  sind  die  Benennungen  diese:  das  Rechteck 
rird  Oblong  genannt;  zwei  an  einander  stossende  Seiten 
rissen  Seite  und  Auf  rechtstehende  9  wir  wollen  sie  Seite 
od  Kathete  nennen. 

Das  Wort  Trapez  wird  mehrmals  gebraucht,  ohne  defi- 
urt  in  werden.  Aus  einer  Note  von  Colebrooke,  die  zu  An- 
Sug  des  geometrischen  Theils  von  Bh  as  car  a  steht  nnd  ans 
Im  Scholiasten  Ganesa  entnommen  ist,  sieht  man,  dass 
bties  Wort,  welches  der  Sanskrit- Benennung  vishama-cha- 
brbhuja  entspricht,  auf  ein  Viereck  angewandt  wird,  dessen 
Her  Seiten  unter  einander  ungleich  sind.  Es  ist  dieses  die 
Bedeutung,  welche  es  bei  den  Griechen  hatte  (s.  die  Defini- 
iti  34  im  lsten  Buch  des  Euclid)  und  welche   bis  jetzt  von 
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den  englischen  Gcomctcrn  beibehalten  ist.  **)  Es  ist  atek 
die  Bedeutung,  welche  wir  ihm  in  den  Sätzen  des  Brakne* 
gupta  geben  werden.  Damit  aber  diese  Sätze  einen  Sin  kt- 
hen,  müssen  wir  noth wendig  annehmen,  dass  die  Diagonal» 
des  Trapezes  sich  unter  rechtem  Winkel  schneiden.  Nor  n 
zwei  Sätzen  ist  diese  Einschränkung  nicht  erforderlich; 


94)  Gegenwärtig  gebraucht  man  in  Frankreich  dieses  Wort  ns- 
schliesslich  nur  für  ein  Viereck,  in  welchem  zwei  Seiten  unter  eis- 
ander  parallel  sind,  während  die  beiden  andern  es  nicht  sind.  Ent 
gegen  die  Mitte  des  letzten  Jahrhundert!«  hat  es  diese  Bedeutung  an- 
genommen ,  während  es  bis  dahin  die  des  Euclid  hatte.  Jedoch  hatte 
es  schon  zu  verschiedenen  Zeiten,  selbst  in  sehr  frühen,  diese  be- 
sondere Bedeutung  erhalten;  demi  in  dem  174stcu  Satx  des  7tes 
Buchs  der  mathematischen  Sammlungen  vou  Pappus  muss  dieses 
Wort  noth  wendig  auf  ein  Viereck  angewandt  werden,  in  dem  swd 
Seiten  parallel,  die  beiden  andern  aber  irgend  welche  siud,  und  in  dsa 
Commentar  des  Eu  toc  in  s  zum  49  s  teil  Satz  im  lstcn  Buch  der  Kegel- 
schnitte von  Apollonius  hat  es  dieselbe  Bedeutung.  In  neuerer  Zeit 
finden  wir  es  förmlich  ausgedruckt  in  einem  Werke  von  Peneer: 
Elementa  doctrinae  de  circuits  coelestibus ,  in  8.,  1569,  wo  wir  le- 
sen: Quae  vero  non  7i(tonXÀtik6y(>atupa  sunt ,  aut  duas  kabent  limets 
aequa biliter  distantes,  ut  TQanéÇta  y  metisutae;  aut  nuilas  prortus 
par  allelas  lineqs  habent,  ut  loamÇotidi^. 

Die  Lateiner  nannten  mensa  oder  mensula  das  Viereck  ,  welches 
zwei  parallele  Seiten  hat.  Stcvin  nannte  es  hache*  weil,  wie  er 
sagt,  es  mehr  einem  Heil  als  einem  Tisch  ähnlich  ist.  (^Oeurres  ma- 
thématiques von  Stcvin,  p.  373.) 

Uebrigens  haben  alle  Dencmiungcn,  die  sich  L:if  die  verschiede- 
nen Formen  der  Vierecke  beziehen,   sehr  variirt. 

Das  Rechteck,  welches  von  den  Griechen  fienouijxrjç  genannt 
wurde,  erhielt  von  den  Lateinern  den  Namen  tetraaonus  flirte  altere 
lonnior  (s.  fioethius,  Cassiodorus).  Im  Mittelalter  gaheu  ihm  Cs«- 
panus  und  Vincent  de  Hcauvais  den  eines  telragune  long;  welcher 
in  den  Werken  von  Zambcrti,  Tartalea  u.  s/w.  beibehalten  f.«t. 
Später  haben  es  Kinige  Oblonq  genannt  (s.  Alstedius,  Knc.vclof>aMUi 
unirersa ,  üb.  XV).  Endlich  nahm  es  in  Frankreich  den  Xaaen 
Rectamjel 'an  (Hlerscnnc,  De  la  vérité  des  sciences ,  p.  815),  des  ei 
auch  behalten  hat.     In  Knglnnd  heis«t  es  noch  immer  Oblong. 

Vinrent  de  Beau  vais ,  ein  Schriftsteller  des  13tcn  Jahrhundert«, 
Verfasser  einer  Encyclopüdie  unter  d  mii  Titel:  Spéculum  mttndù 
worin  sich  eine  Menge  von  kostbaren  ii;iru  dienten  für  die  Geschichte 
mit  einer  immensen  Gelehrsamkeit  zusammengestellt  finden,  nannte 
cUmia  den  Ilhomhtis  der  Griechen,  was  bei  den  Franzosen  losanff 
heissi;  simile  ctimia  das  Khomboid  oder  Parallelogramm,  und  c'imi- 
u.'triit  alle  un  regel  massigen  Vierecke  d.  h.  die  Trapeze  der  G  riech» 

Campanus,  ein  Schriftsteller  aus  derselben  Zeit,  welchem  Uli 
in  Kuropa  die  erste  Uebersctzung  des  Kuelid,  und  zwar  ans  eine« 
arabischen  Texte,  verdankt,  hat  den  Hhombiis  helmuaun  genannt 
das  Parallelogramm  similis  htlmnaun*  und  das  Trapez  des  Euclid  kel- 
tnuarijj.'ie.  Ih*e>e  Wimen  wurden  beim  Wiederaufleben  der  W»«**** 
schalten  gebraucht,  man  findet  sie  in  der  Geometrie  von  Bradwantil 
und  in  den  Werken  des  Lucas  de  Borgo  und  des  Tartalea. 
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tt  inzwischen  Grund  zu  glauben,  dass  Brahmegupta  sie  im 
nne  gehabt  habe.  Diese  erste  Bedingung  bei  der  Construc- 
>n  des  Trapezes  ist  nicht  die  einzige,  welche  der  indische 
itor  hätte  bemerken  müssen.  Wir  haben  unter  Anderm  be- 
wkt,  das9  dieses  Trapez  sich  müsse  in  einen  Kreis  ein- 
hreiben  lassen.  Keine  dieser  beiden  Bedingungen  findet 
;h  angegeben,  weder  im  Text  des  Brahmegupta,  noch  in 
n  Noten  des  Scholiasten  Chaturveda.  Das  Wort  Trapez 
rd  Ton  Bhascara  nur  zweimal  gebraucht,  und  wir  sehen, 
iss  der  Autor  es  in  beiden  Fällen  auf  ein  Viereck  an  wen- 
t,  das  auf  besondre  Art  constrnirt  ist  und  in  dem  die 
agonalen  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Wir  wollen,  ans  Mangel  eines  andern  Worts,  uns  des 
ortes  Trapez  in  diesem  Sinne  bedienen,  da  wir  einen  ab- 
Lrzenden  Ausdruck  beibehalten  wollen,  der  dazu  beilragen 
rd,  den  eigentümlichen  Charakter  der  Sätze  des  indischen 
itors  hervortreten  zu  lassen. 

Die  Bedeutung,  welche  wir  eben  dem  Worte  Trapez  zu- 
theilt  haben,  und  die  Bedingung,  dass  diese  Figur  einem 
reise  eingeschrieben  werden  könne,  reichen  schon  hin,  um 
»hren  dieser  Sätze  einen  Sinn  zu  geben,  aber  noch  nicht 
len  ;  und  in  mehren  andern ,  obgleich  sie  nicht  ein  Trapez 
treffen,  mnss  man  doch  eben  so  annehmen,  dass  es  sich 
ch  um  ein  Viereck  handle,  das  einem  Kreise  eingeschrie- 
n  werden  könne.  In  diesen  hat  das  Viereck  zwei  gegen- 
erliegende gleiche  Seiten  oder  auch  drei  gleiche  Seiten. 

Diese  ersten  Annahmen  reichen  hin,  um  die  Construction 
r  Figuren,  auf  weiche  sich  die  Sätze  des  Brahmegupta  be- 
dien, auszuführen;  aber  dies  ist  noch  nicht  genug;  man 
iss  auch  noch  stillschweigend  den  Autor  snppliren,  und  ent- 
cken,  welches  die  Eigenschaften  sind,  deren  sich  die  so 
nstruirten  Figuren  erfreuen,  Eigenschaften,  die  den  wahren 
gen  st  and  des  Werkes  ausmachen.  Diese  Aufgabe  wird  sich 
eich  falls  bei  den  andern  Sätzen  herausstellen,  die  sich  aufs 
•eieck  beziehen,  wo  die  besondern  Bedingungen  der  Con- 
dictio n  dieser  Figur  zwar  angegeben  sind,  wo  aber  Nichts 
n  den  Eigenschaften,   die  sie  besitzt,  gesagt  ist. 

Hiernach  gehen  wir  nun  eine  Zusammenstellung  der 
tze,  welche  wir  in  dem  Werk  des  Brahmegupta  finden. 
ir  diejenigen,  deren  Aussprache  unvollständig  oder  unver- 
indlich  war,  gehen  wir  den  Sinn  und  die  Interpretation, 
►von  wir  gesprochen  haben.  Wir  wollen  sie  in  Gruppen 
rtheilen,  ohne  die  Ordnung  zn  beobachten,  welche  sie  im 
iginal  haben;  aber  vermittelst  der  beigefügten  Nummern 
ner  Paragraphen  kann  man  diese  Ordnung  wiederherstellen. 
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1.    Vier  Sätze  über  das  Dreieck  : 

Erster:    Das   Quadrat  der  Hypotenuse  im  recktwiik- 

ligen  Dreieck;  §.  24, 
Zweiter:    Die  Art,  das  Perpendikel   der  Fmction  ta 

Seiten  zu  berechnen;  §.  22. 
Dritter  :  Die  Fläche  des  Dreiecks  als  Fonction  der  ira 

Seiten;  §.  21. 
Vierter:  Ausdrock  für  den  Darchmesser  eines  Krem, 
der  einem  Dreieck  umgeschrieben  ist;  §.  27. 
Diese  Sätze,   wenigstens  die  beiden  ersten,  müssen  als  Ldfr- 
sätze  betrachtet  werden,  welche  für  das  Folgende  von|Nntm 
sind. 

2«  Drei  Sätze,  die  znm  Gegenstand  haben  die  Cei- 
strnetion  eines  Dreiecks,  dessen  Seiten  nnd  Perpendikel  ni 
folglich  auch  Fläche  nnd  Radins  des  umgeschriebenen  Krei- 
ses, rationale  Zahlen  sind: 

Erster:  Das  rechtwinklige  Dreieck;  §.  35. 

Zweiter:  Das  gleichschenklige  Dreieck;  §.  33. 

Dritter:  Das  ungleichseitige  Dreieck;  §•  34. 

3.  Neun  Sätze  über  das  Viereck,  welches  einem  Kreise 
eingeschrieben  werden  kann: 

Erster:  Die  Fläche  des  Vierecks  als  Fnnction  der  fier 
Seiten;  §.  21. 

Zweiter:  Der  Ausdruck  seiner  Diagonalen;  §.  28. 

Dritter:  Die  Art,  den  Durchmesser  des  umgeschriebe- 
nen Kreises  als  Function  der  Seiten  zu  berechnen; 
und  eiu  besondrer  Ausdruck  dieses  Durchmessen 
für  das  Trapez  (ein  Viereck,  dessen  Diagonales 
senkrecht  auf  einander  stehen);   §.  26. 

Vierter:  Ein  besondrer  Ausdruck  der  Diagonale  ui 
des  Perpendikels  in  einem  eingeschriebenen  Viereck, 
dessen  Flanken  gleich  sind;  §.  23. 

Fünfter:  Die  Art,  die  Segmente  zn  berechnen,  welch« 
die  Diagonalen  und  die  Perpendikel  auf  einander 
bilden,  in  einem  eingeschriebenen  Viereck,  dessei 
Flanken  gleich  sind  ;  §.  25. 

Sechster:    Die  Art,   die  Perpendikel  und  die 

auf  der  Basis   gebildeten  Segmente   in  einem  einge- 
schriebenen Trapez  zu  berechnen;  §.  29. 

Siebenter:  Die  Art,  die  Segmente  zu  berechnen,  weide 
auf  den  Diagonalen  durch  ihren  Dnrchschnittspnkt 
gebildet  werden,  in  demselben  Viereck;  §.  30 — 11« 

Achter:  Die  Art,  das  Perpendikel  zn  berechnen,  wel- 
ches von  dem  Durchschnittspunkt  der  Diagonales 
auf  eine  Seite  gefallt  wird,  und  die  Verlangens! 
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dieses  Perpendikels  bis  zur  gegenüberstehenden  Seite; 
$•  30—31. 
Neunter:  Die  Art,  die  Segmente  zu  berechnen,  welche 
die  Perpendikel  auf  den  Diagonalen  und  den  Seiten 
bilden,  nnd  die,  welche  die  gegenüberliegenden  Sei- 
ten anf  einander  bilden;    §,  32. 

4.  Vier  Satze  über  die  Constrnctiqpsart  eines  Vierecks, 
reiches  einem  Kreise  eingeschrieben  werden  kann  und  in  dem 
lie  Seiten,  die  Diagonalen,  die  Perpendikel,  die  Segmente, 
reiche  diese  Linien  anf  einander  bilden,  die  Fläche  desVier- 
eki  ind  der  Durchmesser  des  umgeschriebenen  Kreises,  ra- 
itiale  Zahlen  sind. 

Erster:  Construction  eines  Rechtecks;  §.  35. 
Zweiter:   Construction  eines  Vierecks,  dessen  gegen- 
überstehende Seiten  gleich  sind;  §•  36. 
Dritter:   Construction  eines  Vierecks  mit  drei  gleichen 

Seiten;  §.  37. 
Vierter:    Construction   eines  Vierecks  mit  Wer  unglei- 
chen Seiten  ;  §•  38.     Dieses  so   construiriez  Viereck 
ist  ein  Trapez,  d.  h.  von  der  Art,  dass  die  Diago- 
nalen senkrecht  auf  einander  stehen. 
Keses    sind    nach    der    Bedeutung,     die    wir    geglaubt    ha- 
«,  ihnen   geben  zu   können,   die  Sätze,   welche  in  den  18 
fiten  Paragraphen   des   Werks   Ton  Brahmegupta    enthalten 
iid,  und   Ton  denen  es  uns  scheint,    dass   sie  sich   auf  die 
Pkeorie  eines  dem  Kreise   cinschreibbaren  Vierecks  beziehen, 
nd  dass^ie  die  Aufgabe  lösen,   ein  solches  Viereck  zu  con- 
trairen,  unter  der  Bedingung,  dass  alle  Thcile  rational  sind. 

Das  Wort  Kreis  wird  nur  in  zwei  Sätzen  (§.  26  n.  27) 
«gesprochen,  in  denen  es  sich  darum  handelt,  den  Radius 
ines  Kreises  zu  finden,  der  einem  Dreieck  oder  einem  Vier- 
fk  umgeschrieben  ist  ;  und  das  Wort  rational  wird  niemals 
■sgesprorhen.  Ein  Viereck  wird  nur  durch  die  Längen  sei- 
er Seiten  bestimmt,  ohne  dass  weder  von  den  andern  Be- 
ugungen der  Construction,  wozu,  wie  wir  angenommen  hâ- 
ta, die  Fähigkeit  gehört,  dass  es  einem  Kreise  eingeschrie- 
A  werden  könne,  noch  von  den  Eigenschaften  des  Vierecks, 
je  darin  bestehen,  dass  alle  seine  Theile.  durch  rationale 
tllen  ausgedruckt  werden,  irgend  Etwas  gesagt  wird. 

5.  Fünf  Sätze,  welche  nach  den  18  ersten  Paragraphen 
Igen,  sind  der  Untersuchung  über  das  einschreibbare  Vier- 
k  fremd. 

Der  erste  Satz  betrifft  das  rechtwinklige  Dreieck.  Er 
ftiiehrt  sich ,  vollkommen  anders  ausgedrückt ,  auf  diesen  : 
t*f  der  Verlängerung  jede*  SchenhcU  de$  rechten  Win- 


kels  eines  Dreiecke  über  die  Hfpntemmm  hùsmm  tum 
Punit  zu  finden,  dessen  Entfemmngm  *m  dem  hsi 
Endpunkten  der  Hypotenuse  dieselbe  Summne  gekernt 
die  beiden  Schenket  des  rechten  Winkelst  §•  SA. 

Die  Tier  folgenden  Sätze  besiehe*  sich  auf  den  Khifc 
Erster:  Aasdruck  ftr  die  Peripherie  und  firdkllisj 
des  Kreises  als  Fonction  des  Durchmesset«,  -à  p 
pei  D  der  Durchmesser  nnd  Jt  der  Radius. 

Fftr  die  Praxis  nimmt  man  die  Per  ipherie  •»  3$j 
nnd  die  Fläche  «  SR*. 

„Um  die  wahren  Werthe  (the  neot  voh$e$)  w 
ben,  nimmt  man  die  Peripherie  =  1/10.1)^,  ml] 
die  Oberfläche  =  /lO.Ä*w;  f.  40. 

Zweiter  :  „In  einem  Kreise  ist  1)  die  halbe  Sehne 
der  Quadratwurzel  ans  dem  Produkt  der  beiden  Stfrl 
mente    des*  senkrechten  Durchmessen;   2)  ist 
Quadrat   der  Sehne,    diridirt   durch   das  YierfMk*] 
des  einen  Segments,  plus  diesem  Segment,  gkià 
.  dem  Durchmesser";  $.  41« 

Brahmegupta  nennt  das  kleinere  Segment  Pfeü  (arrsm), 
—  Wenn  zwei  Kreise  sich  schneiden,  so  haben  sie  eins  gft» 
meinschaftliche  Sehne.  Die  Gerade,  welche  aus  den  beiden 
Pfeilen  besteht,  die  dieser  Sehne  in  beiden  Kreisch  entspre- 
chen,  Lei  s  st  érosion. 

Dritter:  Der  Pfeil  ist  gleich  der  Hälfte  der  Diffeien 
zwischen  dem  Durchmesser  und  der  Quadrat  wind 
aus  der  Differenz  der  Quadrate  des  Durchmessen 
und  der  Sehne, 

„Wenn  die  Erosion  yon  beiden  Durchmessern  ab- 
gezogen wird,  so  geben  die  Reste ,  durch  die  EroeiflU 
multiplicirt  nnd  durch  die  Summe  dieser  Reste  0- 
yidirt,  die  beiden  Pfeile";  §.  42. 

Vierter:    §.  43.     Dieser  Satz    ist   derselbe,    ab  der 
zweite  Theil  des  §.  41. 
Diese  sind  die  23  Satze,  welche  die  IVte  Section  bilden. 

Die  Vte  Section  ist  betitelt  Excavations.  Sie  giebt  das 
Maass  eines  Prisma  und  einer  Pyramide  nnd  eine  Methede, 
für  das  Praktische  einen  Körper  nähern ngs weise  au9sumesKL 

In  den  Sertioncn  VI,  VII  und  VIII,  die  betitelt  siai: 
Stacks ,  Saw,  Mounds  of  grain.,  giebt  der  Verfasser  Re- 
geln an,  um  Haufen  Steine,  Stücke  Holz  und  Hanfe* 
Getreide  näherungsweise  zu  messen. 
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Die  Section  IX  ist  betitelt  Measure  by  shadow.  Der 
rfasser  nimmt  ein  Licht  an,  welches  anf  einem  (vertical en 
isse  steht,  und  einen  gnomon,  welcher  ein  ebenfalls  senk- 
en ter  Stab  ist;  nnd  lÖ6t  diese  beiden  Aufgaben: 

1)  Wenn  man  die  Höhe  des  Lichts  und  die  des  Gno- 
)ns  und  die  Entfernung  zwischen  dem  Fusspunkt  des 
whts  und  dem  des  Gnomons  kennt,  den  Schatten  zu  fin- 
n9  der  durch  den  Gnomon  geworfen  wird;  §.  53. 

2)  Die  Höhe  des  Lichts  zu  finden ,  wenn  man  die 
chatten  kennt ,  welche  ein  Gnomon  wirft ,  nachdem  die- 
r  an  zwei  verschiedenen  Stellen  aufgerichtet  ist;  §.  54. 

Diese  sind  die  Sätze,  welche  den  geometrischen  Theil 
s  Werkes  ron  Brahmegupta  ausmachen.  Bevor  wir  jedoch 
r  Prüfung  des  Werks  von  Bhascara  übergehen ,  wollen  wir 
ch  einige  Betrachtungen  über  mehre  dieser  Sätze  anstellen. 

Die  Regel  für  die  Construction  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ks  in  rationalen  Zahlen  drückt   sich  algebraisch  so  ans: 

Es  sei  a  die  eine  Kathete  des  Dreiecks  und  b  irgend 

1    /a*  \ 

ne  Quantität ,  so  wird  die  zweite  Kathete  —  y-r bl 

%d  die   Hypotenuse   —  I  —  +  M 


sein* 

Diese  Regel  beruht  auf  der  Identität: 

1   /a*    ,     \a         l    /a«  \»    ,     . 


/ 


rahmegupta  spricht  bei  diesem  Satz  das  Wort  rational 
cht  ans;  aber  man  findet  dieselbe  Regel  im  §.  38  seiner  Al- 
?bra,  wo  sie  betitelt  ist:  Regel  für  die  Construction  eines 
xhtwinkligen  Dreiecks  mit  rationalen  Seiten. 

Bhascara  giebt  denselben  Satz  im  geometrischen  Theil 
î8  Lilavati,  §.  140,  und  fügt  hinzu,  dass  die  Seiten  ra- 
onal  sein  werden. 

Diese  Regel  für  die  Construction  des  Dreiecks  ist,  wie 
an  sieht,  eine  Verallgemeinerung  der*  beiden  Regeln,  wel- 
le Proclus,  in  seinem  Commentar  zu  dem  47sten  Satz  des 
raten  Buchs  des  Euclid,  dem  Pythagoras  und  Plato  zu- 
treibt, für  die  Bildung  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  in 
Uzen  Zahlen,  wenn  eine  Seite  durch  eine  ungerade  oder 
erade  Zahl  gegeben  ist. 

Diese  beiden  Regeln  der  griechischen  Gcometer  werden 
Qrch  folgende  beide  Formeln  ausgedrückt: 


4M 

m*  -  (^jr + •■• 

{(ir+«r-{(ir-r+*-rt 

welch«  man  erhalt ,  wenn  man  in  der  des  Brahmegupu  iiri 
einander  6  =  1  nnd  6  =  2  setzt. 

Die  Formel  des  Brahmcgupta  kann  aorh  die*e  Fora  ab- 
nehmen : 

Ca»  +  b»)*  =  Ca«  —  b»)»  +  4  a»  b*. 

Diese  Formel  ist  bei  den  neuem  Geometern  eine  «ekr  ce- 
brauch  liehe,  bei  denen  es  das  Fundament  in  ihm  Me- 
thoden für  die  Auflösung:  der  unbestimmten  Glrirnstx* 
des  zweiten  Grades  ist.  Brahmcgupta  bedient  sich  dervlWt 
zur  Construction  des  gleichschenkligen  Dreiecks,  de*«ri  Sti- 
ten  nnd  Perpendikel  rationale  Zahlen  sind.  Seine  Regel  i* 
diese: 

Es  seien  a  und  6  iwei  beliebige  Zahlen,  dann  wird  (•*+•*) 
der  Ausdruck  der  beiden  gleichen  Seilen  und  2(a9 — 6*)  à* 
Basis  des  Dreiecks  sein;  da*  Perpendikel  wird  2u6;  $.33. 

Um  ein  uugleiebseiliue*  Dreieck  zu  bilden,  d«**»ri  Sn- 
ten  und  Perperdikel  rationale  Zahl«»  sind,  -ifhi  nui  j» 
der  algebraischen  Ki'uil  de«  Br.'ihniftnijit.i,  §.  34.  «1.%««  rn»*. 
rechtwinklige  Dreiecke  in  rationalen  Zahlen  mn*triiir:.  «•  - 
che  eine  Seite  gemein  haben.  Diese  S-'ite  Nl  da«»  l'rrpeu  <*• 
des  ungleichseitigen  Dreiecks,  welche*«  au«  ti«'n  andern  v.:i 
gebildet   wird. 

Mehre  neuere  tieometer  h  a  h  en  auf  «lie^e  Art  d.*^i** 
Aufgabe  aufgelöst  (s.  die  Comiiientarc  von  Harbet  .1--  M'ir..< 
zum  IVlen  Buih  der  Quaestione*  arithmetivae  tmi  iL-pk-u- 
tus  und  die  Sert  tone  a  triginta  mitcellancae  «ou  >*■!*- 
ten,    p.  429). 

Wir  haben  erkannt,  da««*  die  beiden  S.tlie  nb*r  a* 
gleichschenklige  und  iiibst leichseiiige  Dreierk  in  Art  f»i- 
Htriictinn  dienlich  wind ,  welrhe  HrahmesiipM  in  den  M  * 
und  37  für  ein  Viereck  -iiebl,  das  einem  Kreide  nn:«^ 
lien  werden   kann  und   zwei   »der  drei  gleiche  Seiten  »al 

Die  Formel  (fi*+6*)«:_  (a*— 6«)*  +  4<i*6*.  w*t* 
llrahmegnpta  gebraucht  hat,  um  ein  rerhiwinklice*  Drehet 
zu  construire n ,    wenn    eine  Seile   gegeben    i*t,    kam   iwrï  ■■ 


1t)  llntfhiu«  hat  in  dem   'iten   Ruch    urmer  U  com*  tri  t  aeck  l*+ 
beiden  KuriBcIn,  uud  •ehieibt  die  «weite  dem  Arthjt&i  «u. 


i 
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en  Falle  ange wandt  werden,  wenn  die  Hypotenuse  gegeben 
tft  ;  denn  es  sei  c  die  Hypotenuse ,  so  mache  man  fr  =  1  in 
fcr  Formel  und  multiplicire  beide  Theile  der  Gleichung  durch 

;t,    iy,  80  wird  sie: 

i  —       4a*c*      j.  <^(aa  — 1)» 

«rans  sich  ergiebt,  dass  die  beiden  Katheten  des  Dreiecks 
ie  Formen 

2ac  m    c(a*  —  1) 

und 


a»+l  a»+l 

rhalten  werden,   worin  a  eine  willkührliche  Zahl  ist» 

Diese  Formel  hat  Bhascara  gegeben»  Sie  findet  sich 
dekt  in  dem  Werke  von  Brnhmcgupta,  weil  sie  zur  Lösung 
1er  Aufgabe  vom  eingeschriebenen  Viereck,  worauf  sich  alle 
eine  Satze  beziehen,   unnütz  ist. 

Die  §§.  26  und  27  sind  die  einzigen,  in  denen  Brahme- 
ppta  des  der  Figur  umgeschriebenen  Kreises  Erwähnung 
hat*  In  keinem  der  andern  Satze,  Ton  denen  es  uns  scheint, 
lus  sie  sich  auf  das  einem  Kreise  einschreibbare  Viereck  be- 
liehen, wird  irgend  eine  ähnliche  Bedingung  angeführt. 

Der  §.  27  enthält  die  Art,  wie  man  den  Durchmesser 
jaes  Kreises  findet ,  welcher  einem  Dreieck  umgeschrieben  ist, 
md  giebt  die  bekannte  Formel:  „das  Prodnct  zweier  Seiten 
mes  Dreiecks,  dividirt  durch  das  Perpendikel  auf  der  dritten 
Seite,  ist  der  Durchmesser  des  umgeschriebenen  Kreises." 

Die  Art,  wie  man  den  Durchmesser  eines  Kreises  be- 
rechnet, welcher  einem  Viereck  umgeschrieben  ist,  ist  die- 
leibe:  man  betrachtet  das  Dreieck  als  gebildet  aus  zwei  an 
mander  stossenden  Seiten  und  einer  Diagonale.  Der  Aus- 
Iruck  fur  'die  Diagonalen  findet  sich  im  §.  28. 

Bei  einem  Viereck,  dessen  Diagonalen  senkrecht  auf  ein- 
Inder stehen,  ist  der  Durchmesser  gleich  der  Quadratwur- 
%ei  aus  der  Summe  der  Quadrate  der  beiden  gegenüber- 
liegenden Seiten. 

Dieser  Satz  bernht  auf  der  bekannten  Eigenschaft  der 
Sehneu  eines  Kreises,  die  sich  unter  rechtem  Winkel  schnei- 
ten, nämlich  :  die  Summe  der  Quadrate  der  vier  Segmente, 
velche  auf  diesen  Sehnen  durch  ihren  Durchschnitts- 
jnnkt  gebildet  werden,  ist  gleich  dem  Quadrate  des 
Durchmessers  des  Kreises.  Diese  Eigenschaft  ist  der  Xlte 
3*U  in  dem  Werke  von  Archimedes,  welches  den  Titel  der 
Lemmata  fuhrt. 


'   Der  f.  11,  wjelAer  lie  Flicke  «sa  Dnlssks 
ecke  ab  Fonction  der  Seite»  gieM,  scMa*  h 
BeaAtaag  sa  ferdieaca,  beseaders  rra  des* 
lie  kistoriseken  Decaaeate  aafrackm  »agea,  *•  •**  I 
Anaalea  der  Wiascnsckafl  darbiete*.  * 

Dieser  Paragrapk  kestekft  aas  swei  Ifceflsa,  rea  t 
der  erste  etaer  doppelten  Aaskgaag  flkfe  aa  aria  m 
Weaa  wir  wirtliék  seiaea  Aassprack  Terfebgca,  aa  êrti 
gewisser  Haassea  eiaea  aegatma  8ats  aas9 
dass  eiae  seleke  Regel  flr  die  Berechaaag  der 
Dreiecks  aad  Vierecks  falsck  sei.  Weaa  wir  dagigis 
kiekte  Teriaderaag  m  Texte  maekea  9  sa  sJefcew  wir  d 
eiae  geaaae  Regel  Ar  die  Bereeknnag  dea  Ttmpnn, 
ckes  die  Hasptrolle  na  Werke  des  Brakssegapta  spick. 

Erste  Anelegnag. 

1.  Hos  Produit  der  kalken  Summern  der  gegrn 
Hegendem  Seiten  giebt  eine  mmgemmmê  fiécke  dm  l 
ecke  und  Viereckêi 

2.  Die  hatte  Summe  der  Seiten  wird 
echriebem*  dmttam  werden  mw^têêhm  die  Semem 
und  mm  den  Reeten  due  Produkt  gebildet, 
Quadratwurzel  au$  dieeem   Prodmkt  die  g 
der  Figur.99) 

Obgleich  die  Bedingung  für  das  Viereck,  daes  es  < 
Kreise  eingesehrieben  werden  könne,  darrbaa«  nicht  m 
wird,  so  kamn  man  dock  nickt  iweifela,  das«  ce  sie 
sweitea  Tkcil  des  Satzes  am  eine  solche  Fignr  kaadle; 
man  erkennt  darin  die  elegante  Regel  ,  welrke  tnr  ■* 
nnng  der  Fluche  eines  eingesrkriebenen  Vierecks  man 
der  vier  Seiten  dient.  Diese  Regel  enthält  Begleich  da 
Dreiecks  in  sich,  wenn  man  nsr  eine  Seite  de*  Tin 
gleick  Noll  setst.  Diese«  ist  dasselbe,  was  Chataireda  s 
welcher  in  einer  sehr  karten  Note  sagt,  dass  man.  Ai 
Fall  des  Dreiecks,  die  drei  Seiten  respective  van  drvia 
rier  hingeschriebenen  kalben  Stimmen  abiieht,  während 
die  vierte  so  lüsst,  wie  sie  ist« 

Diese  Formel  für  die  Flacke  eines  Drricks,  als  Fes 
der  Seiten,  ist  in  dem  Werke  des  Brakmegnpu  von  des 


SS)  Man  sehe  den  Text  de*  Colebrsoae,  den  man  vsr  Aap 
»«••,  ««  41«  doppelte  At»le*unff .  dis  er  an»  miwIinii  «I 
aafla»scn  aa  boanen:  The prodmei  mf  keif  fae  •  ide*  mmt  ttmmn 
U  tke  groêê  «re«  ofa  triangle  and  tetrafone.  Half  th*mm* 
etdeê  êH  down  fomr  Hm*m  ,  and  wrerali*  Irstentd  km  ihr  êèém*  < 
umlhBiiêd  foftterr,  the  «owerc-raat  ef  ike  mrmmnt  U  tm  i 
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era,  welche  darüber  Rechenschaft  gegeben  haben,  ange- 
kt  und  als  der  wichtigste  Satz  desselben  betrachtet  wor- 
;  niemals  aber,  wie  ich  glaube,  hat  man  die  Formel  fur 
Flache  des  Vierecks  angeführt.  Diese  jedoch  verdient  in 
*r  Hinsicht  den  Vorzog;  denn  ausserdem,  dass  sie  allge- 
ner  ist,  dass  sie  schwieriger  zn  beweisen  ist,  dass  sie 
s  veiter  vorgerückte  Geometrie  voraussetzt  und,  mit  einem 
rt,  dass  sie  einen  grössern  wissenschaftlichen  Werth  hat, 
acheint  sie  auch  bis  jetzt  dem  indischen  Verfasser  eigen- 
mlich  anzugehören;  denn  man  findet  sie  in  keinem  Werke 

Griechen,  was  nicht  eben  so  mit  der  Formel  für  das 
»ieck  der  Fall  ist,  wie  wir  weiterhin  sagen  werden. 

Wir  gehen  zu  dem  ersten  Theil  des  Satzes  über,  der 
i  beschäftigt  und  der  als  ungenau  eine  Regel  ausspricht, 
Iche  es  in  der  Thal  für  ein  beliebiges  Dreieck  und  Vier- 
.  ist. 

In  einer  Note  macht  Chaturveda  von  dieser  Regel  acht 
Wendungen  in  Zahlen,  auf  drei  Dreiecke,  auf  das  gleich- 
lige,  gleichschenklige  und  ungleichseitige,  und  auf  das 
adrat,  auf  das  Rechteck,  auf  das  Viereck,  dessen  Bases 
ter  einander  parallel  und  dessen  Flanken  gleich  sind,  auf 
i  Viereck,  dessen  Bases  parallel  und  in  den  drei  Seiten 
ich  sind,  und  endlich  auf  das  Trapez. 

In  Bezug  auf  das  Dreieck  bildet  er  die  halbe  Summe 
eier  Seiten  und  mnltiplicirt  sie  durch  die  halbe  Basis.  Er 
Jet  immer  eine  ungenaue  Fläche,  was  auch  nothwendig 
n  muss,  da  die  halbe  Summe  der  beiden  Seiten  niemals 
m  Perpendikel  gleich  sein  kann. 

Beim  Viereck  mnltiplicirt  er  die  halbe  Summe  der  bei- 
i  Bases  mit  der  halben  Summe  der  beiden  Flanken.  Er 
gt,  das  Produkt  giebt  die  Fläche  für  das  Quadrat  und  das 
efcterk  genau,  in  drei  andern  Fällen  aber  ungenau. 

Diese  Weise,  die  Fläche  des  Vierecks  zu  berechnen,  ist 
n  den  römischen  Feldmessern  als  genau  angewandt.  Man 
det  sie  in  der  Sammlung:  Ret  agrariae  auetorcs  leges- 
e  variae97),  und  selbst  in  der  Geometrie  von  Bocthius 
ib.  II,  de  rhomboïde  rubrica). 

Die  Regel  für  das  Dreieck ,  wenigstens  für  das  gleich- 
ligc,  findet  sich  auch  bei  den  Gr  animal  ici  Romani.  Beide 
irdcu  noch  bei  uns,  im  Mittelalter,  als  brauchbar  ange- 
indt.  Denn  wir  finden  sie  in  den  Werken  von  Beda  un« 
■  den   Aufgaben    aus    der   Arithmetik   ad  aeuendos  juve- 


97)  Cura  Wilehni  Goèsii,  Amst.  1674,  iu  4.,  v.  p.  813. 
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nés  "),  wclrhe  man  als  dm  Keim  in  den  «o  bekannt*! 
créations  mathématiques  ")  betrachte!  and  wrlrk*  d#r 
von  St.  Emcran  dem  berühmten  Al«uin,  dikm  Lehm 
Freuud  Ton  Carl  dem  Grossen,  mgesrhrieben  k.%u 

Diese  beiden  Regeln,    welche    heweNeu,   da««  mir 
Zeiten  der  Unwissenheit  gehabt  haben,    *  unira   *;e  ,a 
ergründet,    wo   Geomeler,    die     in    Wahrheit    di'*<*«>«    \ 
vürdip  waren,  sie  als  falsch  anerkauut  haben  '  md  er 
des   Brahmegupta,     war   er   bestimmt.    eine    wirklich  : 
und  geometrische  Rejsel  dafür  zu  011  h<*(  imiren  ? 

Es  Kt'heint,  wenigstens  nach  ihrer  ldeiiiii.lt.  d.i%* 
Regeln  der  Abendländer  und  dir,  welche  d»r  indi*rkr 
als  faKch  anführt,  rineri  um!  denselben  l  r-prun«  ckV 
ben.  Denn  mit  einem  Fehler  % «*rh.«ll  e*  sirh  aièd»*:*,  a 
einer  Wahrheit.  Kim»  Wahrheit  in  der  <n\iiii.tr;»*  l<  n 
gemeines  Gesetz,  sie  ist  nur  eine  einzige,  s;i«  ^#  kort 
Zeiten  und  allen  Ver^tandeskràften  an,  di.-  vir  Xo  Iks 
vcriiiiijrrii ,  und  ihr  Vorhandensein  an  mehr»  n  Ort*n  w: 
mehren  Völkern  ist  noch  kein  Bewei*  für  ('omir.nn  fi 
unter  denselben.  Was  dagegen  einen  Fehlt-r  betr. ff:,  * 
ben  dessen  Formen  kein  tie*elz,  «ii*  «ind  \»»r*i  l,;.^iï.  n. 
endlicher  Anzahl  :  und  die  d'Ii-ii  hf.iniii^k-  t  in  .-, -.  21 
bezeichnet  einen  i:riiiriiis.un«ii   l  r- |ir n n ir. 

Dieser  Finnland    kann  \  i*  I N  i«h  t    mh:i->.   Int-r   -**  .. 
teil,    als    ein    hi**t(irisr|ii*<    Fartum.     uejihe«    w  t**.  i,*.  • 
Coinmnnu  atiitn*'ii    in    eutf.  int»  1     7.\  it    an/>:^i    m,.-;    .' .    •, 
tende  Sn|»eriiirit.it    d<ar    dani.tli^*u  Hindu*    u!.  i    ,:.-•  \**~ 
disch«'ii    Zeit^eiiu*"*,,ii    liewi-i^i. 


T>S)     1  i-i:i'rnf>ifi-*     lit' J  t*-    "priM.    4    T-m.  ••.    I  »         l     !■      ;* 

Toni.  I.    104  et   Hfl.     />»•   tti-Hfiu  i/i/.i  .'-.    ,./»//-  |>  #•  .  ^n    \  r*~ 

dir   lt.&  -  i-  .14 ,  il.p  üi-iiiUM'.fihc.ni.lr  *<Mr  .1J.  1  ■  1  •:  r   *        •     1" 
:$0  iiutl    .1.1    i»l   dann  ihr   Kl.i-  ïie   dr»*rl   rn  : 


/  .14  +  13  {       ,    10  +  «-Î   1 


fl#*  rttutftn  fi'i.fmiu/it  :  wmn  111   <•  nrm  hrrir  k  de  K'iiWr*:   X»  .» 
l*a««i«*   IM  "ind,    >u  i»t  «mit*  K!a.  hc 

f   .10  4-  '0   .  I«* 

'  «         '  # 

Titiit*-  t/U'i'lt'tn.i/ul.i  :    /»»•  fiffftif**  tr*iti,f;,.i  .   .f.  _*■%%  a'  :*. 

■J9i   Motiluila:   Htstvir,   ./•»  mithimati/jn*?* .   T.  I  .  |».  ♦*«. 
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Zweite  Auslegung  des  Sattes. 

Bei  unsrer  «weiten  Art,  den  Sat«  in  interpretiren ,  an- 
tra wir  einige  Worte  im  Text  nnd  sprechen  ihn  so  ans: 

1)  Im  Trapez  ist  die  Fläche  gleich  der  halben  Summe 
rr  Produkte  der  gegenüberliegenden  Seiten* 

2)  Für  das  Dreieck  und  Viereck  schreibe  man  die 
Übe  Summe  der  Seiten  viermal  hin,  ziehe  einzeln  die 
fiten  davon  ab,  bilde  das  Produkt  der  Reste,  dann  ist 
\e  Quadratwurzel  aus  diesem  Produkt  die  Fläche  der 
igur.  "•) 

Es  ist  immer,  wohl  yerstanden,  die  Rede  Ton  einem 
rapex  nnd  ron  einem  Viereck,  welche  einem  Kreise  einge- 
trieben werden  können. 

Um  diesen  Aussprach  zu  erhalten,  ist  es  hinreichend, 
ia  Wort  ungenau  (gross)  xn  unterdrücken,  tetragon  durch 
wpezium  zu  ersetzen,  nnd  das  Wort  triangle  in  den  xwei- 
n  Satz  überxntragen ,  indem  man  tetragon  hinzufügt.  Die- 
rr  zweite  Satz  behält  seiue  primitive  Bedeutung,  und  der  erste 
immt  einen  klaren  Sinn  an  und  wird  ein  sehr  hübscher  Sats, 
sicher  vielleicht  noch  nicht  bemerkt  ist.  Der  Beweis  des- 
rlfcen  ist  leicht;  denn  da  die  beiden  Diagonalen  sich  unter 
tthtem  Winkel  schneiden,  so  ist  es  klar,  dass  die  Fläche  des 
rapezes  gleich  der  Hälfte  des  Produkts  ans  diesen  beiden 
4.  Dieses  Produkt  aber  ist  nach  dem  Theorem  des  Ptole- 
ias  über  das  eingeschriebene  Viereck,  dessen  sich  Brahme- 
ipta  in  dem  Satze  des  §.  28 ,01)  offenbar  bedient  hat,  gleich 
gr  Summe  der  Produkte  der  gegenüberliegenden  Seiten.  Die 
alfte  dieser  Summe  ist  also  die  Fläche  des  Trapezes. 

Man  hat  bisher  aus  dem  §.  21  nur  den  Theil  citirt, 
elcher  sich  auf  die  Formel  für  die  Fläche  eines  Dreiecks, 
li  Function  der  drei  Seiten,  bezieht;  nnd  man  hat  keine 
■fmerksamkeit  auf  die  Formel  für  die  Fläche  eines  Vierecks, 


100)  Folgendes  köunte  die  Ausdrucksweise  sein,  welche  dieser 
oslegnng  entspricht,  wobei  nur  geringe  Veränderungen  im  engl.  Texte 
Bthig  sind  :  Half  the  sum  of  the  produets  of  the  sides  and  counter- 
ées  is  the  area  of  a  trapezium.  In  a  triangle  and  tetragone  half 
ii  sum  of  the  sides  set  down  four  times ,  and  severally  lessened  by 
ie  sides ,  being  multiplied  together^  the  square -root  ofthe  produet 
t  the  area. 

101)  Wir  wollen  nicht  gerade  sagen,  dass  Brahmegupta  dieses 
aetrem  ans  dem  Almogestas  des  Ptolemäus  entlehnt  habe,  sondern 
m\  dass  er  es  gekannt  und  sich  desselben  bedient  habe,  um  zu  dem 
«druck  für  die  Diagonalen  des  eingeschriebenen  Vierecks  zu  ge- 
Ug»,  welche  er  im  g.  28  giebt. 


das  einem  Kreise  eingeschrieben  ist,  gewandt,   welche  in  je- 
der Hinsicht  den  Vorzug  vor  der  erstem  verdient  hatte,  aick 
hat  man  nicht  auf  den  Satz   geachtet,   welcher  als  u*g< 
die  Regeln  anfuhrt,  welche  identisch  mit  denen  sind,  die 
den  Lateinern  und  später  von  nns  im  Mittelalter  angevudt 
sind. 

Die  Formel  für  die  Flache  des  Dreiecks  im  Werke  In 
Brahmegupta  hat  um  so  mehr  Aufsehen  erregt ,  da  man  im  AN- 
gemeinen  gar  nicht  wusstc ,  dass  sie  im  Alterlhnm ,  beseain 
bei  den  Griechen,  bekannt  gewesen  wäre.  Montncla,  der  m 
zuerst  dem  Tartalea  zugeschrieben  hatte,  fuhrt  hernach  ihrti 
Ursprung,  bis  auf  den  jüngeren  Hero ,  einen  Schriftsteller  te 
7tcn  Jahrhunderts,  znrück.  Anch  Delambre,  der  in  seinen 
Discours  vor  seiner  Histoire  de  l'astronomie  au  moyen  âgt 
von  dorn  Werke  des  Brahmegupta  handelt,  findet  keinen  ■■- 
dem  Vorwurf ,  im  Interesse  der  Griechen,  gegen  diese  Fem! 
des  indischen  Gcomcters  zu  machen,  als  dass  dieses  seht 
hübsche  Theorem  nur  von  sehr  massigem  Nutzen  in  in 
Astronomie  sei.  Wir  müssen  aber  einräumen,  dass  dies* 
Theorem,  welches  in  der  Geschichte  der  Schule  von  Atasaa» 
drien  unbeachtet  geblieben  ist,  dort  bekannt  gewesen  9Ë 
Man  findet  es  bewiesen  in  einem  Werke  über  Geodäsie  vrt 
dem  älteren  Hero  (zwei  Jahrhunderte  vor  der  christlichen  Zeit- 
rechnung), betitelt  Dioptrien,  welches  Wntiiri  von  Bologna, 
vor  etwa  20  Jahren ,  unter  dem  Titel  il  Traguardo  in  seiner 
Geschichte  der  Optik  102)  übersetzt  hat.  Vcntnri  hat  dies« 
Theorem  auch  noch,  obwohl  ohne  Beweis,  in  dem  Fragaal 
einer  Geometrie  von  einem  lateinischen  Antor  gefunden,  der 
ihm  älter  als  Boöthius  zu  sein  scheint.  Wir  haben  es  aiei 
in  einem  Manuscript  aus  dem  Uten  Jahrhundert  gesehen, 
welches  die  Bibliothek  von  Chartres  besitzt.  Es  bildet  eil« 
Thcil  von  einem  Werk  über  die  Ausmessung  der  Fignrei, 
welches,  wie  wir  glauben,  dicselhc.Schrift  ist,  die  Vent uri  ci- 
tirt,  und  welches  wir  dem  Froutinus  zuschreiben  möchten.  Die 
Priorität  also,  in  sofern  sie  die  Formel  für  die  Fläche  des 
Dreiecks  betrifft,  kann  man  nicht  dem  ßrahroegnpta  zuerken- 
nen. Aber  dieser  Geometer  kann  hierin  nachstehen,  ohne  die 
Achtung  zu  verlieren ,  welche  dadurch  sein  Werk  erhalten  hat, 
weil  wir  darin  die  viel  wichtigere  Formol  für  die  Fläche  des 
eingeschriebenen  Vierecks,  als  Function  seiner  Seiten,  findet, 
welche  ihm  unbestreitbar  angehört,  da  wir  sie  in  keinem  fri- 
hern  Werke  finden. 


102")  Commcntari  sopra  la  storia  e  le  teorie  âelV  ottiett*  Botogu 
1814,  in  4.,  p.  77—147. 
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Diese  schien  bisher  den  Neuem  anzugehören.  Snellins 
pHcht  sie  als  sein  Eigcnthnm  aus,  in  Beinern  Commentnr 
her  den  ersten  Satz  des  Werks  De  probicmatibus  miscel- 
mei»  Ton  Lndolph  van  Cenlen. 1Ä)  Wir  haben  aber  einigen 
rond,  in  glauben,  dass  sie  schon  früher  gefunden  war.1#i) 
»er  geometrische  Beweis  war  nicht  ohne  Schwierigkeit,  wie 
tlbst  Euler  sagt,  der  dafür  einen  in  den  Petersbnrger  Me- 
ioirenlw)  gegeben  hat,  indem  er  die  beiden,  welche  Phi- 
pp  Wände  vorher  in  den  Berliner  Memoiren  10i)  gegeben 
atte,  sehr  verwirrt  fand.  Es  findet  sich  diesel  Satz  in  we- 
igeu  Werken,  obgleich  man  sich  im  16 ton  Jahrhundert  und 
puer  vielfältig  mit  dem  eingeschriebenen  Viereck  beschäftigt 
ai,  wie  wir  noch  späterhin  sagen  werden. 

Die  Formel  für  die  Fläche  des  Dreiecks  findet  man 
trehgängig  bei  allen  Völkern  und  zu  allen  Zeiten.  Die 
kraber  haben  sie  gekannt  und  von  ihnen  ist  nns  der  erste 
leweis  derselben  zugekommen,  den  wir  in  Europa  gehabt 
iahen.  Man  findet  ihn  in  einem  Werke  ftber  Geometrie  von 
hn  drei  Söhnen  des  Mnsa  ben  Schaker,  aus  dem  Arnbicrhea 
as  Lateinische  übersetzt,  unter  dem  Titel:  Verba  filiorum 
nUysi,  filii  Schater,  Mahumeti,  Hameti ,  Hasen.  m) 
Ne  Formel  ist  auf  geometrischem  Wege  bewiesen,  der  aber 


103)  Nachdem  Snellins  gesagt  hat,  dass  man  zuerst  abgesondert 
Bt  FULchen  der  beiden  Triangel ,  ans  denen  das  Tiereck  besteht, 
berechnet ,  fügt  er  hinzu  i  Quanto  operosior  est  haec  rulgata  ad  fn- 
mtigandam  aream  ria ,  tanto  gratius  novum  hoc  nostrum  theorema- 
Mm  benevolo  lectori  futurum  speramus. 

104)  In  eiuem  Werke  Ober  das  einem  Kreise  eingeschrieben« 
Viereck,  welches  die  Jahrzahl  1598  führt  und  von  dem  wir  späterhin 
lynchen  werden,  sagt  Prätnrius,  dass  man  schon  den  Durchmesser 
tes  Kreises,  der  einem  Viereck  umgeschrieben  ist,  als  Function 
nr  Seiten,  so  wie  auch  die  Fläche  des  Vierecks  gesucht  habe. 

105)  Nori  comment  arii,  T»  I,  1747  und  1748*  Variae  demon- 
nWtdiones  geometriae.  „Der  analytische  Beweis  dieser  Formel  ist 
siebt  schwer;  aber  diejenigen,  welche  einen  geometrischen  Beweis 
si  geben  versuchten,  haben  bedeutende  Schwierigkeiten  gefunden." 
—  Die  Nora  Acta  von  Petersburg,  T.  X,  1792,  enthalten  einen  an» 
fern  Beweis  von  Fuss. 

106)  Jäiscellanea  Berolinensia ,  T.  III,  1723. 

107)  Dieses  Werk  ist  nur  im  Mantiscript  vorhanden.  Die  kö- 
■Itffche  Bibliothek  eu  Paris  besitzt  ein  Exemplar,  welches  mit  vle- 
•*  andern,  aus  dem  Arabischen  fibersetzten,  interessanten  wissen- 
taaftllchen  Piècen ,  unter  dein  Titel  Mathematica  vereinigt  Ist  (Sup- 
**atên*  latin,  Nr.  49,  in  fol.  8.  Histoire  des  sciences  matkémati- 
*e#  en  Italie  von  Libri ,  T.  I ,  p.  266).  —  Die  Bibliothek  Ton  Basel 
*itxt  auch  ein  Manuscript,  unter  dem  Titel  IMer  triüm  frairum 
*  Ceometria. 

Cctch*  der  Geon.  SA 
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verschieden  ist  von  dein  des  Hero  Ton  Alexaudrien;  was  m 
annehmen   lässt,  das«   die  Araber   sie  tob   den   Indern  «► 
p fangen  haben,   um  so   mehr,   da  die  drei  Söhne  des  Hm 
ben  Schaher  in  ihrem  Werke  sagen,  dass   diese  Formel  i* 
Vielen  Schriftslei  lern,   ohne  Beweis,  angewandt   werde,  uîi 
da  man  ausserdem  weiss,  dass  diese  drei  berühmten  Gütig 
einen  Theil   ihrer  mathematischen  Kenntnisse  ans   indischen 
Werken  geschöpft  haben.108)    Libri  hat  die  in  Rede  stehest» 
Formel  in  einem  geometrischen  Werke  des  Joden  Sarosaife 
bemerkt ,  welches  nm  das  12te  Jahrhundert  gesehrieben  ist*1*]} 
Sie  findet  sich  ferner  in  der  Praxis  der  Geometrie  des  LttSf 
hard  von  Pisa,  wie   sie  nach   der  Art  der  drei   arabisai* 
Bruder   bewiesen  ist.    Auch  scheint  es,    dass   man  sie  ail 
demselben  Beweise  in  einer  Schrift  des  Jordan  Nemamrisqî 
der  einige  Jahre  nach  Leonhard  TonPisa  lebte,  gefunden  !■% 
Beim  Wiederaufleben  der  Wissenschaften  erschien  diese  Fefe 
mel  beinahe  in  allen  Werken  über  Geometrie.    Heisch  gab  K 
in  der  Mar  gar  i ta  philosophica ,  i486.    Er  hat  sie,  wis«£> 
su  glauben  Veranlassung  haben,  aus  dem  oben  erwähnten  tfe 
teiuischen  Schriftsteller  entlehnt.    Sodann  findet  man  sie,  1% 
dem  Beweise  des  Leonhard  Ton  Pisa,  in  dem  geometrischen 
Theil  der  Summa  Aritkmctica  ,  Geometria,  etc.  Ten  \wm\ 
del  Borgo  (Distinct io  prima,  capituJum  oetatmm,  f.  12^ 
und  in  dem  dritten  Theil  des  Werks  De  numeris  et  menm- 
ris  von  Tartalea.      Cardan  hat   sie  ohne  Beweis   in  seiier 
Practica  aritkmctica110)  >    nud   Orontius  Fiuäus    in  seisfr 
Geometrie,  Lib.  11,  Cap.  4.    Ramns  führt  in   seinen  Schsis*  i 
mathematicac  den  Beweis   des  Jordan  und  Tartalea  an,  ia- 
dem  er  ihre  Art,  die  Formel  auszusprechen,  tadelt  nud  ilaea 
Tor  wirft,    dass   sie  sagen,   die  Fläche  des  Dreiecks   sei  dk 
Quadratwurzel  aus    einem  Produkt   von  vier  Linien;  eiae  il 
der  Geometrie  der  Griechen  nicht  gebräuchliche  Redeweise,  ki 
denen  das  Produkt   yon   zwei  oder  drei  Linien  eine  geometri- 
sche ßedentong  hat,  aber  nicht  das  Produkt  ron  Tier  Lisi«. 
Snellius,  der  diese  Kritik  des  Ramus  reprodneirt,  hat  in  sei- 
nen  Bemerkungen    über   die  Werke   des   Ludolph   Tan  Crt- 
len  m)  die  Regel  in  der  Weise  der  Griechen  ansgesprochn, 


108)  Casiri,  BibHotheca  Arabico  -  Hispana  Escurialensif ,  etc. 
Mohammed  ben  Musa  Indorum  in  praeclarissimis  inventif  Ayt- 
nium  et  acumen  ostendlt  (T.  I,  p.  427).  Man  liest  anch  noch  ■» 
dem  Verzeichnis  des  Werks:  hibrum  artis  logUtica*  a  KhsU 
Inda  editum  exornavit,    {Mohammed  ben  MusrnJ 

109)  Histoire  des  sciences  mathématiques  en  Italie ,  p.  160. 

110)  Cap.  63.    De  tnensuris  sumvrficitrum^  art«  4. 

111)  De  figurarum  transmutatione  et  sectione,  Probl.  35,  p-71* 
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ndem  er  sagt,  dass  die  FlÄche  des  Dreiecks  gleich  ist  dem 
ines  Rechtecks  ,  dessen  eine  Seite  die  mittlere  Proportionale 
irischen  zwei  der  Tier  Fnctoren,  die  in  dem  algebraischen 
Lnsdriick  enthalten  sind ,  ist  und  dessen  sweite  Seite  die  mitt- 
en Proportionale  zwischen  den  beiden  andern  Factoren  ist. 
füllet  Dechales  stimmt  anch  iu  diesen  streng  geometrischen 
Ml  der  Griechen  ein.  lls) 

Die  Formel  findet  sich  in  unendlich  vielen  andern  Wcr- 
:ra,  welche  anzuführen  nnniltz  sein  dürfte.  Beinahe  alle 
tedienen  sich  des  Beweises  von  Lnca  del  Borgo,  welcher 
1er  der  Araber  ist,  den  nns  Fihonacci  überliefert  hat.  Ei- 
lige jedoch  sind  davon  verschieden,  wie  die  von  Newton m), 
taler  "*),  Boscovich  ll°).  Diese  verdanken  den  Grad  der 
tinfachheit,  der  sie  auszeichnet,  der  Kenntniss  a  priori  von 
tor  Formel,  für  welche  eine  geometrische  Bedeutung  zn  fin- 
ira war.  Die  des  Hcro  und  der  Araber  haben  das  Verdienst, 
ittürlich  zu  sein  und  den  Stempel  der  Erfiudung  an  sich  zn 
ragen.  Aber  wahrscheinlich  ist  der  algebraische  Weg,  der 
rta  dem  Ausdruck  des  Perpendikels  Gebrauch  macht,   derje- 

Äe,  welcher  ursprünglich  die  Entdeckung  dieser  Formel  be- 
llt hat;  zumal  bei  den  Indern;  denn  diese  Art  des  Be- 
reiftes ist  vollkommen  in  dem  Sinn  ihrer  mathemalischen 
Spekulationen,  welche  auf  der  Verbindung  der  Algebra  mit 
Kr  Geometrie  beruhen, 

Wir  beschlossen  nnsre  Betrachtungen  über  diese  Formel 
|it  einer  Bemerkung  über  die  drei  Zahlen  13,  14,  15,  wei- 
he die  Inder  in  ihrer  numerischen  Anwendung  dieser  Formel 
»wühlt  haben.  Diese  Zahlen  scheinen  in  sofern  sehr  merk- 
Ürdig  zu  sein ,  weil  sie  Von  dieser  Formel  untrennbar  zu  sein 
efceinen,  Sie  sind  nicht  allein  die  der  Inder,  während  eines 
Etitranms  mehrer  Jahrhunderte,  sondern  auch  die  des  Ilcro 
•m  Alexandrien,  des  Jüngern  Hero  116),  der  drei  arabischen 


112)  Cursus  mathmatlcuëy  1690  >  In  fol.,  T.  L  Trigonometrlae 
tertius%  Prop.  X» 

113)  Aritkmetica  universalis  y  T.  I,    Probl.  XI. 

1 14)  Aor J  Commentarii  Petrop. ,  T.  1 ,  1747  et  1748. 

115)  Opera,  etc.,  T.  V,  Opus  14. 

116)  8.  seiue  Gtodtiesiet  Manuscript  in  der  königlichen  Bihlio- 
hsjfc,  unter  Nummer  2013.  —  Baroccl  hat  von  der  Geodäsie  de«  jftn- 
■ra  Hero  und  von  seinem  Buch  über  die  Kriegsmaschinen  eino 
fefaerKetxnng  iiel».«t  Commentar  gegeben,  unter  dem  Titel:  Heronix 
ittehanici  iiher  de  Machinis  beltivis  neenon  über  de  Geodae*ia%  in 
lt.«  Venetîi*  If>72.  A  her  das  Mami«crfpt,  dewen  er  rieh  bediente. 
rar  unvollständig,  und  die  Formel  für  die  Flüche  des  Dreiecks  findet 
Eck  nicht  darin. 

31* 
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Bruder,  Mohammed,  Hftmet  und  Hft9en,  die  des  Le* 
von  Pisa,  des  Jordan,  Luca  del  Borgo,  Georg  Val 
Tartalea ,  und  beinahe  aller  Schriftsteller ,  welche  dies 
mel  angeführt  haben.  Das  abgerissene  Stuck  der  laleSi 
Geometrie,  welches  wir  erwähnt  haben,  und  die  Mm 
philosophica  sind  vielleicht  die  einzigen ,  welche  siel 
derselben  bedient  haben,  indem  sie  für  die  numérise 
wendnng  der  Formel  ein  rechtwinkliges  Dreieck  nahmen 
"Werke  wenden  aber  dieselben  Zahlen  au  andern  Stel 
nm  die  Fläche  eines  Dreiecks  zu  berechnen,  indem  sie  dei 
des  Perpendikels  snchen.  Für  dieselbe  Aufgabe  find« 
in  der  Algebra  des  Mohammed  benMnsa  (eines  der  oben  ei 
ten  drei  arabischen  Bruder)  ebenfalls  diese  drei  Zahki 

Es  ist  in  den  Angen  des  Historikers  ein  sehr  i 
santer  Umstand,  dass  sich  der  Gebrauch  dieser  For» 
besonders  der  drei  Zahlen  13,  14  und  15  in  den  il 
Werken  und  bei  allen  Völkern  wiederfindet:  bei  deiGrii 
heinahe  im  Anfang  so  wie  beim  Verfall  der  Alexaadriii 
Schule;  bei  den  Indern,  den  Lateinern ,  den  Arabers  ;  u 
dem  Wiederaufleben  der  Wissenschaften ,  in  allen  Thflib 
ropa's,  wo  die  Wissenschaften  cnltivirt  wurden. 

Der  allgemeine  Gebrauch  dieser  drei  Zahlen  seke* 
xu  deuten,  dass  sie  einen  gemeinschaftlichen  Ursprsiggj 
haben.  Dieses  war  auch  im  Anfang  nnsre  Meinung  ■■ 
sahen  diese  drei  Zahlen  als  einen  glücklichen  Urasla* 
der  einiges  Licht  auf  die  Natnr  und  die  Ausdehnung  dir 
senschnftlichen  Communication  werfen  könnte,  welche  ii 
her  Zeit  zwischen  Indien  und  Griechenland  stattgefiindti 
Aber  wir  erkannten  sehr  bald,  dass  diese  Zahlen  nid 
historische  Hülfe  leisten  können,  welche  wir  anfängliH 
ihnen  erwarteten.  Man  wird  in  der  That  zur  numeri 
Anwendung  des  Ansdrncks  für  die  Fläche  eines  Dreieck 
es  nun  nach  der  in  Rede  stehenden  Formel,  sei  es  rtra 
Berechnung  des  Perpendikels,  natürlich  drei  solche  2 
gesucht  haben,  für  welche  diese  Flache  und  folglich  anc 
Perpendikel   in   rationalen  Zahlen    ausgedrückt   werdei. 

Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  bietet  keine  Srfcwir 
dar.     Sie  reducirt  sich  auf  die  Construction  zweier  reck 


117)  Oeorgii  Vallae  Piacentini  viri  Claris  s .  De  erpeti 
fugiendis  rebus  opus,  etc.,  2  Vol.  in  fol.,  Venet.  1501,  Li> 
et  Geometriae  V,  Cap.  VII,  Dimensio  universalis  in  omni 
gulo. 

1!8)  The  Algebra  of  Mohammed  ben  Musa,  edited  «im 
lated  by  F.  Rosen.  London  1831 ,  in  8. ,  p.  82  des  eogliscfc 
tes  und  p.  Gl  des  arabischen. 
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igen  Dreiecke  in  rationalen  Zahlen,  welche  eine  Seite  gleich 
Üben.     Dieses  hat  Brahraegupta  gethau,  wie   wir  bei  Gele- 

feit  des  §•  34  gesagt  haben.  Und  es  ist  zu  bemerken, 
die  Art,  ein  rechtwinkliges  Dreieck  in  rationalen,  gan- 
Zahlcn  zu  construiren,  den  Griechen  und  Lateinern  be- 
Dttnt  war,  welche  dazu  zwei  Formeln  anwandten,  deren  eins 
•Ift  Pythagoras,  die  andre  von  Archytas  oder  Plato  ausge- 
\j*kt  waren. 

Unter  allen  Systemen  nnn  von  zwei  rechtwinkligen  Drei- 
l,  welche  in  rationalen  Zahlen  ausgedrückt  sind  und 
gemeinschaftliche  Seite  haben,  hat  man  das  gewählt,  in 
diese  Zahlen  die  kleinsten  sind;  wodurch  man  als  dio 
des  ersten  Dreiecks  5,  12,  13  und  des  zweiten  9,  12, 
erhielt. 

Wenn  man  diese  beiden  Dreiecke  so  zusammensetzt,  das  s 
mm  beiden  gleichen  Seiten  zusammenfallen  und  dass  die  an- 
mm  Sehenkel   der  rochton  Winkel   die  gegenseitigen  Verlän- 
Kugen  von  einander  sind,  so   bildet  man   ein  nngleichsei- 
■tag  Dreieck,  dessen  Basis  14  nnd  die  beiden  andern  Seiten 
M  wnd  15  sind.     Auf  diese  Weise  können  die  verschiedenen 
r,  jeder  für  sich,  zu  dem  Dreieck  geführt  sein,  des« 
drei  Seiten  durch  die  Zahlen  13,  14  und  15  ausgedrückt 
Jedoch  müssen  wir  sagen,  dass   man  ans   den   beiden 
winkligen  Dreiecken,   deren    wir  uns   zur  Bildung  dieses 
t  haben,  noch  ein  andres  einfacheres  bilden  könne.   Wenn 
nämlich  ihre  beiden  Seiten   9  und  5  auf  einander  legt, 
steht  ein  Dreieck,  dessen  Basis  4  und  dessen  Seiten  13 
15  sind,  während  die  Höhe,  wie  bei  den  erstem,  12  ist. 
dieses  Dreieck  ist  stumpfwinklig,   das  Perpendikel  trifft 
Basis  ausserhalb,  nnd  obwohl  dieser  Fall  eben  so  oft  als 
eines  spitzwinkligen   Dreiecks  vorkommt,    so    betrachtet 
ihn  doch  im  Allgemeinen  als  weniger  geeignet  zum  Bei- 
zu   dienen.     Daher  hat  man  natürlich  das  Dreieck  ge- 
lt, dessen  Seiten  13,  14  und  15  sind. 
Diese  Betrachtungen  zeigen,  dass  man  nicht  daraus,  dass 
Inder  dieselben  Zahlen  13,  14  und  15  bei  ihren  Anwen- 
■    der  Formel    fur   die  Fläche  des  Dreiecks,    als  der 
Hero  gebrauchton,    schlössen    darf,    sie  hätten   diese 
1   Ton  dem  Alexandrinischen  Geometer  erhalten.     Aber 
hatten  sie  sie  entlehnt,    so  würde   dies   den  Rechten 
egnpta's  auf  den  Namen  eines  gewandten  Geomctors  kei- 
Kntrag  thun ,  weil  sein  Werk  eine  viel  wichtigere  Formel 
schwierigere  Aufgaben  enthält,  von  denen  wir  bei  den 

F  dien  keine  Spur  finden. 
Der  §.  28  bei  Brahmagnpta  giebt  die  Ausdrucke  für  die 
hgtaalen  eines  Vierecks,  das  einem  Kreise  eingeschrieben. 
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ist,  als  Function  der  Selten.  Diese  Formel»  sind  haart) 
sie  losen  das  Problem,  in  dem  es  sich  dämm  handelt,  am 
vier  gegebenen  Seiten  ein  Viereck  zu  construiren,  am 
einem  Kreise  eingeschrieben  werden  kann  *  so  dsH  er 
indische  Geometer  die  Lösung  dieses  Problems  gekaut  kft. 
Dieser  Umstand  ist  nicht  gleichgültig.  Denn  dieses,  Ten  an 
Neuem  behandelte  Problem ,  hat  wahrend  einer  Zeit  einigt  It» 
rühmthoit  gehabt ,  nnd  nicht  alle  sind  darin  glücklich  gtwuWL 
Wir  wollen  eine  knrze  Notii  Ton  den  Geometera,  éa 
sich  damit  beschäftigt  haben,  in  nnsern  Bemerkungen  ftkr 
den  §.  38  geben,  welcher  eine  Folge  dieses  ersten  fn> 
bleins  ist. 

Um  diese  Note  nicht   zn  sehr  auszudehnen ,   wellen  * 
die  Bemerkungen,  sn  denen  die  §$.23,  25,  29,  30—31 
32  Anlass  geben   könnten,  fortlassen.     Wir  wollen  nm 
fuhren,    dass  der   s  weite  Theil  des  §•  30—31   einen 
merkwürdigen  Sats  ausspricht.    Brahmegnpta  neigt,  wie 
das  Perpendikel  berechnet,  welches  von  dem  Dsrc 
punkt  der  beiden  Diagonalen  eines  Trapezen   aof  die 
gefällt  wird,  und  giebt  (ohne  das  Mittel  der  Reehnnng 
führen)  den  Ausdruck  für  die  Verlanderung.  dieses 
kels   bis   zur   obern  Basis.     Ans  diesem  Anedrnck 
wir  unmittelbar,   dass  dieses  Perpendikel  durch  diê  JÊÊttm 
der  obern  Basis  geht.     Ein   Sats,   der  leicht   zn  bewom 
ist ,  der   aber  iu  dem  Werke  des  Brahmegnpta  angefahrt  ü 
werden  verdient.     Er  zeigt,  dass  die  Rede  von  einem  Tirni 
ist,  welches  den  beiden  Bedingungen  genügt,  dass  es  ei 
Viereck   eingeschrieben   werden  kann   und   seine   beides 
gonalen  einen  rechten  Winkel  mit  einander  bilden. 

Wir    wollen    die   Aussprüche    der    vier    Sätze  asflkifii 
welche  in   den   §§.  35,  36,  37  und   38  enthalten  sini  ad 
welche   uns   die   Aufgabe  su   lösen   scheinen,   ein  Viere*« 
construiren,    das    einem  Kreise  eingeschrieben  werden  kan|i 
und  in  dem  alle  Theile  rational  sind. 

§.  35.    Die  Seite  wird  witlkührlich  angenommen}  ä*. 
Quadrat  wird  durch  irgend  eine  Quantität  dividirt\  s*r' 
dem  Quotienten  zieht  man  dtese  Quantität  ab\  die  Hî  ^ 
des  Restes   ist  die  Kathete  des  Oblongs\    und  wenn  \ 
diese  Quantität  hinzu  addirt ,  so  hat  man  die  Diagmdu) 

Es  sei  also  a  die  Seite  des  OMongs  und  b  die  willkib» 
lieh  angenommene  Quantität,  so  wird 

—  I— —  i>j  die  Kathete,  und 
—  (  —  —  bj  +  b  =  —  f  —  +  b\  die  Diagonale  sti* 
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Man  hat  in  der  Thal: 

1    /a*  i«        1   /a*         \*    . 

Nach  dem,  was  wir  schon  von  dieser  Formel,  auf  die 
>nstr action  des  rechtwinkligen  Dreiecks  angewandt,  gesagt 
iben,  ist  es  kein  Zweifel,  dass  es  sich  hier  nm  die  Con- 
rnetion  eines  Oblongs  handelt,  dessen  Diagonalen,  so  wie 
b  Seiten,  in  rationalen  Zahlen  ausgedruckt  sind. 

Die  Flache  des  Oblongs  wird  anch  rational  sein,  eben 
•  wie  der  Durchmesser  des  Kreises,  der  dem  Oblong  um- 
schrieben ist,  weil  dieser  Durchmesser  gleich  den  Diago- 
ilcn  ist. 

§.  36.  Die  Diagonalen  eines  Oblong's  seien  die  Flan- 
*n  eines  Tetragons  \  das  Quadrat  der  Seite  des  Oblong* 
erde  durch  eine  willkuhrlich  angenommene  Quantität 
ridirt  und  der  Quotient  von  dieser  Quantität  snbtrahirt  ; 
mn  wird  die  Hälfte  des  Restes,  vermehrt  um  die  Ka- 
ete  des  Oblongs,  die  Basis,  und  verringert  um  die 
athete,  die  Scheitellinie  (coraustus)  sein. 

Es  seien  a  und  b  die  Seite  und  die  Kathete  des  Oblongs 
id  c  eine  willkiihrlich  angenommene  Quantität.  Die  beiden 
tunken  des  Tetragons  werden   gleich  den  Diagonalen  des 

»longa/  seine  Basis  wird  —  jo- —  1  +  4,  nnd  seine 
:heitcllinie  —je 1  —  4. 

§.  37.  Die  drei  gleichen  Seiten  eines  Vierecks,  wel- 
kes drei  gleiche  Seiten  hat,  haben  zum  Werth  das  O /ta- 
rât eines  Oblongs,  Die  vierte  Seite  findet  man ,  indem 
an  das  Quadrat  der  Kathete  von  dem  dreifachen  Qua- 
rat  der  Seite  des  Oblongs  abzieht. 

Wenn  diese  vierte  Seite  die  grösste  ist,  so  wird  sie 
ie  Basis  des  Tetragons  ;  wenn  sie  die  kleinste  üt,  so 
ird  sie  die  Scheitellinie» 

Es  sei  a  die  Seite  des  Oblongs  nnd  b  seine  Kathete, 
inn  wird  a*  +  4*  das  Quadrat  seiner  Diagonale  sein.  Wir 
rtxen  voraus,  dass  es  nach  d<*r  Regel  des  §.35  gebildet  ist, 

i  dass  seine  Diagonale  i/o*  +  4*  eine  rationale  Zahl  sein 
ird.  Alsdann  wird  man  (<**+&*)  sam  Werth  der  drei  glei- 
ten Seiten  des  Tetragons  annehmen  nnd  (3a* — 4*)  wird 
er  Ausdruck  fur  die  vierte  Seite. 

$.  38.  Die  Seiten  und  die  Katheten  zweier  recht- 
tinkligen  Dreiecke,  reeiprok  mit  den  Hypotenusen  mul- 


tiplicirty  sind  die  vier  ungleichen  Seiten  eine*  Traps* 
Die  gross  te  ist  die  Basis,  die  kleinste  die  SchciUÜmty 
und  die  beiden  andern  die  Flanken. 

Es  seien  a,  b,  c  die  Seite,  die  Kathete  und  die  Hjp- 
tennse  des  ersteu  Dreiecks,  und  al3  frß  c1  die  Seite,  d» 
Kathete  und  die  Hypotenuse  des  zweiten  Dreiecks119);  dm 
werden  die  vier  Seiten  des  Trapezes  sein:  acl7  ic1,  a*c,  fei 

Die  Ordnung,  in  welcher  diese  Seiten  n  steilem  nsi, 
wird  vom  Verfasser  so  angegeben,  dass  die  beiden  erstes  il 
beiden  Bases  und  die  beiden  letztern  die  Flanken  bedestea. 

Die  in  diesen  Tier  Paragraphen  enthaltenen  Sätze  sU 
offenbar  unvollständig,  weil  jeder  sich  darauf  redneirt,  «Ol 
besondre  Construction  der  vier  Seiten  eines  Tetragoas  ti  ge- 
ben. Aber  eines  Theils  reichen  diese  Seiten  nicht  inr  Ci- 
strnetion  des  Tetragons  hin,  ausgenommen  im  ersten  FaB, 
wo  es  sieh  um  ein  Oblong  handelt,  und  sodann,  wenn  im 
Tetragon  construirt  ist,  so  ist  nichts  Ton  den  Eignsckaftm 
gesagt,  welche  es  besitzt  nnd  welche  den  Gegenstand  dies* 
Sätze  ausmachen.  Man  muss  daher  glauben,  dass  die  m 
Brahmegupta  gegebene  Construction  der  Seiten  einer  Asfgsk 
entspricht,  die  ursprünglich  in  dem  Titel  des  Werks  aasp» 
sprochen  war  und  welche  in  irgend  einem  der  spaten  » 
nuscripte  verschwunden  ist.  Man  musste  es  wieder  asflbdfi, 
welche  diese  Aufgabe  gewesen  ist;  denn  ohne  diese  dirftf 
man  das  Werk  des  Brahmegnpta  nicht  verstehen  kSiio. 
Dem  Scholiasten  Chattirveda  scheint  in  der  Zahlenanwenduf, 
die  er  von  den  vier  Sätzen  macht,  ihre  Bestimmung  vollkom- 
men unbekannt  gewesen  zu  sein,  so  dass  er  uns  nicht  du 
geringste  Licht  über  diesen  Gegenstand  giebt. 

Da  wir  aber  erkannt  haben ,  dass  in  den  meisten  anfai 
Sätzen,  von  denen  wir  schon  gesprochen  haben,  von  eins 
Viereck,  das  einem  Kreise  eingeschrieben  ist,  die  Rede  ist, 
so  glaubten  wir  zuerst,  dass  dasselbe  in  diesen  vier  SaUfi 
der  Fall  wäre.  Da  aber  hernach  der  erste  dieser  vier  Säbe» 
algebraisch  ansgedriirkt,  uns  die  Formel  gab,  welche  nr 
Construction  eines  Rechtecks  dient,  dessen  Seiten  und  Dia- 
gonalen rationale  Zahlen  sind,  und  da  er  ausserdem  auf  iin 
beiden  Sätze  folgt,  von  denen  es  uns  unzweifelhaft  erschie- 
nen ist,  dass  sie  zur  Construction  eines  Dreiecks  dieses,  ii 
welchem  die  Perpendikel  und  folglich  auch  die  Fläche  ni 
der  Durchmesser  des  umgeschriebenen  Kreises   in   ratiomiks 


119)  Wir  werden  weiterhin  diese  beiden  Dreiecke  mit  den  Na- 
men erzeugende  Dreiecke  bezeichnen. 
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Zahlen  ausgedrückt  werden,  so  worden  wir  natürlich  in  der 
Annahme  geführt,  dass  es  eine  analoge  Aufgabe  war,  wel- 
che Brahmegupta  für  das  eingeschriebene  Viereck  aulge- 
löst hat. 

In  der  That,  indem  wir  mit  den  Tier  Seiten,  deren  An s- 
drnek  durch  jeden  der  vier  Sätze  gegeben  ist,  ein  Viereck 
bildeten,  das  einem  Kreise  eingeschrieben  werden  kann,  und 
indem  wir  anf  diese  Figur  die  verschiedenen  Formeln  an- 
wandten, welche  die  andern  Paragraphe  des  Werks  zur  Be- 
rechnung der  Flache  des  Vierecks,  seiner  Diagonalen,  seiner 
Perpendikel,  des  Durchmessers  des  umgeschriebenen  Kreises 
■nd  der  von  den  verschiedenen  Linien  auf  einander  gebildeten 
Segmente  enthalten,  so  haben  wir  gefunden,  dass  alle  diese 
Formeln  rationale  Ausdrücke  geben.  Und  hieraus  mnssten  wir 
folgern,  dass  dieses  der  Gegenstand  der  vier  Sätze  des  Brah- 
Mgnpta  gewesen  wäre. 

Der  Satz  in  §.  38  giebt  sa  mehren  Bemerkungen  Ver- 
anlassung. 

Die  vier  Seiten  des  Vierecks  haben  zn  ihren  Ausdrücken 
MC1,  bcl,  alc  und  blc.  Der  Verfasser  hat  die  Ordnung  vor- 
geschrieben, in  welcher  sie  stehen  sollen:  die  beiden  ersten 
••lien  gegenüberliegende  Seiten  sein.  Nach  dieser  Regel  er- 
kennt man  leicht,  dass  sie  ans  der  Multiplication  der  bei- 
den Seiten  eines  und  desselben  Dreiecks  durch  die  Hypotenuse 
den  andern  entstehen;  und  die  beiden  andern  aus  der  Multi- 
plication der  beiden  Seiten  dieses  durch  die  Hypotenuse  des 
erstem.  Denn  die  Summe  der  Quadrate  der  beidcu  Seiten 
er1,  bc1  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  beiden  nu- 
dern Seiten  alc ,  blc\  indora  diese  Summe  c%cl*  ist.  Woraus 
folgt,  dass,  wenn  acl  die  grbsste  Seite  ist,  bcl  die  kleinste 
•ein  wird,  folglieh  liegen  die  beiden  Seiten  acl  und  6c1, 
welche  durch  die  Multiplication  der  Seilen  eines  Dreiecks 
darch  die  Hypotenuse  des  andern  entstehen,  bei  der  Cou- 
•irnetion  des  Vierecks  einander  gegenüber. 

Wir  sehliessen  hieraus,  dass  die  Summe  der  Quadrate 
der  beiden  gegenüberliegenden  Seiten  gleich  ist  der  Summe 
der  Quadrate  der  beiden  andern,  und  da  das  Viereck  als 
ein  solches  angenommen  ist,  welches  einem  Kreise  einge- 
schrieben werden  kann,  so  folgt  ans  dieser  Gleichheit  der 
Summen  der  gegenüberliegenden  Seiten ,  dass  die  beiden  Dia- 
gonalen den  Vierecks  sieh  unter  rechtem  Winkel  schnei- 
den.  Es  ist  also  geometrisch  nachgewiesen,  dass  im  §.  38 
das  Wort  Trapez  ausschliesslich  auf  ein  Viereck  anzuwen- 
den ist,  dessen  Diagonalen  senkrecht  anf  einander  stehen. 


Es  sei  ABCD  das  Trnpes,  *o  bal  man: 

A»:  =  ac',  BC=»'c,  CD=bc>,  AD^Vc. 
Die  Formel  §.  28  giebt  für  seine  Diagonalen: 
AC=»b>  +  ha»,  BD  =  aa'+ab». 


Die  Flàche  des  TrapeiM  kann  mail  nach  ter  Fond 
des  §.  21  berechnen;  einfacher  aber  ist  es,  wenn  mai  be- 
merkt, t)a  die  Diagonalen  aufeinander  senkrecht  aleken,  da» 
diese  Flüche  dem  halben  Produkt  dieser  beiden  Linie«  gleich 
ist.    Der  Ausdruck  dafür  ist  also: 

—  (ab1  -f-  bn')  (aa»  +.bb')- 

Der  Durchmesser  des  umgeschriebenen  Kreises  ist,  itd 
dem  zweiten  Tlicil  des  §.  26,  der  Quadratwurzel  aui  da 
Summe  der  Quadrate  der  beiden  gegenüberliegenden  Seilet 
gleich,  d.  i. 

/\*c'I+b"oll  =  c>./a,+f',=eol1 
Die  Perpendikel  BE  und  CF,   dio  Ton   den   beiden  Sebriidi 
B  und  C  auf  die  Basis  AB  gefällt  werden,   nach  der  Repl 
des  §.  22  aus  den  beiden  Dreiecken  A  BD ,   AÇD  berechid, 
so  wie  es  Brafimegupta  in  §.  29  augiebt,  werden: 

a  b 

BE  =  —  Caa1  +  bb1),     CP  —  —  (ab>+ba<). 

welche  diese  Perpendikel   auf  der  Basis  AD 


Die  Segmente, 
bilden,  sind: 


AB  =  —  C*b'— Wi,    DK= — (aat+hb«j. 


DF  =  —  ChW  — aa'),    AF  =  — -  Cab>+ba'). 
e  b 

Die  Segmente,  welche  niif  den  beiden  Diagonalen  dnrrh  ihm 
Durch  achnilUpiiukt  gebildet  werden,  berechnet  nach  der  Regel 
§.  30—31,  sind: 

AO.=  aii',  CO^a'b,  HO=an\  DO=bb". 
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Das  Perpendikel  OJ  in  dorn  Dreieck  AOD^  berechnet  nach 
dir  Vorschrift  des  §.  30 — 31  (oder  nach  einem  Satz,  der 
aus   der  Aehulichkeit   der  beiden  Dreiecke  EBD  und  JOD 

folgt),   ist   OJ=  ;    nnd  seine  Verlängerung   OL,    bis 

c 

sur  obfra  Basis,  ist,  nach  der  Vorschrift  derselben  Paragra- 
phe, gleich  der  halben  Summe  der  beiden  Perpendikel  BE 

nnd  CF,   weniger   O/,   daher  0£=— a1*:. 

Endlich  haben  wir  nicht  uöthig,  die  Ausdrühke  fur  die 
Segmente  zu  gehen,  welche  Auf  den  Diagonalen  und  den  Per- 
peiidikeln  dnreh  ihren  gegenseitigen  Durchschnitt  gebildet  wer- 
den, eben  so  wenig  als  für  die  auf  den  gegenüberliegenden 
Seiten,  weil  alle  diese  Segmente,  in  einem  beliebigen  Viereck, 
rational  als  Function  der  Seiten,  der  Diagonalen  und  der 
Perpendikel,  ausgedruckt  werden  können. 

Ebenso  sind  alle  andern  Theile  der  Figur  rational. 

Wir  können  also  den  §.38  so  ansehen,  als  habe  er  zum 
Gegenstand  gehabt,  ein  Viereck  mit  vier  ungleichen  Seiten 
xn  bilden,  das  einem  Kreise  eingesehrieben  werden  kann  und 
in  dem  alle  Ausdrücke,  deren  Berechnung  Brahmegnpta  in 
■einen  andern  Sätzen  gelehrt  hat,  rational  sind. 

Diese  Ausdrücke  sind  in  dem  indischen  "Werke  nirht  be- 
rechnet; worüber  man  sich  aber  nicht  wundern  darf,  da 
Brahmeipipta  sich  immer  auf  den  einfachen  und  möglichst 
gedrängten  Ausspruch  seiner  Sätze  beschränkt,  ohne  irgend 
einen  Beweis  oder  eine  Vérification  a  posteriori  zu  geben. 

Wir  fügen  diese  Bemerkung  hinzu,  weil  Bhascara,  in- 
dem er  einen  neuen  Satz  bildet,  den  er  sich  zuschreibt,  die 
Ansdrücke  für  die  Diagonalen  AC,  BD  giebt,  und  die  Schrift- 
steller, die  ihm  vorhergingen,  besonders  Brahmegnpta  tadelt, 
dass  sie  diese  Regel  ausgelassen  hätten,  die,  wie  er  sagt, 
viel  kürzer  wäre,  als  die  Formel  des  §.  28,  welche  sie  ge- 
geben hätten. 

Die  nach  dem  Ausspruch  des  Satzes  §.  38  angegebenen 
Werthe  ffir  die  Seiten  des  Vicrerks  nnd  die,  welehe  wir  für 
die  Segmente  OA,  OB,  OC,  OD  gefunden  haben,  zeigen, 
da«s  die  Seilen  jeder  der  vier  Dreiecke  AOB,  BOC,  COD, 
DO  A  y  welche  bei  O  rechtwinklig  sind  und  aus  denen  das 
Viereck  zusammengesetzt  ist,  respective  aus  der  Multiplica- 
tion der  drei  Seiten  jedes  erzeugenden  Dreiecks  durch  eine 
Seite  des  andern  Dreiecks  entstehen.  So  sind  die  drei  Sei- 
ten des  Dreiecks  AOBy  acly  ab%y  an1;  sie  entstehen  aus  der 
Multiplication  der  drei  Seiten  c1,  61,  a1  des  zweiten  durch 
die  Seite  a  des  ersten. 


Man  kann  also  nicht  allein  die  rier  Selten  des  Yiereds 
vermittelst  der  beiden  erzengenden  Dreiecke  bestimmen,  sn- 
deru  auch  dadurch  die  Construction  des  Vierecks  bewirket. 
Denn  es  genügt,  gemäss  dem  Gesagten,  die  vier  rechtwiik- 
ligen  Dreiecke  AÖB,  BOC,  COD  9  BOA  su  bilden  «* 
diese  zusammenzusetzen.  Dieses  ist  auch  das,  was  die  ScW- 
Kasten,  besonders  Ganesa,  in  ihren  Noten  zu  dem  Werks  des 
Bhascara  unter  der  Construction  des  Vierecks  verstanden  ha- 
ben. Auf  diese  Weise  haben  sie  der  Bedingung  genügt,  das 
das  Viereck  einem  Kreise  eingesehrieben  werden  könne,  was 
wir  dem  Brahmegupta  als  Absicht  untergelegt  haben.  Hier- 
nach sehen  wir  auch,  wie  Chaturveda  die  numerischen  An- 
wendungen der  Regeln  des  Brahmegupta  hat  machen  kinnei, 
während   er  diese  Bedingung  der  Inscriptibilität  nicht  kannte. 

Aus  den  vier  Seiten  eines  Vierecks,  das  einem  Kreise 
eingeschrieben  ist,  kann  man  noch  awei  andre  Vierecke  bil- 
den, die  demselben  Kreise  eingeschrieben  sind.  Wenn  «,  & 
y,  S  in  dieser  Ordnung  die  vier  Seiten  eines  Vierecks  sind, 
so  kann  man  sie  auch  in  die  Ordnung  a,  /?,  «T,  y  oder  in 
a,  y,  ß9  S  setzen.  Von  diesen  drei  Vierecken  haben  je  zwei 
eine  gemeinschaftliche  Diagonale,  so  dass  ihre  sechs  Dia- 
gonalen nur  drei  unter  einander  verschiedene  sind  ;  dis  dm 
andern  sind  respective  den  drei  ersten  gleich.120) 

Wenn  man  diese  Bemerkung  auf  die  Figur  des  Brahae- 
gnpta  anwendet,  so  werden  die  beiden  neuen  Vierecke  nirht 
mehr  Trapeze  sein ,  d.  h.  ihre  Diagonalen  werden  nicht  mehr 
senkrecht  auf  einander  stehen.  Aber  diese  Linien  werdes 
noch  rational  sein,  so  wie  alle  andern  The i le  des  Vierecks, 
welche  wir  für  das  Trapez  berechnet  haben.  Es  geniigea 
also  diese  beiden  neuen  Vierecke  der  allgemeinen  Aufgabe, 
von  der  wir  angenommen  haben,  dass  der  indische  Autor  sie 
sich  vorgesetzt  habe.  Er  kann  auch  vielleicht  diese  beiden 
Vierecke  in  seiner  Auflösung  mitbegriffen  haben. 

Dass  diese  beiden  neuen  Vierecke  vorhanden  sind,  war 
dem  Bhascara  bekannt,  denn  er  gab  den  Ausdruck  für  die 
dritte  Diagonale;    er    hat   aber  nicht  erkannt,    welches  der 


120)  Diese  drei  Vierecke  haben  dieselbe  Flache.  Ihre  drei  ver- 
schiedenen Diagonalen  haben  mit  der  Fläche  und  dem  Durchmesser 
des  umgeschriebenen  Kreises  eine  Relation,  welche  darin  besteht, 
dass  das  Produkt  der  drei  Diagonalen^  diridirt  durch  den  doppel- 
ten Durchmesser  des  umgeschriebenen  Kreises ,  g t eich  der  Fläche 
des  einen  der  Vierecke  ist. 

Dieser  Satz  «cheint  dem  Albert  Girard  anzugehören,  welcher 
ihn  in  seiner  Trigonometrie  ausgesprochen  hat.  Wir  findeif  nicht, 
dass  er  seitdem  irgendwo  wieder  angeführt  wäre. 
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Zweck  in  dem  Satze  des  Brahmegupta  war,  weder  in  Bezug 
darauf,  dass  die  Fignr  einem  Kreise  eingeschrieben  werden 
Icönn.",  noch  in  Bezog  auf  die  Rationalität  der  verschiedenen 
Theilc  der  Figur.  t 

Diese  dritte  Diagonale  ist  gleich  cc\  Sie  ist  gleich  dem 
Durchmesser  des  um  das  Viereck  beschriebenen  Kreises  \  wor- 
aus man  sieht,  dass  das  Viereck  zwei  rechte  Winkel  hat, 
die  einander  gegenüber  liegen.  Diese  besondre  Form  des  Vier- 
ecks, welche  bemerkt  zu  werden  verdient,  ist  nicht  von  Bhas- 
cara  angegeben.  lsl) 

Wir  nehmen  die  Ausdrucke  fur  das  Perpendikel  CF  und 
für  das  Segment  FD  wieder  auf.    Man  hat: 

b  b 

CF  =  — .(abft+ba<)i  FD  =  —  Cbb*  — aa1). 
o  c 

Die  beiden  Linien  CF,  FD  sind  die  Seiten  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks ,  dessen  Hypotenuse  CD  =>  bcl  ist.  Diese  Aus- 
drücke enthalten  nicht  ausdrücklich  die  Quantität  c1,  ausser 
vermittelst  der  Seite  CD,  sondern  nnr  die  Quantitäten  a1,  b\ 
deren  Qnadratsumme  gleich  dem  Quadrat  von  cl  ist,  oder 
CO  =  alb  und  DO=*blb9  deren  Quadratsumme  gleich  dem 
Quadrat  von  CD  ist.  Diese  Ausdrucke  würden  also  noch 
rational  sein,  selbst  wenn  cl  oder  die  Seile  CD  es  nicht 
wären.  Folglich  geben  die  Seiten  CF,  FD  eine  geometrische 
Lösung  dieses  Problems:  Eine  gegebene  Zahl  (Quadrat 
oder  nicht)  in  zwei  Quadratzahlen  zu  zerlegen  3  wenn 
man  ein  erste  Lösung  dieser  Aufgabe  kennt» 


121)  Diese  Eigenschaft  des  Vierecks,  da»»  es  zwei  rechte  Win- 
kel enthält,  zeigt,  dans  die  Aufgabe,  ein  Viereck  au  conatru(rent 
das  einem  Kreise  eingeschrieben  werdeu  könne  und  dessen  Seiten, 
Fläche,  Diagonalen,  Perpendikel,  so  wie  auch  der  Durchmesser  den 
Kreises  in  rationalen  Zahlen  ausgedrückt  werden,  einer  sehr  einfachen 
Auflösung  fähig  i*t,  welche  darin  besteht  %  cum  Durchmesser  des 
Kreises  irgend  eine  rationale  Zahl  anzunehmen  nnd  das  Quadrat  die* 
ser  Zahl  auf  zwei  verschiedene  Arten  in  zwei  andre  Quadrate  na 
zerlegen.  Die  Wurzeln  dieser  Quadratzahlen  werden  die  Seiten 
des  Vierecks.  Man  bildet  auf  diese  Weise  dieselben  Vierecke,  wel- 
che man  nach  der  Methode  des  Brahmegupta  erhält 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  man  auch  auf  folgende  Welse  Ter- 
fahren  kann  :  Mau  nimmt  irgend  ein  ungleichseitiges  Dreieck  ABC 
▼on  der  Art,  dass  seine  Seiten  und  seine  Perpendikel  rationale  Zah- 
len sind;  in  Keinen  beiden  Scheiteln  tt  und  C  errichtet  man  Per- 
pendikel respective  auf  All  und  AC.  Diese  Linien  werden  sich  In 
einem  Punkt  D  schneiden  und  das  Viereck  ABUC  wird  der  Auf- 
gabe geuilgen.  ludern  man  die  Ordnnng  der  Seiten  vertauscht,  bil- 
det man  das  Trapez  des  BraüuiegupU. 


_4M_ 

"Wir  wollen  c1*  dnreh  A  ersetten  ;  dann  kann  man  An 
Anfgabe  und  ihre  Lösung  algebraisch  so  ausdrücken: 

Um  die  Aufgabe  .r*  +  y*  =  A.  in  rationalen  Zahlen  nt- 
ziilöseu,  wenn  man  ein  erstes  System  von  Wurzeln  dies* 
Gleichung  «r1*  V1  kennt,  wird  man  willkuhrlich  drei  Qia- 
dratzahlen  «,  b,  c  so  annehmen,  dass  a*  +  bf*  *s  tß  iä\ 
dann  werden  die  gesuchten  Wurzeln  sein: 

ayl  +  bxl  by1  —  ax1 

x  =  ,  y  = . 

c  0 

Diese  Formeln,  zu  welchen  die  geometrische  Aufgabe  de* 
Brahmegupta  gans  einfach  führt,  enthalten  wesentlich  A 
allgemeinen  Formeln  fur  die  Auflösung  der  Gleichung  C**+ 
A  =  y*  m),  welche  man  zum  grössten  Erstaunen  der  eart- 


122)  In  der  That,  in  der  aufzulösenden  Gleichung  ä" +!•=!. 
und  in  den  beiden  BedingungsgleichungeD  &2+pl2=A  und  «,+*1 
=€*  ersetze  man  x  durch  »VC,  a*1  durch  «'Vir,  «  duck  n/CV 
so  werden  sie: 

Cx*+y«=A 
Cx*a+yi2=A 

Ca*+b*=cf; 

die  Aniid  rücke  der  Wurzeln  x  und  y  werden  durch   diese  SnbtUn- 
tioneu  diese: 

a^  +  bx1 

x  s=  — - — ! 

c 
Cax«  —  by* 

welches  dfc  Wurzeln  der  Gleichung  Cx*+y*= A  sind. 

Nun  bemerken  wir,  das*  diese  Wurzeln  dieser  Gleichung  gieri- 
gen, welche  auch  die  Werthe  der  beiden  Zahlen  C  und  A  seiu  •*- 
gen,  die  also  auch  negativ  angenommen  werden  können«  Die  Glei- 
chung kann  also  die  Form  annehmen: 


die  Wurzeln  werden: 


Cx«±A=yf; 


aj^  +  bx* 
x  =  — 


CO  ...  . 


y  = 


c 
Cax1  +  by* 


Wir  wollen  dem  p  das  positive  Zeichen  geben  ;  denn  da  diese 
Variable  nur  zum  Quadrat  erhoben  in  die  Gleichung  eingebt,  so  tat 
das  Zeichen  ohne  Einfluss. 
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iischen  Geometer  in  der  Algebra  dieses  indischen  Atitors 
Blanden  hat  und  welche,  im  letzten  Jahrhundert >  dem  gros- 
m  Euler  sur  besondern  Ehre  angerechnet  wurde,  der  unter 
sa  Neuem  zuerst  auf  sie  gekommen  war. 

Die  Inder  gebrauchten  bei  ihren  mathematischen  Specu- 
itionen  untermischt  Algebra  nnd  Geometrie:  die  Algebra 
andten  sie  zur  Abkürzung  und  Erleichterung  des  Beweises 
irer  geometrischen  Sätze  an,  nnd  die  Geometrie  znm  Beweis 
irer  Regeln  der  Algebra  und  zur  Yersinnliehung  der  Résul- 
te der  Algebra  durch  Figuren.  Wir  finden  Beispiele  von 
caer  Operationsart  an  mehren  Stellen  bei  Bhascara  und  in 
Mi  Werken  der  Araber,  welche  diese  Verschmelzung  der  AI- 
sfcra  mit  der  Geometrie  von  den  Indern  angenommen  haben. 
i  erscheint  also  als  möglich,  dass  die  Inder  zn  ihrer  Auf- 
snnjç  der  Gleichungen  des  zweiten  Grades  durch  geometri- 
he  Betrachtungen  y  die  sie  aus  dem  Satze  des  §.  38  seböff- 
i,  gelangt  sind,  nnd  dass  auch  hierin  der  ursprüngliche 
rud  Hegt,  weshalb  ein  Stück  der  Geometrie  in  die  Behand- 
■g  der  Arithmetik  nnd  Algebra  ran  Brahmegupta  einge- 
kaltet  ist.  Zar  Unterstützung  dieser  Conjectur  kommt,  dass 
scheint,  die  Araber  hätten  sich  aach  mit  den  nnbestimm- 
n  Gleichungen  des  zweiten  Grades  beschäftigt  und  sie  durch, 
iometrische  Betrachtungen  aufgelöst,  worin  sie  wahrschein- 
:fc  die  Nachahmer  der  Inder  waren.  Dieses  scheint  aus 
mer  Stelle  bei  Luca  del  Borgo  hervorzugehen ,  welcher  in 
iner  Summa  de  Ar$thmettca9  G  cornet  r  ja  etc.  (diUinctio 
rima,  tractât u$  quartua)  von  einem  Werk  von  Leonhard 
in  Pisa  über  die  Quadratzahlen  spricht,  worin  sich  die  Glei- 
tflug j?*+y*  =  ui  durch  geometrische  Betrachtungen  und 
iguren   aufgelöst   findet.      Die  Formeln    des  Leonhard   von 


Die  Bedingungsgleichungen  «wischen  xl  und  y1  einer  Betts  uni 
i  k9  e  andrer  Seit»  sind: 

Cx**±A  =  yia 
Ca'+ct^b*; 

a.  xl  und  yl  sind  ein  System  von  Wurzeln  der  vorgegebenen  Glef- 

a  b 

luag  und  —  und  —  sind  ein  System  von  Wuraeht  der  Gleichung 

c  c 

Vie  Formeln  (1)  sind  genau  dieselben,  welche  man  In  der  AI- 
»ara  des  Brahmegupta  findet  (Sectio  VII,  p.  3C4  und  Art.  66  in 
nr  Ueber Setzung  des  Colebrooke.) 

Diese  allgemeinen  Formeln  können  sich  auf  diese  Weise  leicht 
m  der  einfachen  Aufgabe  der  Geometrie  ableiteu,  weicht  Ton  dem 
dischen  Geometer  behandelt  ist. 
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Pisa,  welche  Ltica  del  Borgo  anfahrt1**),  siad  dieräkilli 
die,  welche  wir  aus  der  georoetrisehea  Aafpabe  da  Brth- 
inegupta  abgeleitet  haben.  Aber  Leoahard  Tom  Pita  kss| 
seine  mathematischen  Kenntnisse  aas  Arabien;  wir  Bfami 
also  seine  Formeln  für  die  Auflösung  der  unbestimmtem  Gkv 
rhungen  des  zweiten  Grades  den  Arabern  luschreihem  «I 
annehmen,  dass  diese  sie  von  den  Indern  erhalten  halttju 

Nachdem  wir  uns  nnsre  Ansicht  über  die  Anfgahea,  WsV 
che  in  den  §§.  21  bis  38  im  Werke  des  Brahmegupta  gstsV 
det  hatten,  waren  wir  bemüht  xu  erfahren,  ob  mal« 
Nenern  und  zu  welcher  Zeit  dieselben  Aufgaben 
worden  und  ob  man  eine  Art  von  Yergleichung  zwischen. 
Arbeiten  der  indischen  Geometer  und  den  der  enra; 
aufstellen  könne. 

»Das,    was  wir   in  dieser  Hinsicht  gefunden  habenf  ist 
Folgendes  : 

Jo.  Bapt.  Benedictes  hat  die  Aufgabe  gelöst, 
gegebenen  Seiten  ein  Viereck  zn  consiruiren,  das 
Kreise  eingeschrieben  werden  kann  (s.  Diversant*  sp** 
culaiionum  mathematicarum  et  physicarnm  liber  9  TsarU 
1585,  in  fol.)  Dieses  Problem  war  ihm  Ton  dem  Primat 
Carl  Emanuel  von  Savoyen  gegeben  worden« 

Im  Jahr  1594  gab  der  berühmte  Joseph  Sealiget  in  is> 
nen  Cyclotnctrica  elcmenta  duo  (Leyden,  in  fol.)  eine  U- 
cenaue  Lösung.  Es  seien  a3  hy  c>  d  die  fier  gegeben! 
Seiten,  so  wurde  man  aus  dieser  Lösung  seh  liesses,  dm 
der  Durchmesser  des  Kreises,  in  welchem  das  ans  Jitffi 
yier  Seiten   gebildete  Viereck    eingeschrieben   ist,    zn  seiM 

Ausdruck  |/a*  +  6a  +  /c*  +  d*  hätte.  Hieraus  wurde  folgo, 


123)  Cardan  sagt  auch ,  das«  er  dieselben  Formeln  von  Lern- 
aard  von  Pisa  entlehnt  habe*  welcher  sie  ohne  Beweis  In  ffinrr 
Practica  Ar ithmetica  (Cap.  C6,  Quacst.  44)  gegeben  hat.  Viett  VI 
der  erste,  welcher  sie  im  IVten  Buch  seiner  ZrjrrjTixn  bewiesen  stL 
»ein  Beweis  ist  analytisch.  Bald  darauf  hat  sich  auch  Alexantrr 
Anderson  mit  dieser  Aufgabe  ans  der  unbestimmten  Analyiif  ■*■ 
schäftitft  und  durch  geometrisch©  Betrachtungen  die  Formata  f* 
Dionhantus  bewiesen,  welche  von  denen  des  Leonhard  von  Pfra 
verschiede*  sind  {bxercitationum  mathematicarum,  Decas  pristt, 
Paris  1619,  in  4.). 

In  den  historischen  Notixen  über  die  unbestimmten  Gleich«*« 
des  zweiten  Grades,  setzt  man  den  Ursprung  der  Arbeiten  der 
neuem  Geometer  nicht  früher  als  Fermât.  Man  raü**te  aber  W 
Fermât  noch  Leonhard  von  Pisa,  Lnca  del  Borgo,  Cardan  nnd  Vtats 
nennen,  da  sie  sich  derselben  Formeln  bedienen ,  anf  welches  dH 
allgemeine  Auflösung  von  Fermât  beruht  oder  aus  denen  sie  «tos 
ableiten  lässt. 
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àmm  dieses  Problem  moeh  «wei  andre  Lösungen  suliesse,  Ar 

welche  die  Durchmesser  j  a*-t-c* + J  fr  +  d*  und  V  aa-f-d* 

+  V  Ù*  +  c*  wären.  Auf  diese  Weise  würde  8caliger,  in 
dar  That,  nur  mit  Hülfe  der  geraden  Linie  und  des  Kreises 
eine  Aufgabe  gelöst  haben,  welche  in  der  Analysis  von  einer 
Gleichung  des  dritten  Grades  abhängt.  Wenn  er  aber  noch 
diese  Bemerkung  gemacht  hätte,  so  würde  sie  ihn  doch  nicht 
gehindert  haben;  denn  man  weiss ,  dass  er,  da  sein  bedeu- 
tender literarischer  Ruf  ihn  nm  den  ersten  Rang  anter  den 
Mathematikern  geizen  liess,  nicht  allein  das  Problem  über 
die  Quadratur  des  Zirkels,  welches  der  Gegenstand  seiner 
Cyclomctrica  elementa  war,  gelöst  haben  wollte,  sondern 
mdi  das,  in  den  Kreis  jedes  regelmässige  Polygon  Ton  un- 
gerader Seitenzahl  einzuschreiben. 1M) 

Dieses  Werk  wurde  sogleich  nach  seinem  Erscheinen 
widerlegt  Ton  Errard  de  Bar  le -Duc,  königlichem  Inge- 
nieur *«•),  darauf  Ton  Yieta  186),  Adrianns  Romanus lt7)  und 
CLmns.  im) 

Yieta  löst  die  Aufgabe  in  Bezug  aufs  Viereck  und  weist 
die  Fehlschlüsse  nach ,  welche  Scaliger  verleitet  haben.  Seine 
Lisnng  erschien  1596  In  seinem  Pseudo-Mesolabum. 

Wir  finden  noch  Prätorins,  welcher  dieser  Aufgabe  ein 
Werk  gewidmet  hat,  unter  dem  Titel:  Problema  y  quod  ju- 
het  ex  quatuor  lincis  rectis  datis  qvadrilaterum  jieri, 
émod  sit  in  circulo,  aliquot  modis  expiieatum ,  a  Johanne 
jpraetorio  Joachimico.    Norinbcrgae  1598,  in  4.  (36  Seiten). 

Dieses  Werk  ist  in  mehren  Hinsieb  te n  von  Werth:  zuerst 
wi»gen  einiger  Andeutungen,   die  es  über  die  Geschichte  des 


J24)  Elementum  prius,  Prop.  XV. 

125)  Refutation  de  quelques  propositions  du  livre  de  Bf,  De 
tmXêC*le%  delà  quadrature  du  cercle,  par  lui  intitulé:  Cyclometrica 

duo.    Brief  an  den  König,  Paria,  Septbr.  1584. 
Wenige  Worte  genügen  Errard,  nm  die  Falschheit  der  Sitae  5 
6  von  Scaliger  nachzuweisen,  welche  aussagen:    1)  Der  Um- 
frnng  des  Zwölfecks ,  das  einem  Kreise  eingeschrieben  ist,  ist  grosser 
der  Umfang  des  Kreises  :  2)  das  Quadrat  des  Vmfangs  des  Krei- 
ist  das  Zehnfache  vom  Quadrat  des  Durchmessers.     • 

126)  Diese  Widerlegung  ist  der  Gegenstand   des  Pseudo-Meso- 
et  aiia  quaedam  adjuneta  capitula ,   1506. 

127)  Apologia  pro  Archimede,  ad  clariss.  rirum  Josephum  Sca- 
Mfermm.  Kxercitationes  cyclicae  contra  J.  Scaligerum,  Orontium 
Wimaeum,  et  Raymarum  ürsum,  in  decem  dialogos  distinetae.  War- 

.1  1597. 

128)  S.  Geometriam  practicam. 

Gsttfcj.  der  G«o»  3t 
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Problem*  enthalt,  nd  sodann,  weil  es  uns,  indem  ei  i 
selbe  Aufgabe  als  Brahmegupta  löst,  die  tick  auf  diele 
gungen  der  Rationalität  einselner  Theile  der  Figur  im 
einen  Vergleichungspunkt  zwischen  den  Indern  nnd  u$i 
bietet,  bei  einer  Aufgabe,  die  eigenthimlien.  nnd  ongoiL 
dem  indischen  Antor,  so  wie  bei  dem  europäischen  isi. 

Prätorins  berichtet  uns,  dass  dieses  Problem  Tir  il 
bebandelt  sei  nnd  dass  man  den  Durchmesser  des  Km 
der  dem  Viereck  umgeschrieben  ist,  nnd  die  Fläche  A 
Figur,  gesucht;  dass  darauf  auch  Regiomontanss  dien  J 
gaben  vorgelegt  habe  ;  sodann  dass  Simon  Jacob  in  1 
gonalen  des  Vierecks  nnd  den  Durchmesser  des  Kreis« 
rechnet  habe.  Endlich  fuhrt  er  die  Lösung  des  Vieta  M 
fugt  hinzu,  dass  noch  neuere  Lösungen  gegeben  waren,  i 
che  er  aber  nicht  kenne. 

Nach  diesem  historischen  Eingange  löst  Präierm 
Problem,  indem  er  die  Ausdrucke  für  die  Diagonalen •■ 
nud  zeigt,  wie  man  den  Durchmesser  berechnen  würdet 
dann  setzt  er  sich  vor,  vier  Zahlen  zu  bestimmen,  m 
als  Seiten  des  Vierecks  angenommeu,  fur  die  Diagonale 
wie  für  den  Durchmesser  des  Kreises  rationale  Werthe  gl 
Er  löst  diese  Aufgaben  auf  verschiedene  Arten.  Bei  de 
nen  findet  er  als  Seiten  des  Vierecks  dieselben  Tier  Zi 
60,  52,  25  und  39,  welche  Brahmegnpta  anwendet 
stellt  sie  alier  nicht  in  dieselbe  Ordnung  und  bildet  data 
Viereck,  das  y  on  dem  des  indischen  Geometers  verseto 
ist.  m)  In  dem  folgenden  Beispiel  bemerkt  er,  dass  i 
Seiten  ihre  Stelle  vertauschen  können,  und  bildet  mit  an 
Zahlen,  nämlich  mit  52,  56,  39  und  33,  ein  andres 


129)  Prätorins  nimmt  irgend  ein  Dreieck  ABC%  denses  * 
rational  und  so  beschaffen  sind,  das.*  das  Perpendikel  auch  rat) 
ist.  Er  constmirt  es  mit  Hülfe  zweier  rechtwinkligen  Dreiecke, 
wir  es  bei  Gelegenheit  des  §.  34  von  Brahmejrupta  gesagt  m 
Zwei  Seiten  dieses  Dreiecks  AB,  AC  werden  als  zwei  anf  äs* 
folgende  Seiten  des  gesuchten  Vierecks  angenommen  und  die* 
BC  als  die  darunter  Hegende  Diagonale.  Es  bleibt  noch  tbrif« 
beiden  andern  Seiten  des  Vierecks  zu  construirai,  deren  Mi 
Prätoriu*  dadurch  bestimmt,  dass  er  irgend  welche  Linien  bW 
zwei  Proportionen  bildet. 

Diese  Auflösung  kann  ausserordentlich  abgekürzt  werdet;  i 
wir  h  ai  »en  erkannt,  dass  es  hinreichend  ist,  wenn  mau  d*tà 
beiden  Punkte  B  und  C  zwei  Senkrechte  auf  den  Seiten  AB  ma 
errichtet.  Diese  Geraden  sind  dann  die  beiden  gesuchten  adle* 
Diese  Construction  zeigt ,  dass  das  Viereck  des  Pretoria*  * 
rechte  Winkel  hat  und  dass  die  zweite  Diagonale  desseM 
Durchmesser  des  umgeschriebenen  Kreises  ist;  was  dieser 
vielleicht  nicht  bemerkt  hat. 
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reibbares  Viereck.  Wir  haben  erkannt,  è*m  in  diesem 
reck  die  Diagonalen  senkrecht  anf  einander  stehen,  wie 
lern  des  Brahmegopta,  was  Prätori  as  nicht  beachtet  hat. 
1er  Geometer  hat  ebenso  wenig  angemerkt,  dass  die  rer- 
edenen  Theile  des  Vierecks,  welche  Brahmegnpta  berech- 
hat,  ebenfalls  in  rationalen  Zahlen  ausgedrückt  werden, 
oh  wie  die  Diagonalen  nnd  der  Durchmesser  des  Kreises. 
i  kann  daher  sagen,  dass  Brahmegnpta  diese  Aufgabe 
ndlicher  nnd  Tollständiger  gelöst  habe,  als  die  Ncnern. 

In  seiner  letzten  Losung  nimmt  Prütorins  zn  den  auf 
Inder  folgenden  Seiten  des  Vierecks  die  Zahlen  33,  26, 
nnd  60  an  nnd  sagt,  „diese  Sind  dieselben  Zahlen,  welche 
ion  Jacob  gegeben  hat,  ohne  den  Weg  anzudeuten,  auf  wei- 
ft er  zn  dieser  Lösung  geführt  ist."  Dieses  lässt  uns  anneh- 
i,  dass  Simon  Jacob  ausser  der  Aufgabe,  aus  vier  gege- 
en  Seiten  ein  Viereck  zn  construirai,  das  einem  Kreise 
geschrieben  werden  könne,  auch  die  gelöst  habe,  in  ra- 
inlen  Zahlen  vier  Seiten  zn  finden,  für  welche  die* Dia- 
alen  des  Vierecks  nnd  der  Durchmesser  des  Kreises  ra- 
ial  werden.180) 

Wir  kennen  nur  das  Werk  Ton  Prätorins,  in  welchem 
,  Simon  Jacob  diese  zweite  Aufgabe  behandelt  ist,  wäh- 
I  die  Aufgabe,  aus  vier  gegebenen  Seiten  ein  ei  n  s  eh  reib- 
ts  Viereck  zn  construiren,  noch  fortfuhr,  einige  Geometer 
beschäftigen.    Ludolph  ran  Cenlen  hat  sie  in  seinen  Pro- 


ISO)  Simon  Jacob  wird  von  keinem  mathematischen  Historiker 
rt  nnd  scheint  heut  zu  Tage  vollkommen  unbekannt  an  sein;  je- 
I  finden  wir  im  ersten  Theil  der  mathematischen  Bibliothek  von 
rbard,  dass  er  der  Verfasser  von  zwei  deutschen  Werken  war, 
Icke  vielfach  aufgelegt  sind.  Das  erste,  unter  dem  Titel:  Rech- 
W  auf  der  Linie y  Frankfürt,  in  8.,  erschien  1557  und  wurde 
der  gedruckt  1589,  1590,  1509,  1007,  1606,  1610  und  1613.  Dan 
kfes:     Ein  neu  und  wohlpearündet  Rechenbuch  auf  der  Linie 

Ziferny  samt  der  Welschen  Practic,  etc.,  in  4.,  erschien  1560, 
rate  neu  aufgelegt  1565,  1600  und  1612. 

'Wir  linden  auch  noch  in  der  mathemalischen  Bibliothek  von 
tard,  dass  Simon  Jacob,  Professor  der  Mathematik  au  Frank- 

a.M.,  ein  Werk  von  Peter  Apian  (1500—1552)  über  fcaufmän- 
ho  Rechnungen,  im  Jahr  1564  wieder  durchgesehen  und  heraus* 
Seen  habe. 

sjehooten  citirt  Simon  Jacob  an  zwei  Stellen  seiner  Sectiones 
Ceiimneae  und  nennt  ihn  celebrU  arithmeticu*  (s.  Bxercitationes 
tMematicae*  p  404  n.  410).  Man  sieht  daraus,  dass  dieser  Geo- 
sjr  »ehre  solche  Progressionen  ausgedacht  hatte,  dass  jedes  ihrer 
Mtr  durch  einen  Brach  ausgedrückt  wurde,  dessen  Zähler  und 
die  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  waren,  In  wel- 
dle  Hypotenuse  rational  ist. 

32» 
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blewuxt*  mfrtïlcmea  aufgelöst,  eo  wie  Saellius  m  4e 
merkunpen,  sût  denen  er  seine  Uekerselsng  disses1 
Ton  Ludolph  aus  dem  Holländischen  ins  Lateinische 
cherté.  Obgleich  Snellîus  darin  das  Werk  des  Prikm 
tirt ,  po  .erwähnt  er  doch  nicht  der  nemen  Arijgab«,  i 
dieser  aufgelöst  hatte. 

Endlich  Ähren  wir  noch  J.  de  Brily  (1602— U7I 
einen  Geometer  von  grossem  Verdienst,  der  sieh  uk 
der  Constrnction  eines  «insehreibbarea  Vierecks  ass  vis 
ten  geirrt  hat,  indem  er  glaubte,  dans  das  Probte«: 
stimmt  wäre  nnd  dass  man  noch  eine  Bedingung  ml 
nehmen  könne ,  so  wie  etwa  eine  Relation  »wischen  ds 
den  Diagonalen.  Er  glaubte  dasselbe  su  lösen,  wen»  i 
Verhältniss  der  Diagonalen,  oder  ihre  Bunins,  «dar  i 
ihre  Differenz  als  gegeben  annahm.  m) 

Wir  haben  bei  dem  §•  21  die  Geometer  genannt,  i 
sich  besonders  mit  der  eleganten  Formel  fftr  dit  FW 
Vierecks  beschäftigt  haben. 

Die  Theorie  des  eingeschriebenen  Vierecks  bietet  | 
wärtig  keine  Schwierigkeit  dar,  sie  ist  in  die  Blementsi 
übergegangen ,  wo  man  das  Theorem  des  Ptolemias  ib 
Produkt  der  beiden  Diagonalen  nnd  noch  ein  sweäsi 
rem  über  das  Verhältniss  dieser  Linien  giebt,  nnd  am 
beiden  Salzen  die  Werthe  der  Diagonalen  ableitet.    Lej 
hat  diese  Theorie  vervollständigt ,    indem    er   in  den 
zu  seinen  E  lé  mens  de  Géométrie  den  analytischen  1 
der  Formeln  für  die  Fläche  des  Vierecks  nnd  fur  den  I 
roesscr    des   umgeschriebenen   Kreises  gab.      Aber  ich 
nicht,  dass   man   seit  Prätorios  die  Aufgabe  gelöst  hi 
eitt9ch  reih  bares  Viereck  zu  construiren,  dessen  Theile  n 


131)  üiophantus  geometra*  sire  oput  conieaetum  es  mrVk 
et  geometria  simul  etc.    Paris  1660,  in  4.,  p.  188  et  189l 

Jac.  de  Billy,  welchen  Heilbrunner  nnd  Montada  kam  ' 
war  ein  »ehr  gelehrter  Algebraist,  geechätst  von  den  berina 
Mathematikern  seiner  Zeit,  besonders  von  Fermât  und  Backst  i 
ciriac.  Man  findet  in  den  Mémoires  de  Nicéron,  t  40,  SM 
zelchniss  der  sahireichen  Werke,  welche  er  herausaqnusi 
nnd  derer,  in  noch  grösserer  Zahl,  welche  Mannscrist  pl 
■fnd;  diese  letztem  machten  einen  Theil  der  Jesuiten- KbBttft 
Dijon  aus;  es  scheint  aber,  dass  sie  nicht  in  die  der  Statt ti 
gangen  sind,  da  wir  Nichts  davon  in  den  Katalogen  v* 
finden. 

Wenn  sie  noch  vorhanden  sind ,  so  wäre  es  wohl  sehr  ss 
sehen,  dass  man  wenigstens  eine  Analyse  oder  ein  YerseMst 
in  dienen  Mannscripten  behandelten  Materien  bekannt  nuoW*. 
Zahl  der  Manuscripte  war  20. 


en;  auch  nicht,  dass  man  «eine  Anftnerksamkeit  anf  das 
l  dieses  Geometers  gelenkt  hätte.  Das  Erscheinen  dieser 
abe  in  dem  Werke  des  Brakmegtipta  seheint'  dem  des 
irins  ein  neoes  Verdieust  in  Yerleihen.  ***) 

Wir  wollen  hier  nosre  Bemerkungen  über  die  18  ersten 
graphe  des  geometrischen  Theils  Ton  Brahmegupta  be- 
»sen.  Die  andern  Paragraphe  bieten  wenig  Interesse 
Wir  wollen  nor  das  Verhältnis!  der  Peripherie  zum 
hmesser  bemerken,  welches  nach  dem  §.  40  gleich  \fio 
Nach  dem  englischen  Text189)  scheint  es,  dass  Brah- 
ipta  diesen  Ansdrock  als  das  genaue  Verholfniss  der 
iherie  zum  Durchmesser  betrachtet  habe.  Chaturyeda,  in 
a  Noten,  scheint  es  auch  zu  glauben«  Dieses  wundert 
nicht  von  diesem  Scholiasten;  aber  es  ist  schwer  zu 
den,  dass  einGeomeler,  der  fähig  war, .über  die  Theorie 
Vierecks  zu  schreiben,  das  einem  Kreise  eingeschrieben 
und  die  Aufgaben  zu  lösen,  welche  wir  in  dem  Werke 
trahmegupta  finden,  dass  ein  solcher  Geometer,  sag'  ich, 
m  Fehler  begangen  habe.  Freilich  ist  es  wahr,  dass  die 
Iratur  des  Kreises  auch  fur  sehr  viele  neuere  Geouteter  eine 
pe  gewesen  ist,  durch  die  sie  zu  ähnlichen  Fehlern  rer- 
I  sind,  obgleich  mehre  unter  ihnen  Beweise  von  reellen 
gründlichen  Kenntnissen  der  Mathematik  gegeben  haben, 
genagt  Orontius  Finaens  und  Grégoire  von  St.  Vincent  zu 


IM")  J.  Frätoriu«  (1557  —  1616)  wird  in  Allgemeinen  nur  als 
itfer  eines  geodätischen  Instruments,  planchette  (Mesxtisch)  ge- 
Cv  citirt,  welches  lange  Zeit  hindurch  den  Nameu  der  Tabula- 
Horiana  führte:  aber  er  war  ein  sehr  gewandter  und  in  »einer 
•ehr  geachteter  Geomcter.  Indem  Snellius  sein  Werk  aber  das 
eck  anfuhrt,  drückt  er  sich  so  aus:  Clarissimus  J,  Praetor  ixt  s 
m  artium  ncientia  nulli  secvndus,  de  quatuor  lineis  in  circulo 
rrviii  librum  jmblicavit ,  in  quo  multis  modis  ingeniöse  taue  et 
t  hoc  idem  problema  effici  posse  demonst  ravit. 

Der  berühmte  Professor  der  Mathematik  Doppelmaier  bat  ihm 
Xotus  in  seiner  Nachricht  von  den  Nürnberger  Mathematicis 
Künstlern  (1730,  in  fol.)  gewidmet,  woraus  man  sieht,  dass 
Irina  wenige  Werke  hat  drucken  lassen,  dass  aber  mehre  se** 
Eaoutcripto  zu  Altorf  aufbewahrt  werden,  wo  er  40  Jahre  bin« 
b  In  der  grössten  Achtung  gelebt  hat. 

■an  findet  einen  Auszug  dieser  Notiz  in  dem  Werke  über  prak- 

•  Geodäsie  von  J.  J.  Bfarinoni ,  betitelt  :   De  re  lchnographica% 

•  hodierna  praxis  exponitur  etc.    Vienaae  Anstriae  1751,  In  4. 

US)  The  diameter  and  the  square  of  the  semidiametery  beinf 
rmlip  nsultiplied  by  three9  are  the  practieal  circumference  anê 
b.  The  square -roots  extracted  from  ten  times  the  squares  of  the 
t  mre  the  neat  values. 
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Der  Ausdruck  /ÎO  ist  genau  das  Verhiltnits,  m 
J.  IScaliger  sagt  ,  dass  er  es  zuerst  gefunden  habe  né 
er  geometrisch  bewiesen  in  haben  glaubte;  man  kaute 
seit  langer  Zeit  in  Europa  diesen  Ausdruck  und  vntfi 
ihm,  dass  er  nur  ein  Näherungswert]!  sei.  Man  schrieb 
den  Arabern  oder  den  Indern  su  und  nahm  an,  dan 
Völker  ihn  als  den  genauen  Werth  betrachtet  hätten. 

In  der  That,  Furbach  (1425—1461)  in  seine»  Wt 
Tractatus  Georgii  Peurbachii  super  propositions 
maei  de  sinibtts  et  chordis,  druckt  sich  so  ans:  ImU 
dieunt,  si  qut's  sciret  radices  numerorum  reeta 
caretUium  invenirey  iüe  faciliter  inveniret,  quanta 
diameter  respectu  circumferentiae.  Et  seeundum  en9> 
diametcr  fuerit  unitas%  erit  cireumferentia  radix 
decemi  si  duo,  erit  radix  de  quadraginta:  si  tria, 
radix  de  nonagintai  et  sie  de  aliis,  etc.  Regiomi 
(1436 — 1476)  dagegen  schreibt  das  Verhältnis*  Viö  des 
kern  sn.  Seiue  Worte  sind:  Arabes  olim  cireuhm 
drare  polliciti  ubi  circumfcrentiac  suae  aequalem 
descripsissent ,  hanc  pronuntiavere  sententiami  tien 
diameter  fuerit  ut  unum,  cireumferentia  ejus  erü 
radix  de  decem.  Quae  sententia  cum  sit  erroné*,.« 
Bateon  (1492  —  1572)  giebt  in  dem  zweiten  Bach  trt», 
Werks  :  De  quadratura  circuli,  libri  duo  (Lyon  1559,  io&i 
die  Geschichte  dieses  Problems  und  widerlegt  die  Fehlschlug, 
xu  denen  es  Gelegenheit  gegeben  hat,  und  spricht  darufuil 
diesen  Worten  dieselbe  Meinung  als  Regio  montant»  »: 
Tetragonismus  seeundum  Arabes.  Omni*  chxst 
peritnetros  ad  diametrum  décupla  est  potentiâ  ••••  A- 
tet  igitur  hujusmodi  tetragonismum  seeundnm  Jnsa 
esse  falsum,  et  extra  limites  Archimcdis. 


Veber  die  Geometrie  des  Bhascara  Acharya. 

Die  Werke  des  Bhascara  sind,  so  wie  die  des  Brak» 
gnpta,  eine  Abhandlung  über  Arithmetik,  die  er  hmvmt 
nennt,  und  eine  über  Algebra  unter  dem  Namen  Bija-G*nmw\ 
Dfe  Geometrie  bildet  in  dem  Buche  Lilavati  die  Kapitel  H 
VII,  V1H,  IX,  X  und  XI  unter  den  §§.  133—247. 

Das  Kapitel  VI  ist  das  bemerkens wertheste  :  es  behaiM 
die  ebenen  Figuren;  die  andern  sind  von  geringerer  Wich- 
tigkeit und  fuhren  dieselben  Titel  :  excavations,  stach,  &i 
als  bei  Brahmegupta. 
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Die  Bija- Ganita  enthält  auch  einige  Fragen  ans  der 
Bnetrie,  welche  sich  als  Anwendungen  der  algebraischen 
tgein  finden  nnd  welche  durch  Rechnuug  gelöst  sind.  Mau 
tsmerJtt  auch  noch  in  diesem  Werke  einige  algebraische 
Use,  die  durch  geometrische  Betrachtungen  bewiesen  sind. 
lr  werden  diese  isolirt  stehenden  Sätze  anführen ,  nach- 
un  wir  den  eigentlich  geometrischen  Theil  geprüft  haben 
erden. 

"Wir  theilen  diesen  in  fünf  Theile:  die  drei  ersten  be- 
4e*  sich  auf  das  Dreieck  im  Allgemeinen ,  auf  das  recht- 
adelige  Dreieck  und  auf  das  Viereck  ;  der  vierte  enthält 
lige  Sätze  über  den  Kreis  nnd  in  dem  fünften  sind  die 
»geln  für  die  Ausmessung  der  Volumina  und  das  Kapitel 
«r  die  Anwendung  des  Gnomons. 

Erster  Theil:    Sätze  über  das  Dreieck. 

1.  Theorem  Tom  Quadrat  der  Hypotenuse;  §.  134. 

2.  Ausdruck  der  Segmente ,  welche  auf  der  Basis  eine« 
Dreiecks  durch  das  Perpendikel  gebildet  werden, 
und  Ausdruck  für  das  Perpendikel;  §§.  163  — 164, 
165,  166. 

3.  Die  Flache  eines  Dreiecks  ist  gleich  der  Hälfte  des 
Produkts  ans  Grundlinie  und  Hohe;   §.  164.  184) 

4.  Formel,  welche  die  Fläche  des  Dreiecks  als  Func- 
tion der  Seiten  giebt;  §.  167.  —  Wir  werden  sie 
unten  bei  Gelegenheit  des  Vierecks  aussprechen. 

Zweiter  Theil:     Veber  das  rechtwinklige  Dreieck. 
1.  Regeln   zur  Bildung   eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
in  rationalen  Zahlen: 

Wenn   eine  Kathete   gegeben  ist;   §§.  139,   140, 

141,  143,  145; 
Wenn  die  Hypotenuse  gegeben  ist;  §§.  142, 144, 146. 


134)  Der  Commentator  Ganesa  beweist  anders,  als  wir  es  nach 
iclid  sa  thun  gewöhnt  sind,  dass  die  Fläche  des  Dreiecks  gleich 
r  Hälfte  des  Produkts  aus  Grundlinie  und  Höhe  ist. 

Er  bildet  ein  Rectangel,  welches  mit  dem  Dreieck  einerlei  Grand- 
lie  bat  und  sur  Höhe  die  Hälfte  des  Perpendikels.  Die  obere  Basis 
■  Hechtecks  schneidet  vom  Dreieck  ein  kleines  Dreieck  ab,  wei- 
ss! durch  das  Perpendikel  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  getueilt 
L  Diese  sind  respective  den  beiden  Dreiecken  gleich,  welche  man 
1  dem  antern  Theil  des  Dreiecks  hinsufügen  muss,  um  das  Recht- 
es: wa  conpletiren.  Hieraus  schliesst  er,  dass  die  Fläche  des  Drel- 
b  gleich  der  des  Rechtecks  ist  und  folglich  gleich  dem  Produkt 
«Basis  und  Hälfte  das.  Perpendikels. 

Dieser  Beweis  ist  sehr  einfach  and  einleuchtend  sowohl  fürs 
U*e,  als  fur  den  Verstand.  Er  ist  derselbe,  den  die  Araber  an- 
malten und  der  beim  Wiederaufleben  der  Wissenschaften  besonders 
■m  Luca  del  Borgo  und  Tartalea  angenommen  wurde. 
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2.  In  dem  gleichseitigen  Viereck  (Rhombus)  ist  die 
Fläche  gleich  dem  halben  Produkt  der  beiden  Dia- 
gonalen. Die  Flache  dea  Rechtecks  ist  das  Pro- 
dukt aus  Grundlinie  und  Höhe;  §.  174« 

3.  In  dem  Viereck ,  dessrn  beide  Perpendikel  gleich 
sind,  ist  die  Fläche  gleich  dem  Produkt  aus  der 
halben  Summe  der  beiden  Bases  in  das  Perpendi- 
kel; §§.175,  177. 

4.  In  dem  Rhombus  ist  die  Snmme  der  Quadrate  der 
beiden  Diagonalen  gleich  dem  Tierfachen  Quadrat 
der  Seite;  §§.  173  —  175. 

5.  Formeln  für  die  Segmente,  welche  die  Diagonalen 
eines  Vierecks,  dessen  Flanken  senkrecht  auf  der 
Basis  stehen,  auf  einander  abschneiden;  und  Aus- 
druck für  das  Perpendikel ,  welches  von  dem  Durch- 
■chnittspunkt  der  Diagonalen  auf  die  Basis  gefällt 
wird;  §§.  159,  160. 

6.  Wenn  man  die  Seiten  des  Vierecks  und  die  eine 
seiner  Diagonalen  kennt,  die  andre  Diagonale,  die 
Perpendikel  des  Vierecks  und  seine  Fläche  zn  fin- 
den;  §§.  178,  ....184. 

Die  Fläche  ist  die  Summe  der  Flächen  der  bei- 
den Dreiecke,  welche  die  bekannte  Diagonale  zur 
Basis  haben;  §.  184. 

Die  Sätze,  in  denen  die  verschiedenen  Theile  dieser  Aufgabe 
aufgelöst  werdeu,  bieten  keine  Schwierigkeit  dar.  Sie  be- 
rohen auf  dem  Princip  der  Proportionalität  der  Seiten  in 
gleichwinkligen  Dreiecken. 

7.  Regel  für  die  Bildung  eines  Vierecks  ans  vier  ge- 
gebnen Seiten,  in  welchem  die  beiden  Perpendikel 
gleich  sind;  §§.  185  — 186. 

8.  Regel  für  die  Auffindung  der  Diagonalen  eines  Vier- 
ecks; §.  190. 

Dieses  ist  die  Regel ,  welche  Brahmegnpta  §.  20  für  ein  Viereck 
giebt,  das  einem  Kreise  eingeschrieben  ist.  In  dem  Werke 
des  Bhascara  wird  sie  aber  nicht  auf  irgend  ein  ciuschreib- 
bares  Viereck  angewandt,  weil  dieser  Geometer  nie  das  Wort 
Kreis  in  irgend  einem  seiner  Sätze  ausspricht,  die  sich  aufs 
Dreieck  oder  aufs  Viereck  beziehen;  und  weil  er  durchaus 
nicht  gewusst  hat,  dass  die  Sätze  das  Brahmegnpta  sich  auf 
du  eingeschriebene  Viereck  beziehen. 

Man  sieht,  dass  die  Rep,cl  des  Bhascara,  in  dem  Sinne 
Geometers,  nur  das  Viereck  betrifft!  dessen  Diagonalen 
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senkrecht  anf  einander  stehen  und  welches  vermittelst  zweier 
erzeugenden  rechtwinkligen  Dreiecke  gebildet  ist,  wie  wir 
es  in  nnsern  Bemerkungen  aber  §.  38  des  Brahmegapta  §*» 
sagt  haben.  Dieses  wird  bestätigt  durch  die  einfache  msi 
nur  für  diesen  besondern  Fall  passende  Regel ,  welche  Bhas- 
cara  fjir  die  allgemeine  Regel  substitnirt  hat  in  $•  191 — 192. 

Eine  andre  Bemerkung  von  Bhascara  beweist  noch  gan 
deutlich,  dass  er  nicht  gewusst  habe,  dass  bei  BrahmegipU 
tou  einem  Viereck,  das  einem  Kreise  eingeschrieben  werdet 
könne,  die  Rede  gewesen  sei:  er  wirft  ihm  nämlich  vor,  dtsi 
er  eine  allgemeine  Regel  für  die  Bestimmung  der  Diagonalen 
gegeben  hat,  während  diese,  wie  er  sagt,  unbestimmt  snd; 
die  ganze  Stelle  bei  Bhascara  ist  folgende: 

„§.  187—189.  Die  Seiten  sind  52  und  39  »),  dit 
Corauste  25  und  die  Basis  60.  Diese  Zahlen  sind  tou  im 
älteren  Antoren  als  Beispiel  gewählt  für  eine  Figur,  in  wel- 
cher die  Perpendikel  ungleich  sind;  und  die  genauen  Wertbt 
der  Diagonalen  sind  gefunden  56  nnd  63." 

„Mit  denselben  vier  Seiten  ein  andres  Viereck  zu  cea- 
struircn ,  welches  andre  Diagonalen  hat  und  besonders  das- 
jenige, in  dem  die  Perpendikel  gleich  sind." 

Bhascara  löst  diese  Aufgabe  und  fügt  sodann  hinxi: 

„Bei  denselben  Seiten  kann  man  also  verschiedene  Dia- 
gonalen im  Tetrapon  haben.  —  Obgleich  nun  die  Diagona- 
len unbestimmt  sind,  so  sind  doch  Ton  Brahmegupta  und  Ai- 
dcrn  ganz  bestimmte  gefunden  worden.  Ihre  Regel  ist  fol- 
gende : 

„§.  190.  Regel.  Wenn  die  Summen  der  Produkte  der 
Seiten,  welche  in  den  Endpunkten  der  Diagonalen  zusamm*B- 
kommen,  dnreh  einander  dividirt  und  dnreh  die  Summe  der 
Produkte  der  gegenüberliegenden  Sciteu  multiplicirt  werdet, 
so  sind  die  Quadratwurzeln  aus  diesen  Resultaten  die  Diago- 
nalen des  Trapezes.*' 

„Der  Einwurf,  den  man  gegen  dieses  Mittel  sur  Auffin- 
dung der  Diagonalen  machen  kann,  ist  der,  dass  es  sn  lasç 
ist,  wie  ich  es  zeigen  will,  indem  ich  eine  kuriere  Methode 
anführe." 


136)  Wir  wollen  hier  beiläufig  bemerken ,  dass  Bhascara,  na  9 
auszudrücken,  die  Subtraction  anwendet,  nach  Art  der  Lateiner:  er 
*agt  40  weniger  1  (one  tess  than  forty).  Aber  et)  scheint,  dass  ditM 
Art  von  Zusammensetzung  der  Zahlen  in  Indien  nicht  allgtswii 
war.  Ghaturveda  befolgt  *ie  nicht;  er  tagt  immer  39  (rAiify-Mr)- 
(.8.  seinen  Commeutar  zu  g.  21  und  32  des  Brahmegunta.) 


507 

„$.191 — 192.  Regel.  Die  Senkrechten  nnd  die  Seiten 
der  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke,  reciprok  multiplicirt  mit 
den  Hypotenusen,  sind  die  Seiten;  nnd  anf  diese  Weise  wird 
ein  Trapez  gebildet,  in  welchem  die  Diagonalen  ans  den  bei- 
den Dreiecken  abgeleitet  werden  können." 

„Das  Pi  Jukt  der  Katheten ,  addirt  zum  Produkt  der  Sei- 
ten, ist  eine  Diagonale,  die  Summe  der  Produkte  der  Kathe- 
ten nnd  der  Seiten,  reciprok  mit  einander  multiplicirt,  ist 
die  andre  Diagonale." 

„Da  sich  diese  knrze  Methode  darbietet,  so  weiss  «ich 
sieht,  weshalb  man  die  mühsame  Regel  der  frühem  Schrift- 
steller anwenden  soll."  * 

Bhascara  fügt  noch  hinzu:  „Wenn  die  Coranste  nnd 
eine  der  Flanken  ihre  Stelle  vertauschen,  so  wird  die  eine 
der  Diagonalen  gleich  dem  Produkt  der  Diagonalen  der  bei- 
den rechtwinkligen  Dreiecke." 

Wir  müssen  aus  dieser  Stelle  schliessen,  dass  Bhascara 
die  Sätze  des  Brahroegupta,  welche  er  wieder  aufnimmt,  nicht 
▼erstanden  habe.  Letzterer  spricht,  wie  wir  schon  gesagt 
haben,  die  im  §.  191  — 192  Ton  Bhascara  gegebenen  For- 
nein nicht  aus,  weil  sie,  iu  seinem  Sinne,  nur  eine  einfache 
Vérification  der  Rationalität  der  Diagonalen  wären,  und  nicht 
der  Gegenstand  eines  Satzes. 

Bhascara  bemerkt,  dass,  wenn  man  zwei  an  einander 
stossende  Seiten  des  Vierecks  vertauscht,  man  ein  zweites 
bildet,  worin  die  eine  der  Diagonalen  eine  andre  ist  und  zum 
Ausdruck  das  Produkt  der  Hypotenusen  der  beiden  erzeugen- 
den Triangel  hat.  Dieses  ist  wahr;  aber  Bhascara  sagt 
eben  so  wenig  in  Bezug  auf  das  zweite  Viereck,  als  in  Be- 
zug auf  das  erste,  welches  seine  Eigenschaften  wären,  die 
gerade  der  Zweck  in  dem  Werke  des  Brahmegiipta  sind. 
Er  bemerkt  eben  so  wenig,  dass  dieses  neue  Viereck  zwei 
rechte  Winkel  hat. 

9.  Berechnung  der  Segmente,  welche  die  Diagonalen, 
die  Perpendikel  nnd  die  verlängerten  Seiten  eines 
Vierecks  auf  einander  bilden;  §§.  193  — 194,  195 
—  196,  197,  198—200. 

Man  setit  als  bekannt  voraus  die  Seiten,  die  Diagonalen  nnd 
die  Perpendikel. 

Alle  diese  Rechnungen  sind  ohne  Schwierigkeit;  sie  be- 
ruhen anf  dem  Princip  der  Proportionalität  der  Seiten  in 
gleichwinkligen  Dreiecken. 

Dieses  sind  die  Sätze  über  das  Viereck.  Sie  bilden,  in 
Verbindung  mit  den  aufs  Dreieck  bezüglichen,  denjenigen  Theil 
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dos  Werks  Ton  Bhascara,  welcher  den  ersten  achtzehn  Para- 
graphen bei  Brahmegupta  entspricht.  Bevor  wir  zu  den 
andern  Sätzen  des  Bhascara  übergehen,  wollen  wir  aaf  die 
Unterschiede  aufmerksam  macheu,  welche  zwischen  den  erstes 
und  denen  des  Brahmegupta  stattfinden,  woron  aie  nur  ein» 
Nachahmung  sind. 

Diese  Unterschiede  beruhen  auf  folgenden  Punkten? 

1)  Alle  Sätze  des  Bhascara  sind  dem  Kreise  dnrehass 
fremd,  Ton  dem  in  dem  Ausspruch  der  §§.  26  and  27  M 
Brahmegitpta  förmlich  die  Rede  ist  und  der  in  mehren  anders 
Sätzen  die  Hauptrolle  spielt. 

2)  Die  Ton  Brahmegupta  gegebene  Formel  fur  dit 
Fläche  des  Vierecks  (das  einem  Kreise  angeschrieben  ist) 
wird  Ton  Bhascara  ungenau  geuanut. 

3)  Der  von  Brahmegupta  gegebene  allgemeine  Ais- 
druck fur  die  Diagonalen  eines  eingeschriebenen  Vierecb 
wird  Ton  Bhascara  fur  zu  mühsam  zu  berechnen  gehaltet 
und  Ton  ihm  so  betrachtet,  als  Hesse  er  sich  nur  auf  sii 
Viereck  von  besondrer  Construction  anwenden. 

4)  Mehre  Salze  des  Brahmegupta  finden  siel  nicht  m 
dem  Werke  des  Bhascara.    Diese  Sätze  sind: 

I.  Der  Ausdruck  für  den  Durchmesser  des  Kreises,  der 
einem  Dreieck  oder  Viereck  umgeschrieben  ist« 

II.  Der  besondre  Ausdruck  für  den  Durchmesser  des  Krei- 
ses, der  einem  Viereck  umgeschrieben  ist,  in  welches 
die  Diagonalen  senkrecht  auf  einander  stehen. 

III.  Die  Eigenschaft  dieses  Vierecks,  dass  das  Perpendikel, 
welches  von  dem  Durchschnittspunkt  der  beiden  Diago- 
nalen auf  eine  seiner  Seiten  gefällt  wird,  durch  die 
Mitte  der  gegenüberliegenden  Seite  geht. 

IV.  Die  Art,  ein  gleichschenkliges  oder  ein  ungleichseiti- 
ges Dreieck  zu  bilden,  in  welchem  die  Seiten  und  dai 
Perpendikel  rationale  Zahlen  sind. 

V.  Die  Art,  ein  Viereck  mit  zwei  gegenüberliegenden  oder 
auch  drei  gleichen  Seiten  zu  bilden,  das  einem  Kreis« 
eingeschrieben  werden  kann  und  in  dem  alle  Stücke, 
auch  der  Radius  des  Kreises,  rational  sind. 

Das  Fehlen  der  beiden  letzten  Sätze  (IV  und  V)  in  den 
Werke  des  Bhascara  beweist,  dass  dieser  Geometer  nicht  so 
wie  .Brahmegupta  beabsichtigt  habe,  die  Aufgabe  über  die 
Construction  eines  Vierecks  zu  lösen,  welches  einem  Kreise 
eingeschrieben  werden  könne  und  in  dem  alle  Theile  ratio- 
nal sind. 
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Wir  müssen  endlich  noch  sagen,  das»  das  Werk  von 
Bhascara  einige  Sätze  über  das  rechtwinklige  Dreieck  ent- 
hält, welche  sich  bei  Brahmegnpta  nicht  finden  und  die  anch 
in  der  That  dem  Gegenstande  dieses  Werks  fremd  gewesen 
wären« 

Knrz  :  das  Werk  des  Brahmegupta  löst  vollständig  und 
mit  Präcision  die  Aufgabe  Ton  der  Construction  eines  Vier- 
ecks, das  einem  Kreise  eingeschrieben  werden  kann  nnd  des- 
sen Theile  alle  rational  sind.  Kein  Satz  ist  dieser  Aufgabe 
fremd  oder,  für  die  Aufgabe  überflüssig.  —  Das  des  Bhas- 
cara behandelt  nicht  einen  speciellen  einzelnen  Gegenstand. 
Mann  kann  es  in  drei  Haupttheile  theilen,  die  ron  einander 
unabhängig  sind. 

Im  ersten  wird  der  Ausdruck  für  das  Perpendikel  des 
Dreiecks  gegeben  nnd  die  Formel  zur  Berechnung  dieser  Fi- 
gur, als  Function  der  drei  Seiten. 

Im  zweiten  wird  die  Construction  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  in  rationalen  Zahlen  behandelt  und  einige  Sätze 
Aber  das  rechtwinklige  Dreieck. 

Im  dritten  berechnet  der  Verfasser  rerschiedene  Linien 
in  einem  beliebigen  Viereck,  ron  dem  man  alle  Seiten  und 
tine  Diagonale  kennt.     ^ 

Es  giebt  also  zahlreiche  Unterschiede  zwischen  beiden 
Werken.  Ungeachtet  dieser  Verschiedenheit  müssen  wir  doch 
Anerkennen,  dass  der  spätere  eine  Nachbildung  oder  eine 
Copie  des  ersten  ist:   eine   unvollkommene  nnd  entstellte  Co- 

Îie,    welche    deutlich    zeigt,    dass  Bhascara  das  Werk  des 
trahmegupta  nicht  verstanden  hat. 

Die  Noten  der  verschiedenen  Scholiasten,  welche  den 
Text  des  Lilarati  begleiten,  zeigen  uns,  dass  diese  Schrift- 
steller nicht  glücklicher  als  Bhascara  gewesen  sind  und  dass 
sie  eben  so  wenig  die  gehörige  Einsicht  in  die  Satze  des 
Brahmegnpta  gehabt  haben. 

Die  übrigen  Sätze  aber,  welche  wir  noch  aus  dem  VIten 
Kapitel  des  Lilarati  zu  citiren  haben,  sind  Ton  bedeutend 
grösserm  Werth,  als  die,  welchen  sie  in  der  Behandlung  des 
Brahmegupta  entsprechen.  Wir  wollen  die  hauptsächlichsten 
anführen,  unter  denen  man  besonders  einen  sehr  genäherten 
Werth  für  das  Verhältniss  der  Peripherie  zum  Durchmesser 
und  eine  sehr  einfache  Formel  sur  approximation  Berech- 
nung   einer  Sehne,    als   Function    ihres   Bogens,    bemerken 


§.  201.    „Wenn  der  Durchmesser  des  Kreises  D  ist,  so 

3927  22 

ist  der  Ausdruck  D  • beinahe  die  Peripherie  :  D  .  —  ist 

1250  r  7 

die  Annäherung,  welche  man  in  der  Praxis  anwendet" 
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Biese  beiden  Ausdrücke  finden  sich  nicht  in  dem  Werkt 
des  Brahmegnpta.    Das  Vernältnies  —  ist   das  des  ArcVuae- 

3927 

des.     Das  erste  Verhültniss  — -  ist   genauer,    denn  es  ist 

22 

=  3,14160,   während  man  —  =  3,1428571 . . .  hat   Üb  ein 

grossere  Annäherung  zu  erhalten,   mnss  man   sieh  des  Ver- 
hältnisses 3,1415926...  bedienen. 

Die  Annäherung  der  Inder  m)  ist   besonders  wegn  der 
darin  enthaltenen  geringen  Anzahl   der  Ziffern   merkwirdig, 


Anf  jeden  Fall    ist  das  Yerhältniss  des  Adrian  Metiu  — 
=  3,14159292. .  •  vorzuziehen. 

§.  203.  „Regel,  Der  vierte  Thcil  des  Durchmessen, 
multiplicirt  durch  die  Peripherie,  giebt  die  Fläche  des  Krei- 
ses. Diese  Fläche,  multiplicirt  durch  4,  giebt  die  Oberlids 
der  Kugel.  Diese  Oberfläche,  multiplicirt  mit  dem  Dnci- 
messer  und  dividirt  durch  6,  giebt  den  genauen  Werth  des 
Volumens  der  Kugel." 

§.205—206.  99Regel*  Es  sciD  der  Durchmesser  des  Kni- 

3927 

ses,  dann  istD3« die  Fläche  des  Kreises  ziemlich  gt- 

7  5000 

nau;  D3.— ■ •  ist   der  weniger  genaue  Werth,   wie   er  in  d« 
14 

rj9  x        d» 

Praxis  angewandt  wird  ; 1 — -  .  —   ist    das   Maass  fif 

°  2        21       2 

das  Volumen  der  Kugel." 


3927 

137)  Das  Verhfiltniss  darf  man  nicht  dem  Bhascara  st- 

1250 

schreiben;  es  ist  viel  älter,  als  dieser  Geometer.    Man  findet  es  ob- 

62832 
ter  der  Form  -^  iu  der  Algebra  des  Mohammed  bcnMasa,  welcher, 

22  -— 

nachdem  er  die  beiden  Verhältnisse  —  and  vlO  angegeben  hat.  tagti 

7 

62S32 

dass  sich  die  Astronomen  noch  eines  dritten,  --  bedienen.     (&• 

20000 

Uebersetznng  von  Fr.  Rosen,  p.  71.) 

Hiernach  kann  man  nnn  fragen,  ob  diese«  Verhältnis»  den  Indem 
oder  den  Arabern  zuzuschreiben  sei.  Rosen  und  Lihri  meinen,  <*** 
sein  Ursprung  indisch  sei.  (8.  Mohammed  ben  Musa ,  Algebra  tränt-' 
latedhy  Rosen,  p.  199,  und  Histoire  des  sciences  mathématique*  tn 
Italie,  p.  128).  Dieses  Verhältnis«  ist  in  Europa  seit  langer  Zeit 
bekannt.  Purbach  spricht  davon  in  seinem  Werk  über  die  Coustruc- 
tion  der  Sinus,  and  Stevin  in  seiner  Geographie. 
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Diese  beiden  letzten  Ausdrücke  feigen  ans  dem  Verhält- 
nis» des  Archimedes;  denn  man  hat 

.    11         D»     22  D*         1      D*        D"     22 

14         47  2T21      2  6       7 

§•  206 — 207.      Dieses    sind   die  Verhältnisse  zwischen 
der  Sehne,  dem  Pfeil  und  dem  Dorchmesser  des  Kreises,  wie 
:  sie  Brahmegupta  §.  41  nnd  42  giebt. 

§.  209 — 211  nnd  212.  „In  dem  Kreise,  dessen  Durch- 
messer 2000  ist,  sind  die  Seiten  des  eingeschriebenen  gleich- 
seitigen Dreiecks  nnd  der  andern  regulären  Polygone  fol- 
Snde:  für  das  Dreieck  17327so,  fur  das  Viereck' 1414  "/o*, 
r  das  Fünfeck  1175 «/g*,  für  das  Sechseck  1000,  für  das 
Siebeneck  867  VM,  fur  das  Achteck  765  "/se  und  fùr  da8 
Nenneck  683  "/a0." 

Der  Verfasser  fugt  hinzu*  „Von  andern  yerschiedenen 
Durchmessern  wird  man  andre  Seiten  ableiten ,  wie  wir  unter 
Jem  Titel  Construction  der  Sinus  in  der  Abhandlung  über 
die  sphaerica  zeigen  werden.9' 

„Die  folgende  Regel  enthält  eine  Methode,  nm  schnell 
eine  rohe  Annäherung  für  die  Sehnen  zn  finden." 

§.  213.  Es  sei  c  die  Peripherie,  a  der  Bogen,  D  der 
Durchmesser  nnd  C  die  Sehne ,  so  hat  man  : 

4D.a(c— a) 
C== 


Diese  Formel  ist  sehr  merkwürdig  nnd  es  wäre  sehr  interes- 
sant zu  wissen,  wie  die  Inder  dazu  gekommen  sind.  Servois 
hat  sie  erhalten,  indem  er  die  Reihenentwickclung  der  Sinus 
aie  Function  des  Bogens  nahm.  (S.  Correspondance  sur 
f école  polytechnique,  T.  III,  3.) 

§.  214.  Beispiel.  Wenn  der  Dnrchmesser  240  ist,  so 
werden  fur  die  Bogen  von  20,  40,  60,  80,  100,  120,  140, 
160  nnd  180  Graden  die  zugehörigen  Sehnen  42,  82,  120, 
154,  184,  208,  226,  236  nnd  240. 

§.  215.  Die  Formel,  welche  den  Bogen  a  als  Function 
der  Sehne  C,  der  Peripherie  c  nnd  des  Durchmessers  D 
giebt: 


~  2         V     4         4D  +  C  ' 


Diese  Formel  leitet  man  aus  der  des  §.  213  ab,  indem  man 
eine  Buchstaben -Gleichung  des  zweiten  Grades  auflöst. 
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Die  Kapitel  VII,  VIII,  IX  und  X  «ntlalten  mehr  dt  fe, 
welchen  sie  im  Werke  des  Brahmegtipta  correspomdirem. 

Das  Kapitel  XI  bat  die  Berechnung  der  Entferran 
dnrch  den  Schatten  des  Gnomons  zum  Gegenstand.  Manu» 
det  darin  die  von  Brahmegupta  behandelten  Aufgaben  nl 
ausserdem  diese:  Wenn  ein  Gnomon  dnrch  zwei  leuckteufc 
Punkte  erheilt  ist  und  man  kennt  den  Unterschied  der  S 
ten  nnd  den  Unterschied  ihrer  Hypotenusen,  so  kann 
den  Schatten  bestimmen. 

Dieses  redncirt  sich  auf  folgendes  Problem: 

Wenn  man  in  einem  Dreieck  das  Perpendikel  ± 

Differenz  der  Segmente ,  welche  durch  dasselbe  amfitt 
Basis  gebildet  werden ,  und  die  Differenz  der  teüm 
andern  Seiten  kennt,   das  Dreieck  zu  construiren. 

Es  sei  h  die  Hohe  oder  das  Perpendikel  des  Drried^ 
3  die  Differenz  der  Segmente  nnd  d  die  Differenz  der  Seite» 
so  werden  die  Segmente  gleich 


v; 


2    V 

Dieses  ist  die  Formel  des  Bhascara. 

Man  findet  in  dem  Vija- Ganita  mehre  Aufgaben  au  *r 
Geometrie  durch  den  Calcul  aufgelöst  nnd  mehre  Regeln  der 
Algebra  dnrch  die  Geometrie  bewiesen.  Alle  diese  Anffiha 
sind  mit  höchst  merkwürdiger  Präcision  und  Eleganz  bektt- 
delt.  Bei  einigen ,  welche  auf  mehre  verschiedene  Art»  ge- 
löst werden  können,  ist  die  vom  Autor  gewählte  Lösung  A 
einfachste;  man  glaubt  eine  Stelle  in  der  uirithmetica  vm- 
versalis  zu  lesen,  worin  Newton  so  vorzügliche  Vorschrift« 
über  die  Wahl  der  Unbekannten  giebt. 

So  z.  B.  :  wenn  man  die  Basis  eines  ungleichseitig* 
Dreiecks  zu  suchen  hat,  dessen  Seiten  13  nnd  5,  nnd  desm 
Fläche  4  ist,  so  bemerkt  Bhascara:  „wenn  man  die  gesirMt 
Basis  zur  Unbekannten  wählt,  so  kommt  man  auf  eine  qua- 
dratische Gleichung;  sucht  man  dagegen  das  Perpendikel 
welches  auf  eine  der  gegebenen  Seiten  von  dem  gegenibtr- 
liegcnden  Scheitel  gefällt  wird,  nnd  die  auf  dieser  Seite  ge- 
bildeten Segmente,  so  erhält  man  durch  eine  einfache  Aosii*- 
bnng  der  Qnadratwnrzel  die  gesuchte  Basis.  Sie  ist  4." 
(Vija -Ganita,  §.  117.) 

Bhascara  giebt  zwei  Beweise  für  das  Quadrat  der  Hy- 
potenuse. Der  erste  besteht  darin,  dass  er  durch  eine  Pro- 
portion den  Ausdruck  der  Segmente  sucht,  die  auf  der  Hy- 
potenuse durch  das  Perpendikel  gebildet  werden,  und  dia 
er  diese  zusammenfügt.  Es  ist  dieses  der  von  Wallis  ange- 
wandte Beweis.    (De  sectionibuê  angularibue,  Cap.  VL) 
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Der  »weite  ist  durchaus  indischen  Ursprungs  und  aus- 
rat  merkwürdig.  Ueber  den  Seiten  eines  Quadrats  con~ 
rairt  Bhascara  vier  unter  einander  gleiche  rechtwinklige 
reiecke,  deren  Hjpotenusen  diese  Seiten  sind  und  sagt  tee 
oycz).*)  In  der  That,  der  Anblick  der  Figur  reicht  hin 
l  za  beweisen,  dass  die  Fläche  des  Quadrats  gleich  ist 
n  Flächen  der  vier  Dreiecke  (oder  dem  Vierfachen  der 
iche  eines  von  ihnen),  plus  der  Fläche  eines  kleinen  Qua- 
rts, dessen  Seite  der  Unterschied  der  beiden  Katheten  eines 
r  rechtwinkligen  Dreiecke  ist«  Wenn  man  also  c  die  Hv- 
tennse,  und  a  und  b  die  beiden  Katheten  eines  dieser  Drei- 
km  nennt,  so  ist 

cf=4..^-  +  Ca-b)«=2ab+Ca— b)«  oder 

m 

c«=af+b», 
lches  der  zu  beweisende  Satz  ist  (Yija- Ganita,  §.  146). 

Die  Formeln  der  Analjsis: 

2ab+(a— b)t  =  at-|-bt9 
Ca+b)1— (a,+b*)=2abf 
(a+b)*  —  4ab  =  (a— b)«, 

né  an  Figuren  bewiesen,  die  eben  so  dem  Auge,  wie  dem 
erstände  genügen,  ohne  dass  es  einer  Auseinandersetzung 
.dürfte  (§.  147,  149  und  150). 

Um  die  unbestimmte  Gleichung  des  »weiten  Grades: 

ax  +  by  +  c  =  xy, 

rationalen  Zahlen  aufzulösen,  zeigt  Bhascara  an  einer  Fi- 
ir,  welche  dieser  Gleichung  eine  geometrische  Bedeutung 
Abt,  dass  sie  sich  in  folgende  transformiren  lässt: 

Cx  — b)  (y— a)  =  ab-f-c. 

kraus  schliesst  er,  dass  man  als  Tationale  Werthe  fur  jc 
>dy 

.   •*  +  « 

x=b+n,  y=aH — - 

n 

nehmen  kann,  worin  n  eine  beliebige  Zahl  ist« 

Bhascara    nennt    diesen    Beweis    einen    geometrischen  \ 
»Üer  giebt  er  einen  rein  algebraischen  ($.212  —  214). 


*)  Möchte  hier  die  Bedeutung  des  $te  nicht  eine  andre  »ein? 

Anm.  d.  V. 

Gttcfc.  dn  Geoa.  33 
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Mehre  Aufgaben  der  Geometrie  Bind  in  dent  Yija-GuiU . 
als  Anwendungen  algebraischer  Regeln  aufgelöst.  Eilige  bis- 
gen  vor  unbestimmten  Gleichungen  des  iweiten  Grades  sA; 
s.  B.  diese  beiden:  „Die  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
(in  rationalen  Zahlen)  zu  finden,  dessen  Flache  dnrck  •*- 
selbc  Zahl,  als  die  Hypotenuse  ausgedruckt  wird,  oder  uefc 
gleich  dem  Produkt  der  drei  Seiten  ist."    (§.  120.) 

Im  ersten  Fall  sind  .die  Seiten  des  Dreiecks  — ,  —  uni i 

6*6  V 

4       8       6 

und  im  zweiten  — ,  — -,  — •   Bhascara  fugt  hiniu ,  dass  Bfl 

noch  andre  Lösungen  finden  könne. 18*) 

Diese  Einzelnheiten  zeigen,  dass  die  Inder,  wenigste 
seit  den  Zeiten  des  Bhascara,  die  Algebra  auf  die  Geoacfa» 
und  die  Geometrie  auf  die  Algebra  anwandten.  In  dem  Wob 
des  Brahmegupta  finden  wir  nicht  dieselben  Spuren  einer*) 
innigen  Vereinigung  dieser  beiden  Wissenschaften.  Du  Eejt 
aber  wahrscheinlich  darin,  dass  letzteres  yiel  gedrängter, dl 
das  des  Bhascara  geschrieben  ist,  dass  es  Yiel  weniger  W- 
spiele  algebraischer  Regeln  enthalt,  und  dass  es  niertb 
irgend  eine  Art  von  Beweis  liefert.  Wir  müssen  aber  glau- 
ben, dass  diese  Anwendung  der  Algebra  auf  die  Geoartrir, 
welche  den  Werken  des  Bhascara  einen  besondern  Charakter 
verleiht,  sich  ans  einer  Zeit  herschreibt,  die  diesem  Sekrift- 
steller  lange  vorhergeht,  um  so  mehr,  da  sie  auch  den  Cha- 
rakter der  arabischen  Werke,  mehre  Jahrhunderte  vor  Bkas- 
cara,  ausmachte;  z.  B.  znr  Zeit  des  Mohammed  ben  Misa 
(im  IXten  Jahrb.).  Die  Araber  haben  diese  Verfahrongurt 
in  der  Mathematik  mir  von  den  Indern  lernen  können,  ü 
sie  von  den  Griechen  nicht  angewandt  wnrde. 

Wir  haben  die  Idee  verworfen,  dass  die  indischen  Werke 
uns  die  Elemente  der  Geometrie  liefern,  so  wie,  dass  sie  im 
Behandlungen  der  Arithmetik  und  Algebra  geben.  Wir  glau- 
ben in  der  That  bewiesen  zu  haben,  dass  dergleichen  nickt 
der  Zweck  des  Werkes  von  Brahmegupta  hat  sein  könnet, 
welches  nur  von  einer  einzigen  Aufgabe  der  Geometrie  kai- 
delt.  Wir  können  aber  nicht  dasselbe  von  dem  Werke  des 
Bhascara  sagen,  und  wir  stimmen  damit  überein,  in  densel- 
ben ein  Zusammenfassen  der  in   damaliger  Zeit   bei  den  In- 


138)  Die  beiden  Aufgaben  hüngen  respective  von  diesem 

Gleichungen  ab: 


<, 
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rai  gewöhnlichen  geometrischen  Kenntnissen  sn  sehen.  Die 
*,  wie  der  Verfasser  das  Werk  des  Brahmegnpta  entstellt 
ift,  nm  es  zn  dem  seinigen  zn  bilden,  und  die  Noten  der 
Aoliasten,  Ton  denen  keiner  ihn  deshalb  getadelt  hat,  De- 
nsen uns,  dass  bei  den  Indern  die  Wissenschaft  ausser- 
deutlich  in  Verfall  gerathen  ist  und  dass  sie  nicht  mehr 
i  ordentliches  Werk  über  Geometrie  haben. 

Wir  wussten  nicht ,  uns  auf  dieselbe  Weise  über  den  Zu* 
and  der  Wissenschaft  •  zur  Zeit  des  Brahmegiipta  auszuspre- 
ten.  Die  Documente  fehlen  uns  und  wir  können  nicht  sa- 
tt, ob  die  mathematische  Intelligenz  und  das  Genie  dieses 
ehriftstellers  und  seiner  Zeitgenossen  für  die  Höhe  so  voll- 
ideter  und  merkwürdiger  Werke,  die  uns  hinterlassen  sind, 
»eignet  waren;  oder  ob  «diese  Werke  nicht  selbst,  wie  die 
>r  spateren  Schriftsteller,  einfache  Fragmente  eines  reellen 
id  sehr  alten  Winsens  waren,  die  der  Zerstörung  der  Zeit 
itgangen  waren  und  die  zur  Zeit  des  Brahmegupta  noch 
cht  ihre  primitive  Vollendung  und  Reinheit  verloren  hatten, 
er  berühmte  Holländer  Stevin,  der  ein  weises  Jahrhundert > 
in  dem  die  Menschen  eine  bewunderungswürdige  Kenntniss 
rr  Wissenschaften  gehabt  haben",  annahm,  welches  dem 
rr  Griechen  vorherging  und  diesem  nur  einen  geringen  Theil 
»mes  alten  Wissens  überliefert  hat139),  Sterin,  sagen  wir, 
id  unser  berühmte  Bailly1*0)  würden  nicht  angestanden  ha- 
rn, über  diese  Frage  sich  entschieden  auszusprechen,  wenn 
e  die  so  Staunen  erregenden  Werke  des  Brahmegupta  ge- 
ben hatten. 

Wir,  die  wir  hier  nicht  eine  so  wichtige  historische 
rage  behandeln  wollen,  wir  begnügen  uns,  auf  den  geome- 
isehen  Theil  der  Werke  des  Brahmegupta  und  Bhascara, 
eiche  man  bisher  vernachlässigt  hat,  die  Aufmerksamkeit 
er  gelehrten  Orientalisten  und  derjenigen  Gebildeten,  die  sich 
lit  der  Geschichte  Indiens  und  des  Gauges  der  menschlichen 
KUung  beschäftigen,  zu  lenken.  Dieser  geometrische  Theil 
rird  ihnen  einige  Documente  und  einige  nützliche  Bemerkun- 
gen liefern. 


139)  Oeuvres  mathématiques  de  Simon  Stevin,  InfoL,  Lejden 
6*4,  Geographie,  Def.  VI,  p.  106. 

140)  „Ces  méthodes  savons,  pratiquées  par  des  ignorant ,  ces 
fstémes,  ces  idées  philosophiques ,  dans  tètes  qui  ne  sont  point  phi- 
beopkes,  tout  indique  un  peuple  antérieur  aux  Indiens  et  aux  Chai- 
Uensi  peuple  qui  eut  des  sciences  perfectionnées,  une  philosphie  sub- 
'4mm  et  sage  y  et  qui ,  en  disparaissant  de  dessus  la  terre ,  a  laissé 
lux  peuples  qui  lui  ont  succédé  quelques  vérités  isolées,  échappées  à 
a  destruction ,  et  que  le  hasard  nous  a  conservées."  (.Histoire  de 
'astronomie  ancienne,  Lib.  III,  S*  XVIII.) 

Si* 
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TJtber  die  Geometrie  der  Lateiner, 

• 

Wir  würden,  so  su  sagen,  denselben  Gegenstand  fint- 
setien ,  wenn  wir  von  der  Geometrie  der  Inder  sa  der  im 
Araber  übergingen*  Da  aber  das,  was  wir  Ton  dieser  a 
sa^cn  haben,  sich  natürlicher  noch  an  die  erstem  Arbeitet 
der  europäischen  Geomelcr  beim  Wiederaufleben  der  Waun- 
Schäften  anschliesst,  wo  wir  das  arabische  Element  mal 
weniger  verbreitet  und  nicht  weniger  einflussreich,  als  te 
griechische  sehen  werden,  so  wollen  wir  eine  kurze  Absekw- 
iung  machen,  um  einige  Worte  über  die  Geometrie  bei  te 
Lateinern  zu  sagen. 

Die  mathematischen  Wissenschaften  wurden  ron  dos  rs- 
mischrn  Volk  ausserordentlich  vernachlässigt,  da  bei  ihm  (k 
ausgezeichnetem  Geister  sich  nur  der  Kriegskunst  und  fa 
Beredsamkeit  zuwandten.  Die  Geometrie',  insbesondre,  aar 
au  Rom  kaum  gekannt.  Die  Astronomie  stand  mehr  in  Ehra\ 
und  man  kann  mehre  berühmte  Schriftsteller  anfuhren,  vi 
Yarro,  J.  Cäsar,  Cicero,  Lucrez,  Virgil,  Horas,  Seica\ 
Plinius,  welche  eine  Kenutniss  von  den  Phänomenen  am  Ka- 
mel besassen.  Niemand  aber  betrachtete  sie  als  einen  Ge- 
genstand wissenschaftlicher  Untersuchungen  und  that  kciia 
Schritt  zur  Wissenschaft.  Man  citirt  selbst  nur  Snlpiri« 
Gallus,  der  die  praktische  Astronomie  eultivirt  und  Finster- 
nisse yoransgesagt  hat. 

Die  Geometrie  scheint  bei  den  Lateinern  den  einiigti 
Zweck  gehabt  zn  haben,  Länder  zu  rermessen  und  Greuel 
zu  bestimmen.  Die  Feldmesser,  welche  man  agriwunmrü 
oder  gromatici  nannte,  waren  sehr  geachtete  Leute,  wdck 
man  als  die  eigentlichen  Bewahrer  der  Wissenschaft  betrach- 
tete. Einige  auf  uns  gekommene  Fragmente  ihrer  Sckrifta 
jedorh  bewegen  uns,  ihnen  den  Titel  als  Geometer  dnrcaiM 
abzusprechen.  Denn  ausser  dem,  dass  diese  Schriften  sich 
auf  die  elementarsten  Aufgaben  der  praktischen  Geometrie 
beziehen,  so  finden  wir  darin  noch  bedeutende  Fehler.  Dit 
Fläche  des  Dreiecks  und  die  Fläche  des  Vierecks  werdet 
darin  ungenau  berechnet.  Ihre  Regeln  dafür  haben  wir  bei 
Gelegenheit  des  §.  21  in  dem  geometrischen  Theil  des  Brak* 
megupta  angeführt. 

Ungeachtet  des  Ansehens,  welches  die  Gromatici  ss 
Rom  genossen,  wegen  der  Dienste,  welche  sie  in  den  Ter- 
seh i oilen en  Gegenden  dieses  ungeheuren  Reiches  leisteten,  iaI 
oligleich  die  Namen  der  gewandtesten  unter  ihnen  an  m 
Boêtius  fiberliefert  sind,  so  sind  sie  doch  heut  zu  Tageil 
der  Geschichte  der  Geometrie  beinahe  alle  unbekannt. 


<, 
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Aber  einige,  unter  anderm  Titel  wahrhaft  berahmte  Männer 
laben  diese  Wissenschaften  an  nnd  für  sich  cnltivirt.  Varro, 
welcher  für  den  gelehrtesten  unter  den  Römern  galt  und  den 
üese  als  einen  zweiten  Plato  betrachteten,  hat  über  Arith- 
metik, Geometrie,  Astronomie,  Musik  und  Schifffahrtskunst 
geschrieben.  Es  ist  sehr  su  bedauern,  das  s  keines  von  die- 
len Werken  auf  uns  gekommen  ist«  Dieser  Schriftsteller  Ter- 
lient  besonders  deshalb  angeführt  zu  werden,  weil  er,  wie. 
sine  Stelle  im  Cassiodorus  bezeugt,  die  Abplattung  der  Erde 
jmnuthet  hat. 

Das  Werk  über  Architcctur  von  Vitrnvius  beweist  uns, 
lass  er  einer  von  denjenigen  Männern  seiner  Zeit  war,  wel- 
che die  meisten  Kenntnisse  in  der  Mathematik  besassen. 

Man  kann  noch  Julius  Sextus  Frontinus  anführen,  der 
ib  ein  gewandter  Ingenieur  über  Wasserleitungen  geschrie- 
ben hat.  Sein  Werk:  De  aquaeduettbus  urbis  Romae,  ist 
lis  auf  uns  gekommen.  Auch  hat  man  von  ihm  noch  ein 
ladres  geschätztes  Werk  über  die  Kriegskunst.  Ul) 

Wir  rermiithen,  dass  Frontinus  auch  über  die  Geometrie 
geschrieben  habe  und  dass  ein  Werk  über  die  Ausmessung 
1er  Oberflächen,  welches  wir,  nebst  andern  Fragmenten  der 
•mischen  Gromatici ,  unter  mehren  Werken  von  Boëtius  in 
imem  Manuscript  des  Uten  Jahrhunderts  gefunden  haben, 
ha  zugeschrieben  werden  könne.143) 


141)  Stratagematum  libri  quatuor. 

142)  Dieses  Manuscript  (gr.  fol. ,  auf  Pergament)  gehört  der  Bi- 
ttothek  der  Stadt  Chartres.  Dr.  6.  Hänel  hat  es  in  seine  Catalogi  W- 
torum  manuscriptorum ,  etc.  (Lipsiae  1819 ,  iu  4.)  uuter  folgendem 
tttel  aufgenommen  :  Aristotelislib.elenchorum\  Lloëtii  Logica ,  Rhe- 
mica ,  Àrithmetica ,  Musica  ;  Jnlii  Firmici  mathematica  ;  Materni 
hmioris  geometria;  canones,  tabulât  et  diversa  de  astronomia. 

Dieser  Titel  ist  von  einer  Bemerkung  hergenommen,  die  auf  der 
■Bern  Seite  des  Deckels  dieses  Bnches  steht  und  die  eben  so  alt  ab 
Asses  selbst  zu  sein  scheint;  sie  lautet  so: 

Im  hoc  volumine  continentur: 

JAber  elenchorum  Ar is totei U; 

Logica,  Rhetorica,  Arithmetica,  Musica  BoecU; 

Mathematica  Julit  Firmici,  Materni  Junioris} 

Ceometria  ; 

Canones,  tabulae  et  alia  de  Astronomia. 
)en  Worten  Mathematica  Julii  etc.  gerade  gegenüber  befindet  sich 
fat  Bemerkung,  die  ebenfalls  sehr  alt  zu  seiu  scheint  uud  in  der  wir 
ni:  lesen  scheinen  :  Hanc  svpjtositam  credo.  Und  in  der  That  finden 
rir  Nichts  von  Julius  <Pirmicus  Bfaternus.  Aber  es  ist  wahr,  dass, 
mglOcklieher  Weise,  104 Blätter  (140—243)  in  diesem  Manuscript  feh- 
len, nach  dem  20*ten  Kapitel  des  aweiten  Buchs  über  Musik  von  Boë- 
ius.  Wir  verniiithen ,  dass  der  gcbluss  Ober  die  Musik  ungefähr  64 
Ultter  eingenommen  hat,  so  dass  40  Blätter  andre  Gegenstände  eut- 
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Zwei  Umstände  veranlassen  uns,  diese  Conjectnr  n  Aa- 
chen.    Zuerst   nimmt  Boctius  im  Anfang-   des   zweiten  Bach 
seiner  Geometrie,   welches   sich  auf  das  Messen  der  Flirta 
besieht,  den  Julius  Frontinns  als  einen,    der  in  dieser  Kml 
sehr  bewandert  gewesen  sei  nnd  Ton  dem  er  für  dieses  sweüt 
Buch  Vieles  entlehnt  habe.    Am  Ende  des  Werks  giebt  Bsêtni 
ein  Vencichniss  der  vors  üblichsten  römischen  Feldmesser  ml 
führt  darunter  Jnlins  Frontinns   an  f.      Dieser    doppelte  Um- 
stand beweist  nns,  dass  dieser  Autor  über  praktische  Geometrie 
geschrieben  hat.    Ferner  bemerken  wir,   dass    das  Stark  int 
Geometrie,  welches  wir  in  dem  genannten  Mann  script  isica, 
so  Tiele  Ucbereinstimmnng  mit  dem  sweiten  Buch  des  Btefni 
hat,  dass  man  darans  mit  Bestimmtheit  schli essen  kann,  ta 
eine  dieser  Werke  ist  grossen  Theils  eine  Kopie  des  aidera. 
Der  reine  nnd  leichtere  Stil  dieses  Stücks  der  Geometrie  ta- 
tet an,   dass  es  früher  geschrieben  ist,   als  znr  Zeit,  is  ta 


halten  haben,  die  un*  unbekannt  geblieben  sind  nnd  worunter  ndk  vM» 
leicht  Kiniges  von  Firmicus  Maternus  befunden  hat;  jedoch  keaat  an 
von  diesem  Verfasser  und  citirt  von  ihm  nur  die  Astrologie  in  8  fi- 
cher n. 

Das  Blatt  244,  das  erste  nach  der  Lücke,  enthält  das  Ende  cte 
«ffohrlft  über  regelmäßige  Körper.  Hernach  findet  man  verschiedet^ 
auf  einander  folgende  Stücke,  ohne  Titel  nud  ohne  Namen  der  Acten* 
welche  meisten  Theils  von  der  Geometrie  der  römischen  Feldaener 
nnd  von  den  Maas  s  en ,  deren  sich  diese  bedienten,  handeln.  Wir  bahn 
unter  dieser  Menge  folgende  einzelne  ausgezeichnet,  von  denen  die 
beiden  letztern  dem  Manuscript  einen  besondern  Wert  h  verleihen. 

1)  Das,  was  wir  dem  Frontinns  zuschreiben  möchten; 

2)  Das  Bach  über  Arithmetik  von  Martianus  Capella; 

3)  Das  fünfte  Buch  des  Werkes  De  re  rustica  von  Colonen"!, 
welches  von  der  Ausmessung  der  Felder  handelt; 

4)  Verschiedene  andre  Fragmente  über  Geometrie  von  röniicta 
Feldmessern; 

5)  Eine  Stelle  ans  dem  15ten  Kapitel  der  Etymologien  von  Mdtr 
vou  Sevilla; 

6)  Die  beiden  Bucher  über  Geometrie  von  Boêtius,  deren  erstes  die 
neun  Ziffern  und  die  auf  die  neue  Numération  bezügliche  SteRe 
enthält;  und  deren  zweites  durch  eine  andre  Stelle  beschloß« 
wird,  die  sich  auch  noch  auf  diese  Numération  bezieht,  und  die 
sich  in  den  vorhandenen  Ausgaben  des  BoCtius  nicht  findet. 

7)  Endlich  eine  andre  Schrift  über  den  Gebrauch  der  neun  Ziffern, 
welche  frappante  Analogien  theils  mitBoëtius  und  Gerbert,  tfeeils 
mit  nnserm  Zahlensystem  hat. 

Diese  Schrift,  von  der  man  noch  nicht  Kenntnis«  genommen  ira  ithei 
scheint,  kann  einiges  Licht  auf  die  noch  streitige  Frage  über  die  wtkre 
Bedeutung  der  Stellen  hei  Boetfus  nnd  Gerbert,  und  über  die  gemseZeU 
der  Kinführuug  des  indischen  Zahlensystems  in  Kuropa  gehen. 

Am  Kude  des  Mannscripts  stehen  einige  Bemerkungen  über  dielfis- 
mclsku^cl,  darauf  eine  Abhandlung  über  Astrologie  und  astronomie 
Tafeln. 
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lëtins  lebte:  wir  sind  daher  ganz  natürlich  zu  dem  Schi uss 
kommen,  dass  es  das  Werk  des  Frontinns  selbst  ist,  von 
m  Boëtins  sagt,  dass  er  rou  ihm  entlehnt  habe. 

Dieses  Stück  der  Geometrie  kann  übrigens  dem  Verfas- 
r  Ehre  machen  nnd  ist  würdiger  seinen  Namen  in  führen, 
i  das  Werk:  De  qualitate  agrorum,  welches  man  ihm 
geschrieben  hat.  Denn  wir  betrachten  es  als  das  yollen- 
tste  Werk,  welches  ans  der  Feder  eines  lateinischen  Geo- 
rters hervorgegangen  ist,  ohne  davon  das  zweite  Bnch  der 
*metrie  von  Boctius  auszunehmen.  Eines  Theils  nämlich 
den  wir  in  dieser  Schrift  die  Formel  für  die  Fläche  eines 
«iecks  dnrch  die  drei  Seiten  ausgedrückt  nnd  andern  Theils 
den  wir  darin  nicht  die  ungenaue  Regel,  deren  sich  die 
Bischen  Feldmesser  bedienten,  um  die  Fläche  des  Vier- 
tes zu  bestimmen143),  welche  selbst  von  Boëtins  reproducirt 
trde. 

Die  vielfältige  Uebcreinstimmnng  veranlasst  uns  anzn- 
hmen,  dass  es  dasjenige  Werk  ist,  welches,  bei  dem  Wie- 
rmnfleben  der  Wissenschaften  dazu  gedient  hat,  den  geo- 
»trischen  Theil  der  im  Jahr  1486  erschienenen  Encyclopédie 
sammenznsetzen ,  und  welches  seitdem  viele  Auflagen  unter 
m  Titel  Mar  gart  ta  philosophica  erlebt  hat.  Auch  nuab- 
ngig  von  diesem  Umstand,  der  ihm  in  unsern  Augen  einigen' 
erth  verleihen  kann,  würde  es  die  Ehre  des  Drucks  verdient 
J>en,  da  es  die  beste  Schrift  über  Geometrie  ist,  welche  yon 
n  Römern  auf  uus  gekommen  ist. 

Wir  müssen  inzwischen  sagen,  dass  wir  in  der  Berech- 
ing  der  Fläche  der  regulären  Polygone,  vermittelst  der  Sei- 
i,  einen  Fehler  finden,  den  auch  Boëtius  begangen  hat  und 
r  noch  am  Ende  des  XVten  Jahrhunderts  in  der  Margarita 
kilosophica  wiederholt  ist. 

Der  Verfasser  bedient  sich  folgender  Formel: 

Es  sei  a  die  Seite  des  regelmässigen  Polygons  nnd  n 
*  Anzahl  seiner  Seiten,  so  hat  die  Fläche  diesen  Ausdruck  : 

(n-2).a*  — (n-4)a 


143)  8.  p.  313  der  Sammlung:  Bei  agraria*  auetores  legesquê 
riae;  cura  Wilelmi  Gocsii,  cujus  accedunt  indice* ,  antiquitate* 
rmriae  et  notae,  una  cum  N.  Rigaltii  notis  et  observât  ionibus. 
ist.  1674.  In  4.;  nnd  p.  172  in  dem  Werk  von  Colamella,  Ds  re  ru- 
ca  libri  XII,  Paris  1543,  in  8. 

144)  Man  erkennt  diese  Formeln  in  den  Regeln,  welche  der 
rfasser  für  die  regelmässigen  Polygone  von  7,  8,  9,  10,  11  und 


Die  Falschheit  dieser  Formel  liegt  am  Tage:  nent 
aie  nicht  homogen  ist,  und  sodann,  weil  man  darnach,  vo- 
luittelst  einer  einfachen  Gleichung  de»  zweiten  Gmim\ 
auf  den  Ausdruck  der  Seite  eines  regelmässigen  eingesdri* 
benen  Polygons ,  als  Function  des  Krcishalbrnessers,  und  «- 
gekehrt  des  Radius  als  Function  der  Seite  schliessen  keuk 
Aufgaben,  welche  bekanntlich  von  Gcichungeu  höherer  Grit 
abhängen. 

Vielleicht  ist  die  ganxe  Stelle,  welche  eich  auf  die  Ja» 
Biessuug  der  regelmässigen  Polygone  besieht,  durch  eam 
spätem  Schriftsteller  in  den  Theil  der  Geometrie,  wckèa 
wir  dem  Frontinus  zuschreiben  wollen,  eingeschaltet  dm 
die  Regel  für  das  gleichseitige  Dreieck  widerspricht  eiaer  o- 
dern,  früher  gegebenen,  durchaus  geometrischen  Regel.  St 
finden  wir  zuerst  unter  dem  Titel  de  trigono  isoplemr. 
„wenn  a   die  Seite  eines  gleichseitigen  Dreiecks   ist,  M  M 

a* — I — i    das  Quadrat  des  Perpendikels;  dieses  Perpafi- 

kel  durch  —  multiplicirt  ist  die  Flache  des  Dreiecks.  El 
sei  a  =  30,  so  wird: 

C30)«  —  ( — j  =675=026)«;   und  26  X — =3901 

Dieses  ist  die  Fläche  des  Dreiecks."  Diese  Regel,  st  vi« 
die  numerische  Anwendung  sind  genau,  wenn  man  jedesmal 
die  Brüche  bei  der  Ausziehung  der  Quadratwurzel  Yernsrk- 
lässigt. 14î)     Sodann  muss  man  sich   wundern,    noch  uter 


12  Seiten  giebt;  für  das  Dreieck,  Fünfeck  w»4  Sechseck  jedock  beilot 

er  sich  folgender  Formeln  : 

a*  +  a 


für  das  Dreieck: 
för  das  Fünfeck  : 


2        % 
3a*  +  a 


4a*  +  a 
für  das  Sechseck  : 


145)  Wenn  man  \/P675=26  annimmt,   so  ist   es   dasselbe»  •!• 

wenn  man  15/~3  =  26  oder  /*1F=  —  setzt.  —     Hiernach  wirf  ,** 

15 

a*     •— 

Aasdruck  für  die  Fläche  des  Dreiecks,  welcher  genau  — .  /jW: 

af     26        .    13 
4       13  30 
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m  Titel  de  trigono  isopleuro  diese  »weile  Regel  zn  finden  : 
renn  a  die  Seite  eines  gleichseitigen  Dreiecks  ist,  so  ist 

— -  seine  Fläche;  es  sei  a  =  28,   so  wird  die  Fläche  des 
'iecks  (28y+28  oder  ™~406." 

2  2 

Man  bemerke  also:  das  Dreieck,  dessen  Seite  28  ist, 
I  einen  grössern  Flächeninhalt,  als  dasjenige,  dessen  Seite 
>  ist«  Diese  Vergleichnng  der  beiden  Zahlen- Beispiele  des 
trfassers  soheint  anzudeuten,  dass  die  zweite  Regel  ihm 
wd  ist  nnd  dass  sie  ans  einer  andern  Schrift  entnom- 
m  ist. 

Diese  sweite  Yerfahrnngsart  ist  von  einem  Beweise  be- 
ertet,  der  aber  nur  eine  petitio  prineipii  ist.     Folgendes 
t  das  Raisonnement  des  Verfassers«     Eine  gegebene  Fläche 
ist  der  Flächeninhalt  eines  gewissen  gleichseitigen  Dreiecks, 

ssen  Seite  = ist  ;  wenn  man  in  die  Stelle  des  S 

2 

a* -4*  a 
e  gefundene  Fläche setzt,  so  erhält  man  zum  Resul- 

t  a,   welches  die  Seite  des  gegebenen  Dreiecks  ist,   dessen 
•fandene  Fläche  genau  ist. 

Der  Fehler  dieses  vermeintlichen  Beweises  liegt  vor  An- 
«;  denn  die  Formel 

«.c.=  /s-Fiachc+l-l 

2 

t,  nnr  nnter  andrer  Form,  genau  dieselbe  als  diese: 

af  +  a 
Fläche = — - — % 

n  deren  Beweis  es  sich  gerade  handelt. 

Um  aber  von  der  einen  dieser  beiden  Formeln  zu  der 
idern  überzugehen,  mues  man  eine  Buchstabengleichung 
es  zweiten  Grades  auflösen.  Dieser  Umstand  ist  höchst 
erkwürdig  in  der  Geometrie  der  Lateiner. 


ieses  ist  die  Formel ,  deren  «ich  einige  lateinische  Autoren  •  wie  Co- 
rnelia {De  re  rustica,  Üb.  V,  Cap.  II.)  bedient  haben,  und  welche 
tch  in  neuerer  Zeit  angewandt  worden  ist.  Man  findet  sie  In  mehren 
Werken  der  praktischen  Geometrie  (s.  Gtorgii  VaUae%  de  espettndis 

■  fugiendis  rebus ,  Lib.  XIV ,  nnd  Geometriae  Lib.  V ,  Cap.  IV 

:  6r*t>e  trattato  di  Oeometria  del  Sig*  Gio.  Franc.  Peverone  di  Cu- 
w;  in  Lione,  1556,  in  4.  —  Lib.  111  der  Géométrie  pratique  von 
enrion,  p.  341  u.  349,  2ts  Ausgabe,  Paris  16133« 
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Da  das  in  Rede  stehende  Slnck  der  Geometrie  dasjeiip 
ist,  was  yoii  den  bessern  und  vollständigem  lateiaitcka 
Schriftstellern  auf  uns  gekommen  ist,  und  da  es  ihr  p> 
saramtes  Wissen  in  der  Geometrie  xn  enthalten  sellant,  m 
wollen  wir  die  Sätze  andeuten,  welohe  den  Gegenstand  die- 
selben ausmachen.     Diese  sind: 

1.  Die  Berechnung  des  Perpendikels  in  einem  Dreifd, 
dessen  Seiten  gegeben  sind146); 

2.  Die  Berechnung  der  Fläche  eines  Dreiecks,  als  Fim» 
tion  dieses  Perpendikels,  und  die  Formel,  welche  fil 
Fläche  als  Function  der  Seiten  giebt; 

3.  Die  beiden  Formeln,  welche  dazu  dienen,  eil  redt 
winkliges  Dreieck  in  ganzen  Zahlen  xn  bilden,  wem 
die  eine  der  Seiten  als  gerade  oder  als  ungerade  ZtH 
gegeben  ist;   nämlich  diese: 

/a*  +  a\*       /**— av« 
für  eine  ungerade  Zahl  I — - — I   =  I 1   +  a«; 

nnd  für  eine  gerade  Zahl  {("£")   +  1  j    =  |("ï~)  —  l|  +*' 

4.  Der  Ausdruck  fur  den  Durchmesser  des  Kreises,  Im 
einem  rechtwinkligen  Dreieck  eingeschrieben  ist;  im 
er  nämlich  gleich  ist  der  Summe  der  beiden  Kalket» 
weniger  der  Hypotenuse  ; 

5.  Die  Berechnung  der  Fläche  des  Quadrats,  des  Paral- 
lelogramms, des  Rhombus  und  des  Vierecks  mit  paral- 
lelen Bases: 

Der  Verfasser  nennt  die  eine  der  Seiten  die  Basis,  die  f*- 
geniiberlieireiidft  Seite  den  Scheitel  oder  Koraustc  (vertex 
seu  coraustus).  Das  Wort  coraustus  findet  sich  nicht  Bfar 
im  Wörterbuch  9  nnd  es  ist  vielleicht  bei  den  Neuem  nu  il 
der  Mar  gar  i ta  pkilosophica  wieder  aufgenommen; 

6.  Die  (auf  eine  falsche  Regel  gegründete)  Berechnung  der 
Flachen  der  regelmässigen  Polygone; 

44  22 

7.  Das  Vcrhältniss  —  oder  —  der  Peripherie  zum  Dorek- 

14  7 

messer; 

8.  Endlich  die  Oberfläche  der  Kngel,  welche  gleich  der 
Fläche  Ton  Tier  grössten  Kreisen  ist. 


146)  Der  Autor  nimmt  xn  den  Selten  des  Dreieck»  die  drei  Zah- 
len 13,  14  und  15,  deren  *i<;h  Hero  von  Alexandrien  in  $ef nem  Werk 
iil>er  Geodäsie  bedient  hat  und  welche  mau  auch  in  der  Geometrie 
der  Inder  fludet.  (Siehe  oben  bei  der  Analyse  des  Werks  tob  Iris- 
megupta.) 
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Der    Namen    sind    in    der    Geschichte    der  Wissenschaft 
bei  den  Lateinern   so  wenige,    dass   man   auf  die  Anführung 
'4er   Schriftsteller  beschränkt  ist,  welche  uns  nur  einige  Spu- 
ren   eines   schwachen  Wissens    in   der  Geometrie  hinterlassen 
taben,    ohne   selbständig    Etwas    zur  Ausbildung    derselben 
foigetrngcu  zu  haben.     Wir  nennen  als  solche  Marti  «anus  Ca- 
pe! Ja,    St.  Augustinus,  Mncrobius,  Boctius,    Cassiodorus  und 
Isidorns  von  Sevilla.     Der  erste,   über  dessen  Zeitalter   man 
Weht  ciustiininig  ist,  indem  ihn  die  Einen  in  das  3 te,  die  An- 
dern in  das  5te  Jahrhundert  setzen,  hat  uns  ein  Werk  in  nenn 
Bfi ehern147)  hinterlassen,  von  denen  die  beideu  ersten,  wel- 
che   eine    Art    Einleitung   zu   den    sieben   andern   bilden,    ein 
Ideincr  philosophischer  und  allegorischer  Roman  sind,   unter 
dem  Titel:  Die  Vermählung  der  Philosophie  mit  dem  Mer- 
«air  3  und  von  denen  die  sieben  andern  den  sieben  freien  Kiin- 
»ten  gewidmet  sind:  der  Grammatik,  Dialcctik,  Rhetorik,  Geo- 
metrie, Arithmetik,  Astronomie148)  und  Mnsik. 

In  dem  Buch  über  Geometrie  scheint  der  Verfasser  dieses 
Wort  seinem  etymologischen  Sinne  nach  gebraucht  zu  haben; 
diMin  er  fängt  mit  Regriffen  aus  der  Geographie  an.  Das,  was 
darin  von  der  eigentlich  so  genannten  Geometrie  vorkommt, 
beschränkt  sich  auf  einige  Definitionen  der  Linien,  der  ehe- 
rnen Figuren  und  der  Körper,  welche  meistenteils  von  Eticlid 
entlehnt  sind  und  mit  ihren  griechischen  Namen  benannt  wer- 
den« Ein  sehr  merkwürdiger  Umstand,  da  in  andern  Schrif- 
ten ans  derselben  Zeit  oder  aus  einer  nnr  wenig  altern,  wie 
in  denen  des  Bor  tins  und  Cassiodorus,  die  griechischen  durch 
lateinische  Benennungen  ersetzt  sind. 

Das  Ruch  über  Arithmetik  von  Martianus  Capeila  ist  ge- 
lehrter als  sein  Ruch  über  Geometrie.  Es  ist,  so  wie  die 
Arithmetik  des  ßortius,  eine  Nachahmung  der  platonischen 
nnd  pythagoreischen  Werke,  besonders  des  von  Niromachtis, 
das  von  den  Eigenschaften  der  Zahlen  und  von  ihrer  Ein- 
teilung in  verschiedene  Klassen  handelt:  gerade,  ungerade, 
insammengesetzte,  vollkommene,  unvollkommene,  überschies- 
m»nde,  mangelhaft«»,  ebene,  körperliche,  dreieckige  u.  s.w. 
Zahlen  (numeri  parcs,  imparcs,  compositi  ,  pcrfcctiy  im- 


147)  Martiani  Minei  felicisCapeltae*  C<irthattiniensisy  riripro- 
consu'aris*  Sut  priemt,  in  quo  t!e  Xuptiis  Phitolnyitte  et  Ütercurii 
Ubri  duo  et  de  Septem  arti'ms  liberal  ibus  tibri  singulare* ,  etc. 

148)  In  diesem  achten  H  in*  h  findet  »ich  ein  telir  merk  würdige  s 
Kapitel ,  betitelt  :  Quod  tel  tun  non  sit  centrum  omnihus  planet  ix, 
worin  Martiann«  Capella  den  Mernir  und  die  Venus  sich  um  die 
Könne  drehen  l!»>«t.  Ahn  dieser  Melle  hat  Coperuicut  die  erste  Idee 
su  «einem  {System  entlehnt. 
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perfecti,  abundanteê,  déficiente* ,  plani,  mlidi,  trimph 

lares  etc.) 

Sanctns  Augustinus  hat  über  die  Musik  geschrieben. 
schreibt  ihm  auch,  unüberlegter  Weise,  Principien  der 
metik  und  Geometrie  zu,  -welche  aber  nur  eiae  einfach!  R* 
menclatur  liefern« 

Eben  so  ist  es  mit  dem  Werk  über  Geometrie  Ten  Cm 
siodorus ,  welches  in  seinem  16ten  Bach  enthalten  ist,  da 
toii  den  sieben  freien  Künsten  bandelt  und  Ton  dem  gsMi» 
tri  sehen  Thcil  dieser  Art  yon  Encyclopédie,  die  der  beriiaft 
Isidorus  von  Sevilla  unter  dem  Titel  der  Etymologien  hiitor- 
lassen  hat« 

Die  Geometrie  des  Boëtius  ist  von  grösserer  WiehtighaX 
als  die  genannten  Schriften:  sie  lehrt  s  um  ersten  Mab  W 
den  Lateinern  die  Geometrie  des  Euclid  nnd  enthält  eiagl 
interessante  Stücke  aus  der  Geschichtet  der  Wissensehdt 
Wir  wollen  einen  kurzen  Ueb erblick  über  dieses  Werk  gtk% 
welches  heut  zu  Tage  wenig  bekannt  ist. 

Es  ist  in  zwei  Bücher  getheilt.  Das  erste  ist  eiae  U- 
nahe  wörtliche  Uebersetznng  der  Definitionen  nnd  Sätze  fa 
Tier  ersten  Bücher  von  Euclid.  Sodann  findet  man  unter  dm 
Titel  de  Jiguris  geometricis  einige  von  Boëtius  au%dM 
Probleme,  die  nichts  Interessantes  darbieten. 

Dieses  erste  Buch  wird  beschlossen  durch  die  Auseiia- 
dersetzung  eines  neuen  Zahlensystems,  das  Ton  den  griecki* 
sehen  und  römischen  Systemen  verschieden  ist  nnd  das  tu 
neun  Ziffern  Gebrauch  macht.  Man  hat  darin  geglaubt,  p- 
nau  unser  gegenwärtiges  Zahlensystem  zu  erkennen;  dioer 
Punkt  aber  in  der  Geschichte  der  Wissenschaft,  welcher  §*Ü 
zwei  Jahrhunderten  die  Aufmerksamkeit  der  Gelehrten  in  An- 
spruch genommen  hat,  ist  noch  nicht  definitiv  entschiedet. 
Wir  kommen  späterhin  auf  diese  interessante  Stelle  in  der 
Geometrie  des  Boëtius  zurück.  Wir  werden  auch  in  eisen 
1  besoudern  Artikel  eine  andre  Stelle  desselben  Bnchs  bespre- 
chen, worin  wir  die  Besch/cibuug  des  Stern -Fünfecks  oder 
des  der  zweiten  Art  zu  finden  glauben. 

Das  zweite  Buch  ist  der  praktischen  Geometrie  gewidmet, 
so  weit  diese  den  römischen  Feldmessern  bekannt  war.  Die 
Analyse,  welrhe  wir  bei  Gelegenheit  des  Frontinus  von  eiaer, 
Manuscript  gebliebenen,  Behandlung  der  praktischen  Geometrie 
gegeben  haben,  entspricht  diesem  zweiten  Buch,  welches  eiae 
Kopie  dieses  Mauuscripts  gewesen  zu  sein  scheint  nnd  sich 
wesentlich  nur  in  zwei  Punkten,  zum  Nachtheil  des  Boetias, 
von  diesem  unterscheidet.  Dieser  berühmte  Schriftsteller  giebt 
nicht  die  Formel  zur  Berechnung  der  Flache   eines  Dreiecks 
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titteist  der  drei  Seiten,  welche  sich  in  dem  Mnnnscript 
findet,  und  giebt  die  von  den  römischen  Feldmessern  ange- 
wandte ungenaue  Regel  znr  Berechnung  der  Fläche  eines 
Tierecks,    welche  dort  nicht  gefunden  wird* 

Indem  Boetiiis  die  beiden  Formeln  zur  Construction  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  in  ganzen  Zahlen,  wenn  eine  der 
8eiten  bekannt  ist,  angiebt,  schreibt  er  die,  bei  welcher 
diese  Seite  eine  gerade  Zahl  ist,  dem  Archytas  zu,  Proclua 
lennt,  wie  man  weiss,  Plato  als  den  Erlinder  dieser  Formel 
lad   Pvthagorns  als  den  der  andern. 

Mit  diesem  Buch  über  praktische  Geometrie  hat  man  eine 
Indre  Partie  verbunden,   welche   Rieh   in   keinem  Manuscript 
les  Boctius  findet  und  wovon  Folgendes  der  Inhalt  ist.     Nach 
tiner  Art  von  Abhandlung  über  den  Ursprung,  die  Nütxlich- 
teit    und   die  Vorzüglichkeit   der   Geometrie,    erzählt  Boetiiis 
len  Inhalt   eines  Briefs  von  J.  Cäsar,   ans  dem  mau  ersieht, 
lass  dieser  grosse  Mann  verlangte,  iu  dem  ganzen  römischen 
Reich   und   in  seinen  Kolonien  solle  die  Geometrie  als  Regel 
fur  Alles   dienen,   was  sich   auf  das  Messen   und  Begrenzen 
der   Länder,   auf  die   öffentlichen   nnd  Privat -Gebäude,    auf 
die  Befestigung  der  Städte   und   auf  die  grossen  Heerstrassen 
bezöge.     Der  Verfasser  zählt   sodann  die  verschiedenen  Ma- 
terien  auf,   welche   zu  Streitigkeiten   bei   der  Ländcrrermcs- 
•nng  Veranlassung  geben  können.     Er  nennt  die  Eigenschaf- 
ten,   welche   ein  Feldmesser   besitzen  müsse,    nnd   führt  die 
Namen  derjenigen  an,  welche  die  meiste  Berühmtheit  erlangt 
haben,   nnd   die  Namen  der  Herrscher,    auf  deren  Befehl  sie 
gearbeitet  haben.     Sodann  giebt  er  ein  Verzcichniss  der  ver- 
schiedenen   Grenzen,     deren    man    sich    zur    Unterscheidung 
der  Provinzen,  der  Strassen  nnd  der  Privat -Besitzungen  be- 
diente.   Darauf  nennt  er  die  Kenntnisse,  welche  in  der  Arith- 
metik  nnd   in   der  Geometrie  erforderlich  sind,   um  ein  voll- 
Icommner  Geometcr  zu  sein.     Diese  Kenntnisse  umfassen:  die 
Eigenschaften   der   Zahlen    nnd   ihre  Eiutheilung  in   gerade, 
ungerade,    zusammengesetzte  u.  s.  w.   Zahlen;    die    logische 
Ordnung,   welche    man   in  der  Geometrie  befolgen  mnss;   die 
Definition  der  Figuren,   welche  der  elementarste  Theil   dieser 
"Wissenschaft  betrachtet;  und    die  verschiedenen,   bei  den  rö- 
mischen Feldmessern  gebräuchlichen  Maasse. 

Zuletzt  wird  das  Werk  mit  einem  Bruchstück  beschlos- 
sen,  welches  nur  die  Arithmetik  betrifft,  und  von  dem  wir 
erkannt  haben,  da**  es  in  der  That  nur  eine  Zusammenstel- 
lung verschiedener  Stellen  aus  dem  ersten  Buch  der  Arith- 
metik des  Boetiiis  ist,  in  folgender  Ordnnns::  aus  dem  Ka- 
pitel 32,  aus  der  Vorrede  und  aus  den  Kapiteln  1,  2,  1, 
82,  19,  20,  22,  12,  26  und  27.     Dieses  ganze  Stück  ist 
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ohne  Zweifel  ili*r  Geometrie   de*  Borlim   fremd    md  *:t  li- 
ri-eht  damit  durch  einen  l'ompilutur  terhuiidro. 

Dir  Aussahen  des  Bor  fin  s  und  der  ffm«**te  Tbil  en 
Mnnuseiipte  enthalten  nur  zwei  Dùrher  »her  <■"«•«  tiriri*.  L 
srjeht  jedoeh  einige  Mamisi'riple,  die  finit'  di-rxleii-brn  a:U. 
teil.  1/ibri  führt  ein  Hnlches  in  der  Bibliothek  tob  S  1  ju- 
rent xu  Floren*  au.149)  Wir  seh#»n  au«  ilrr  Bibtiitkm 
bibliuthccarvm  von  Mnntfaurnn  (T.  I,  p.  8N),  da««  airk  r- 
»os  in  drr  Bibliothek  des  Vatiran  e\Mirt,  mil  r  nem  Wni 
über  die  Zahlen,  in  zwei  Büchern  (Hör fit  de  mmmfm 
duo  libri),  welrhes  toii  der  Arithmetik  Trr«rhi<Hj<*ii  m  ~i 
seheint.  Ks  ist  sehr  w  ansehen*  werth.  da*s  diese  Mmu«rr.»'. 
welrhe  für  die  tîesehirhte  der  Wissen^rhaft  mti  Noiii  wt 
können,  endlich  aus  dem  Staube  der  Bibliotheken  herfartr* 
ten  möchten. 


Ueber  die  Stelle   in   dem  ersten  Buch  der  Geometrie  rü 
BoctiuSy    welche   sich  auf  ein  neues  ZahUn%$Ucm 

bezieht  m 

Die  Stolle   in  der  GenmPttie  des   R.-i-liu*.    um   /  *  *+  *  -l 
hier  handelt,    srlnint    lause   Zeit    himiiirrh   u n ■■  -  rr  t*î  . 
beii   zu   sein,    «birleich    dir    Mainiscript^  Tun  i.'.  .i    \\.r._, 
nvi   Sehrift^telh-rs    nicht    »»l'Ilen    sind    uinl  ».li^l.irh    »••     *  ••■  • 
metrie  in  den  Jahren  1401,   1490  und   1570  s..'rark:  ■  .•«•*■ 
U\.     Ks   war,    wie  irh  glaube,    i-rst    um    die   M  :.r    ii  ^  l-  : 
J.ihrhiifidi  tW ,    das«;  Isaae  \o«,    in  seimn   l»«'ii,- xku*«-a  i^" 
tlif  Î».  .  ^r.i;»hie  des  l*oiiijiniiiiis  Mehl,   di  ■*•»  >'l  I      •*.-»  »ha.'   ■  l 
die  dann  i'silliahpuen  neun  Churakterr  oder  ///'/irn  ai.:.»  *. 
Seitdem    i-t    es    eine  nft   ln'liaiidrlti»   Fr.iä»*  ireWf»,  m,    j-ï  *    *i- 
ren ,     oh    e.s   wirklich    linder    Zahlen*»  M»'in    i». ■!»•■»•■«    ;-:.   *•! 
dem  l'ni-tiiM    hat  sprechen   «nlli-ii.    und    oh    ti ,-•   l •  : . »  #  i -  =   .± 
von  Kenntnis  ::»'liat>l  haben,  sn   wie  er  es   In  r  i«  l.t«-:. 

Die-cr  historiM-he  Punkt  tM'W.ilirl  *ownhl   .111    un-!  f  ■  *   • 
rin    »rn-^i's   Inli'res^i',    aN   aiieh    weil    »*s    tun    Im  -  in.'-*r  M    » 
tinkeil    s,,n    mil«"  ,    hei     tlrr     ,il  lire  meinet  m    l  ntt  r-m  ;  ■  t: 
den    l  r  *  pi  ii  hü   de«*   iiii!isrl:<'ii   C.ilruN    u:.d    nlier   *].•    W»i 
rr    iei.n!:M    li.it.    um    miIi   »h    uni   /11    %  »  1  !j  r  •  -  t«-ii    u:  d   ? 
unter  11  ià— .    zu   Auf  11:1:  de*   1 3c*n  Jahrhundert*.  ,n  iii:.-.,: 
\\iikeii    £ii   ei-ilniuen.  '  tüj 


i  ■■ 


IV)»  Histuirr  ilt'%  «ri>rir.-<  en  1/rt'iV,  p.  80. 

I  ••!  1    l|  Im»   \\  rrk    m*\\   I.rriiliuril   Ki^oiuiu    r%.n  P.»a.    wf  ?«• 
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Man  ist  jedoch  bis  jetzt  noch  nicht  einstimmig  über  die 
rahre  Bedeutung  der  Stelle  bei  Boëtins,  und  die  am  ge- 
wöhnlichsten angenommene  Meinung  spricht  zu  Gunsten  einer 
Indern  Pièce  ans  dem  lOten  Jahrhundert,  welche  ein  Brief 
tnd  eine  kleine  Abhandlung  ist,  die  Gerbert  (der  999  unter 
lern  Namen  Sylvester  11.  Papst  wurde)  zugeschrieben  werden, 
worin  man  unser  Zahlensystem  bemerkt.  Dasselbe  hat  man 
wiederholt,  seitdem  Wallis  in  seiner  Geschichte  der  Algebra 
fie  Meinung  ausgesprochen  hat,  dass  Gerbert  der  erste  war, 
1er  uns  das  indische  Zahlensystem  lehrte,   welches  er  von 


Mtcf  PisaiWy  in  anno  1202;  und  in  welchem  sich  auch,  zum  ersten 
Haie  in  Europa,  die  Principien  der  Algebra  finden. 

2)  Da»  Werk  über  praktische  Arithmetik  von  Jordan  Nemo- 
rarios  (um  1200),  das  Manuscript  geblieben  ist  iu  der  Kavilianischen 
libllothek,  unter  dem  Titel:  Algurismus  Jordani,  tarn  in  integrls 
puum  in  fr  actis  démonstratif*.  Dieses  Werk  ist  verchieden  von 
1er  specnlativen  Arithmetik,  in  zehn  Büchern,  von  demselben  Ver- 
nu»er,  welche  1496  von  Faber  von  Ktaples  herausgegeben  und  er- 
lästert  ist 

3)  Die  Abhandlung  über  Arithmetik  von  Sacro  Bosco  unter  dem 
ntel:  Tractatus  Algorismi ,  123G,  in  Versen,  die  mit  folgenden  an- 
fingen: 

Haec  algorismus,  ars  praesens ,  dicitur  in  qua 
-  Talibut  Indorum  fruimur  bis  quinque  flguris. 

4)  Eine  Stelle  ans  dem  Spéculum  doctrinale  von  Vincent  von 
Bmuvai»  (H94 — 1264),  unter  dem  Titel:  De  computo  et  algorismo 
tU».  XVI,  Cap.  9),  worin  die  Kenntnis«  unsrer  neun  Ziffern  und 
■rar  Stellen- Wer the,  so  wie  auch  der  Gebrauch  der  Kuli,  voll- 
ständig auseinandergesetzt  sind. 

5)  Der  Algorisme  oder  Traité  à* Arithmétique,  In  französischer 
tpathu  von  einem  Ungenaunten  unter  Philipp  III.  (1270  —  1285)  ge- 
schrieben. (Daunou  erwähnt  in  der  Abhandlung  über  den  Zustand 
1er  Wissenschaften  im  13teu  Jahrhundert  in  Frankreich,  welche  zu 
Anfang  des  XVlten  Theils  der  Histoire  littéraire  de  la  France  (in  4., 
fferU  1824)  steht,  dass  dieser  Traité  in  der  Bibliothek  der  h.  Ge- 
Mvtfa  unter  Nr.  BB,  2,  in  4.,  ex i stire;  aber  trotz  aller  wieder- 
ksltefl  Nachsuchungen  der  Herren  Conservatoren  dieser  Bibliothek  ha- 
ltt wir  denselben  nicht  finden  können*) 

6)  Das  Werk  von  Mazimus  Planudes,  gegen  das  Ende  des 
Uten  Jahrhunderts,  In  griechischer  Sprache  abgefasst,  unier  dem 
Titel  tyiiq  otpoçfa  x«i*  "Ivâovç,  rt  Xéyopéyjj  ptyaltj. 

Es  ist  höchst  merkwürdig,  dass  von  diesen  Werken  Über  Arlth- 
BttUc,  welche  von  so  grossem  Werth  für  die  Geschichte  der  Wis- 
•taschaft  sind  und  die  einen  bedeutenden  Fortschritt  des  mensch- 
•fcken  Geistes  bezeichnen,  noch  keines  gedruckt  ist. 

Ausser  diesen  Werken  Riebt  es  noch  Schriften  ans  derselben 
Seit 9  so  wie  den  Kalender  von  Roger  Baco,  die  Briefe  von  Jordan 
Xtmorarins,  und  die  Werke  De  sphaera  und  De  computo  von  Sacro 
,  worin  die  arabischen  Ziffern  angewandt  werden. 
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den  Sarazenen  in  Spanien  empfangen  hatte.  Dieselbe  Ä* 
nnng  ist  noch  vor  ganz  Kurzem  yon  dem  berühmten  PÄ 
deuten  der  asiatischen  Gesellschaft  zn  London,  in  seiierm» 
lehrten  Dissertation  über  den  Ursprung  der  Algebra M1),  ab- 
gesprochen. 

Wir    müssen    aber    hier  anfuhren,    dass   es  allein  ta 
Zenguiss   eines  Historikers  des  12ten  Jahrhunderts,  WiUtffr 
tou  Malmesbury   (dessen  Urtheil  15a)  ein  Jahrhundert  •■!* 
durch   Vincent  yon  Beauvais  1M)  wiederholt   wurde)  ist,  fd 
welches,  man  diese  Meinung  über  das  Werk  ron  Gerbort  g> 
gründet  hat,   da  es  selbst  nur  wenig  gelesen  worden  ist  né 
namentlich  Wallis  dasselbe  nicht  gekannt  hat.     Und,  merk- 
würdig genug!   wenn   es  die  Prüfung  dieses  Werks  geweat 
wäre,    welche   der  Meinnng  des  Wallis  xn    Grunde  gtJeg* 
hätte,    so  würden   wir    durchaus    nicht   anstehen  zu  Mk 
dass  die  Frage  über  die  Stelle  des  Boëtius   durch  sich  bHlI 
entschieden  sei  und  dass  dem  Boëtius  die  Ehre  gebühre,  #t' 
man  dem  Gerbert  zuschreibt.    Denn  die  Vergleichung,  wikil 
wir  zwischen  dem  Werke   des  Gcrbert    und    der  Steil«  tÊ 
Boëtius  angestellt  haben,   liisst  uns  keinen  Zweifel,  im€ 
sich    durchaus    um  denselben   Gegenstand    nud    nm  dassette 
Zahlensystem  handelt  und  dass  das  eine   so   wie  das  lieft 
denselben  Ursprung   hat.      Diese  Bemerkung,     welche  men 
nicht  gemacht  ist,    muss  erst  gerechtfertigt  werden;  ich  will 
daher  an  einer  andern  Stelle  darauf  zurückkommen  und  dabei 
einiges  Andre  anführen,   wozu  das  Werk   ron  Gerbcrt  Gele- 
genheit geben  kaun. 1M)     Ich  muss  mich   hier  ganz  alba 


150  This (Gerbcrt),  itpon  his return,  hi  communicated  toCM* 
stian  Europe,  teaching  the  met  h  od  ofnumbers  under  the  desifutkm 
©/"Abacus,  a  name  apparent  ty  first  introduced  bv  htm  (rationes  w- 
nicroram  Abaci),  by  rnles  abstruse  and  difflcult  to  be  understood*  et 
William  of  Malmesbury  affirms.  lt  was  probablv  oicing  to  tkis  ob- 
scur it  y  of  his  rules  and  manner  or  treating  the  Arabian,  or  retint 
Jndian  arithmetic,  that  is  ma  de  so  little  progresse  betwreen  his  tlm 
and  that  of  the  Pisan  (Leonhard  von  Pisa).  (Colebrooke:  Brahma 
gupta  and  Bhascara^  Algebra,  Dissert.  p.  LUI.) 

152)  Ahacum  certe  primus  a  Saracenis  rapiens ,  régulas  de&i 
auae  a  sudantibus  abacistis  rix  intelliguntur,  S.  De  gestie  A*gb- 
rum  libri  V.    (Lib.  II,  p.  64  et  65.) 

153)  Spéculum  historiale.     Duaci  1624,  in  foL     8.  Lib.  XXIV, 

Cap.  98,  p.  997. 

154)  Z.  B.  diese»  Werk  und  der  Zueignnngsbricf,  der  dessel- 
ben zur  Vorrede  dient,  sind  diese  wirklich  von  Gerbert?  Uud  WIM 
man  annimmt,  dass  sie  sich  auf  miser  Zahl  en  <y stein  bestehen  (wich 
glaube),  ist  ihr  Ursprung  direct  hei  den  Sarazenen  in  Spanien  <o  m- 
cheu?  Diese  beiden  Fragen,  welche  hier  zum  ersteu  Male  aufgeworfe« 
werden,  seitdem  man,  auf  die  Autorität  von  Malmesbury,  die  Dit 
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mt  die  Untersuchung  der  Stelle  in  der  Geometrie  Ton  Boetins 
i^sckränken ,  welche  die  wichtigste  Partie  in  diesem  Werk 
feMnders  als  einziges  historisches  Document  ist. 

Eine  ziemlich  wörtliche  Uebersetzimg,  welche  nns  den 
&nn  dieser  Stelle  wieder  zu  gehen  scheint,  ist  folgende: 

„Die  Alten  nannten  gewöhnlich  digitua  jede  Art  Ton 
t«M  unterhalb  der  ersten  Umcê,  d.  h.  diejenigen,  welche 
rjr  Ton  Eins  bis  Zehn  zählen,  nämlich  1,  2,  3,  4,  5,  6, 
^  8  und  9." 

„Sie  nannten  articuli  alle  die  von  der  Ordnnng  der 
Seiner  und  der  folgenden  Ordnungen  bis  ins  Unendliche105);" 


Sinführnng  des  arabischen  Systems  dem  Gerbert  angeschrieben 
mt9  sind  nicht  ohne  Interesse.  Denn  dieser  Brief  und  dieses  Werk, 
denen  man  allgemein  glaubt,  dass  sie  Manuscript  geblieben  seien, 
▼ollständig  unter  dem  Titel:  de  numerorum  divisione,  in  den 
•rken  des  Beda  (672  —  735),  als  von  diesem  Schriftsteller  herrfth- 
~,  gedruckt  Ks  ist  sehr  wunderbar,  dass  sie  nicht  bemerkt 
mrden  sind,  besonders  von  Montucla  und  Del  ambre,  welche  beide 
■War  dieses  Kapitel  der  mathematischen  Werke  von  Beda  sp  reche  u. 
£L  Histoire  den  Mathématiques ,  T.  I,  p.  495,  und  Histoire  de 
^Astronomie  ancienne  %  T.  I,  p.  322.) 

Jetst  wird  es  vielleicht  ein  noch  au  beantwortender  Punkt  in 
Inr  Geschichte  sein ,  su  wissen ,  ob  der  Brief  und  das  Zahlensystem, 
mlcaes  man  Gerbert  zuschreibt,  von  ihm  oder  von  Beda  sind. 

Ohne  diese  Frage  entscheiden  au  wollen,  welche  den  gelehrten 
Bbfcrlftstellern  ankommt,  die  die  Lit  er  ür  -  Geschichte  ron  Frank- 
reich fortsetzen,  so  erlauben  wir  uns  doch  zu  bemerken,  dass  die 
smase  Aehnlichkeit  in  Hinsicht  anf  den  Gegenstand  und  selbst  auf 
IIa  Worte,  welche  wir  zwischen  diesem  Werke  nnd  der  Stelle  des 
BdMu*  finden,  uns  bewegt,  es  von  dem  Schriftsteller,  der  diesem 
totstem  am  nächsten  ist,  zu  glauben;  d.  h.  von  Beda,  welcher  nur 
■wet  Jahrhunderte  später  ist.  Ein  andrer  Grund  ist  der,  dass  anr 
SEak  Gerbert's  die  Mauren  in  Spanien ,  so  wie  die  Inder  und  Araber, 
■fca  der  Null  Coder  des  Punkts,  als  Null)  bedienen  mussten;  so 
§Êm  Gerbert,  Indem  er  ihr  Zahlensystem  lieferte,  von  der  Null  Ge- 
tragen gemacht  und  ausdrücklich  gesprochen  hätte,  wovon  wir  aber 
la  Je»  genannten  Werke  keine  Spur  finden,  in  welchem  wir  anneh- 

,  dass  dieses  Hulfszefchen  durch  die  Anwendung  der  Columnen 
wurde,  wie  bei  Boëtius,  worüber  wir  noch  sprechen  werden, 
dritte  Betrachtung  endlich,  welche  die  Meinung  zulässig  macht, 
Beda  dieses  Werk  hat  schreiben  können,  ist  das,  dass  man 
Ziffern  in  einigen  sehr  alten  Manuscripten  der  Werke  diene* 
IpkrifUtellers  findet,  wie  Wallis  es  in  seiner  Geschichte  der  Algebra 
Cp,  II)  bemerkt  hat. 

155)  D.  h.  jedes  Zehnfache  oder  Hundertfache  etc.  eines  digitus. 

Diese  Eiiithfiiung  der  Zahlen  In  digiti  und  articuli  hatte  beson- 
dere zum  Zweck ,  der  Ziffer  der  Einer  und  der  der  Zehuer  bei  einer 
darch  awei  Ziffern  ausgedruckten  Zahl,  wie  bei  27,  speclelle  Be- 
aJMnungen  «»  geben,  weil  diese  beiden  Ziffern,  in  der  Rechnung  he- 
braehtet,  sehr  wohl  nicht  gerade  wirkliche  Kiner  nnd  Zehner  bedeu- 

Gsscfc.  der  Geom.  «M 
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Numeri  compositi  alle  die  zwisrben  der  mlci  mi 
zweiten  Urnen  begriffenen,  d.  k.  zwischen  Zehn  and  Zvasif 
und  alle  folgenden  mît  Ausschluss  der  limitée," 

„Und  Humeri  imcompositi  sind   alle   digiti  nlU- 


trn  können.  Diene»  int  *.  B.  der  Fall .  wenn  die  Zahl  27,  M  Äff 
MuUi|»licalioii ,  aus  dem  Produkt  der  ersten  Ziffer  des  Multipf 
In  die  aweite  oder  dritte  Ziffer  des  Multiplicandus  entsteht 
Die  Benennungen  digitus  und  articulus  verdienen  hier, 
ders  bemerkt  zu  werden,  denn  man  kann  sagen,  da*«  sie 
hinreichen  würden,  um  anzuzeigen,  dass  von  unserm  Zabkssjra* 
die  Hede  ist ,  mit  welchem  wie  seitdem  best&udig  vorkomme*:  ■ 
lOten  Jahrhundert  oder  früher  In  dem  Werke,  das  Gerbert  at> 
schrieben  wird  ;  1m  13ten  Jahrhundert  In  den  Werke*  voa  met 
Bosco,  von  Vincent  de  Beauvais,  etc.;  und  beim  Wfledetaaflehea  Ér 
Wi^eiirtchafteii  in  allen  Behandlungen  der  Arithmetik,  weicht 
so  wie  diese  »telle  dus  Boêtlus  anfangen.  CS.  Opuscnlum  it  srasJ 
numerorum  quod  atyorismum  vocant,  ein  sehr  altes  Werk,  «mv 
den  und  herausgegeben  im  Jahr  1503,  durch  Jodocos  Clhewim«, 
Margarita  philosophica  ;  Summa  de  Arithmeiica  von  Lucs  de!  Bann 
Algorithmus  demonstratus  vou  Schoner;  Septem  partium  LoêWat 
arithmetices  qua  est  ion  es  von  Schroter;  Aritkmetica  preHkt  a 
quinque  part  et  digesta,  von  Morsianus  ;  Aritkmetica  prmctkmlAfk 
§V  absoluta  von  Orontius  Finaeus;  Arithmeticae  practica*  aatisaff 
facilis,  von  Gemma  Frisius,  etc.) 

1561  Also  waren  die  limites  Zahlen,  und  keine  andern  ab  alt 
articuti. 

Ks  gab  daher ,  in  Wirklichkeit,  nur  drei  Arten  von  Zabtoa,  ** 
digiti ,  articuli  und  numeri  compositi.  Diese  Kintheilung  der  Zil- 
len in  drei  Arten  wurde,  beim  Wiederaufleben  der  Wi*t*n*chata, 
iu  allen  Behandlungen  der  Arithmetik  angeführt  Das  Wort  luvt 
wurde  auch  in  mehren  Werken  angewandt;  aber  es  besefcbnrte  skhl 
Zahlen ,  sondern  es  wurde  nur  auf  einen  Inbegriff  von  Zahlte  as- 
gewaudt.  Man  nannte  limites  die  verschiedenen  Ordnungen  ter  Ei- 
ner, Zehner,  Hunderte  it.  *.  w. ,  welche  die  Griechen  trtfQJH  eta- 
nen.  So  war  primus  limes  die  Ordnung,  in  welcher  die  Einer,  fê- 
cuudus  limes  die  Ordnung,  iu  welcher  die  Zehner  u-  s.  w.  eataskm 
Rind. 

Die  folgende  Stelle  aus  dem  Algorithmus  demoKttrmlus  isa 
Schoner  ajeht  sehr  genau  die  Bedeutung  der  Worte  digitus  9  srfsn- 
lus,  numerus  compositus  und  limes  an. 

I)  igit  h  s  est  omnls  numerus  minor  decenu  Articutwt  t& 
nmnis  numerus,  qui  digitum  décuplât,  mit  digiti  decuphnn,  ati 
derupli  demplum,  et  sie  in  infinilum.  Separantur  amtem  «Tstfl 
et  articuti  in  limites,  Limes  est  collect io  tinrent  nnmerwrwtk 
qui  aut  digiti  sunt,  aut  digitorum  aeque  multiptices,  quitiïrt  *W 
relut  i  vi.  Limes  itaque  primus  digitorum.  Secundns  prùuorv* 
articulorum.  Tertius  est  serumiorum  artieuforum.  Et  sie  ia  ■*- 
finit  Hin.  Xumerus  compositus  est  qui  constat  ex  nmmtr'n  fr 
reriorum  limitum.  Item  numerus  couytositus  est  qui  pturih* 
ftguris  siynifictitiris  re/nraesentatur. 


! 


I 
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„Die  mnltiplicircnden  Zahlen  vertauschen  unter  einander 
en  Platz  ;  d.  h.  bald  ist  die  grössere  Multiplicator  der  kiei- 
•n,   und   bald   ist   die  kleinere  Multiplicator  der  grossem. 

ist  eine  Zahl  Multiplicator  Ton  sich  selbst.  Aber  die 
inern  Zahlen  sind  immer  Divisoren  der  grössern." 


»» 


Die  Pythagoräer  hatten,  nm  Irrthnmer  in  ihren  Mnlti- 
cationcn,   Divisionen   und  Messungen   zu  vermeiden  (denn 

besassen  in  allen  Dingen  ein  Genie  fur  Erfindung  nnd 
htilität),  zu  ihrem  Gebrauch  eine  Tafel  erdacht,  die  sie 
r  Ehre  ihres  Meisters  pythagoreische  Tafel  nannten;  weil 

zu  dem,  was  sie  entwarfen,  die  erste  Idee  von  diesem 
ilnsophen  erhalten  hatten.  Diese  Tafel  wurde  von  den 
oern  abacus  genannt." 

„Durch  dieses  Mittel,  welches  sie  dnreh  ihre  Geiste* -An- 
engung  gefunden  hatten,  konnten  sie  die  Kenntniss  leichter 
r  gebräuchlichen  und  allgemeinen  machen,  indem  sie  es, 
zu  sagen,  dem  Auge  darlegten.  Sie  gaben  dieser  Tafel 
te  sehr  vorzügliche  Gestalt,  welche  hier  unten  dargestellt 
rd.» 

Hier  findet  sich  die  Tafel  der  Multiplication  in  den 
tsgaben  des  ßoetius  und  wahrscheinlich  in  den  Manuscrip- 
i,  welche  die  verschiedenen  Schriftsteller,  die  ftber  diese 
pllc  gehandelt  haben,  zu  ihrer  Disposition  gehabt  haben; 
un  sie  haben  immer  unter  dieser  Voraussetzung  gesprochen 
d  besonders  hat  sich  darans  Weidler  ein  Argument  gebiU 
t,  nm  zu  beweisen,  dass  es  nnsre  ZiflVrn  nnd  unser  Zah- 
isjstem  gewesen  sind,  welche  Boëtins  beschrieben  hat.157) 
ese  Tafel  des  Pythagoras  findet  sich  aber  nicht  in  einem 
hr  vorzüglichen  Mauuscript  aus  dem  Uten  Jahrhundert, 
»Iches  der  Bibliothek  zu  Chartres  gehört  nnd  welches  oft 
rrecter  ist,  als  die  Ausgabe  von  1570.  Dieser  Umstand  hat 
t  mir  die  Idee  erzeugt,  dass  es  vielleicht  nicht  die  Tafel 
T  Multiplication  (welcher  man,  auf  die  Autorität  dieser 
eile  hin,  den  Namen  des  Pythagoraê  gegeben  hat)  war, 
n  der  Boëtius  wirklich  gesprochen  hat.  Und  ich  bin  seit- 
in zn  dem  Glauben  gekommen,  dass  die  Schwierigkeit, 
Jche  man  darin  gefunden  hat,  den  Aussprüchen  des  Ver- 
ssers  einen  Sinn  unterzulegen,  nur  daher  kam,  dass  man 
iselben  auf  diese  Tafel  der  Multiplication  anwenden 
»Ute.     Was   soll  man  aber  an  ihre  Stelle  setzen?    Unser 


137)  Splcifepivm  obterratiomnn  ad  hi*tor1ttm  numrrallum  per- 
untium,  etc.    Wittenberg  1755,  in  4.  (28  Seiten.-) 

34» 


Manuskript  antwortet  durchaus  nicht  anf  dien  Frage;  iilni 
kann  es  uns  auf  den  richtigen  Weg  führen. 

Folgendes  ist  das,  was  wir  gefanden  haben. 

In  der  ersten  Zeile  stehen  die  nenn  Charaktere,  Jtnk 
welche  Boëtius  die  nenn  ersten  Zahlen,  Eint,  Zwei,  M 
....  Neun  darstellt.  Sie  sind  ▼on  der  Rechten  sur  Lude* 
geschrieben  und  über  ihnen  stehen  ihre  Namen,  wie  folgt: 

QüIMAS.  ÄRBAS.  OrMIB.  AnORAS.  lOHf-l 

H      B      H>      %     I 

Sipos 

CELKNTIS.     TKMENIAS.  ZeNIS.  CALTB. 

®       (a        S       A       ÏS 

Hinter  der  Neun  sieht  man  eine  runde  Figur,   in  welche  fa 
Buchstabe  a  eingeschrieben  ist.    Wir  wollen   später  tos  **•■ 
sem  zehnten  Zeichen  sprechen» 

Unter  dieser  ersten  Zeile   steht  riae^iweite,   in  welflft 

die  römischen  Ziffern  I,  X,  C,  M,  X,  C,  M.l  ctcfonfa 
Rechten  zur  Linken  geschrieben  sind. 

Drei  andre  Zeilen  sodann  enthalten,  in  römischen  Zif- 
fern, andre  Zahlen,  welche  die  Hälfte,  der  vierte  und  lit 
ächte  The  il  dieser  ersten  sind. 

In  zwei  andern  Zeilen  endlich  stehen  andre  ro»i*te 
Charaktere,  welche  die  Theile  der  uncia  angeben,  and  ii 
einer  folgenden  sind  die  Zahlen  1,  2,  3,  4  ....  12  in  rö- 
mischen Ziffern  geschrieben. 

Von  diesem  Allen  nehmen  wir  nur  die  Zeile  der  Zifftn 
I,  X,  C,  M,  X,  etc.,  und  nehmen  an,  dass  die  Tafel,  r§i 
der  Boëtins  spricht,  „welche  die  Alten",  wie  er  sagt,  „Ta- 
fel  des  Fythagoras  nannten  und  welcher  die  Neuem  dm 
Namen  Abacuê  gegeben  haben",  nicht  die  Tafel  der  1W- 
tiplication  war,  sondern  nur  ein  Tableau,  das  dazu  bestirnt 
war,  die  Rechnungen  in  dem  neuen  Zahlensystem  zn  mach«, 
welches  er  auseinandersetzen  will. 


158)  Diese  Namen  waren  schon  In  einem  Mannscripte  vos  fem 
gelehrten  Orientalisten  Greaves  gefunden.  Der  berühmte  Haft,  Bi- 
schof von  Avranche,  Klaubte,  das»  sie  späterhin  in  dem  Boêtîu»  si 
Gunsten  der  Orientalisten  hinzugefügt  wären,  «ur  Zeit,  als  die  ara- 
bische Literatur  bei  uns  eingeführt  wurde.  Er  schreibt  den  fier. 
Arbasy  Quima*i  Zeuin  und  Temenins  eiuen  ebrä i sehen  Ursprung  «*• 
{Demonstratio  EranyeUcay  Prop.  IV.  J5.  auch  Hellbrauner,  HW«- 
ria  matheseos ,   p.  744) 
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Das ,  was  die  erste  Tafel  eharakterisirt  und  wodurch  sie 
■  diesem  Gebranch  geeignet  wird,  ist  dieses. 

üben  war  eine  Horizontal  Unie  in  eine  bestimmte  Anzahl 
leicher  Theile  getheilt,  nnd  von  diesen  Theilungspnnkten 
iagen  Vertikalstriche  herab.  Diese  Linien,  sn  je  zwei  ge- 
osmen,  bildeten  die  columnae. 

Anf  den  Theilen  der  horizontalen  Linie,  welche  zwischen 
iesen  Columnen  lagen,  waren ,  von  der  Rechten  zur  Linken 

ehend,  die  römischen  Ziffern  I,  X,  C,  M,  X,  C,  M.l,  X 

Ol .T etc.  geschrieben,  welche  Eins,  Zehn,  Hundert,  Tau- 
end, Zehntausend,  Hunderttausend,  Tausendtausend,  Zehn- 
lusendtansend  n.  b.  w.  bedeuten;  wie  folgt: 

xTmïïmïgiiîxmT  Ml   C     X     H     C     X      I 


Sit  Hülfe  dieses  Tahleans,  welches  fur  die  Multiplications - 
Tahelle  substituirt  wurde,  können  wir,  wie  ich  glaube,  dem 
Text  des  Boëtius,  wovon  ich  die  Ucbersetzung  liefern  will, 
inen  verständlichen  Si  im  nnterlegen. 

„Die  Art,  auf  die  man  sich  des  eben  beschriebenen  Ta- 
ileans  bediente,  ist  folgende.  Man  hatte  apiecs  nnd  cka- 
•acteres  von  verschiedener  Form.    Einige  bilden  sich  Zeichen 

Ar  die  apiecs,  so  dass    J[    der  Eins  entspricht,    rÇZ  der 

5™>  3l  der  Drei>  PP  .  dcr  Vîer>  ^£  der  Fuöff 
Jj  der  Sechs ,  ~^,  der  Sieben ,  ft  der  Acht ,  Q  der 
Renn, 1W)    Einige  Andre  wählen  fur  die  Anwendung  dieses 


159)  Wir  führen  hier  die  neun  Zifern  unter  der  Gestalt  sn, 
reiche  sie  an  dieser  Stelle  in  unserm  Manuscript  haben.  Mehre 
tad,  wie  man  sieht,  von  denen  verschieden ,  welche  eich  außerhalb 
le*  Textes  befinden,  was  uns  annehnen  liest,  dass  diese  von  irgend 
dnem  Abschreiber  hinxugefflgt  sind.  Dieses  bestätigt  ans  in  der 
■etaung,  dass  diese  Beide  von  Zifern,  in  der  ursprünglichen  Schrift 
ran  Boëtias,  nicht  an  dem  Tableau  gehört,  von  dem  er  spricht;  nnd 
las*  dieses  Tableau  nur  aus  Vertikal  -  Columnen  bestand,  oberhalb 
reicher  die  Zahlen  Kins,  Zehn,  Hundert,  Tausend  n.  s.  w.  standen, 
vekhe  Einer ,  Zehuer,  Sonderte  u.  s.  w.  btacienneten. 
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Tableans  die  Buchstaben  des  Alphabets,  so  dass  der  er* 
der  Eins,  der  »weite  der  Zwei,  der  dritte  der  Drei  nnd  Ja 
folgenden  den  Zahlen  in  ihrer  natürlichen  Aufeinanderb^ 
entsprechen.  Andre  endlieh  begnügten  sich,  bei  diesen  Ofr 
rationen  die  Charaktere  anzuwenden,  die  schon  Tor  ibfl 
nur  Bezeichnung  der  natürlichen  Zahlen  gebraucht  wan% 
Dieser  apieén  (welche  sie  auch  waren)  bedienten  sie  ad 
gleich  wie  des  Staubes  1Ä>),  so  dass  sie,  wenn  nie  diesehi 
unter  die  Einheit  setzten,  immer  digäi  bedeuteten." 

Dieser  letzte  Satz  und  die  folgenden  sind  von  grmr 
Wichtigkeit.  Wir  glauben  darin  gerade  das  na  neben,  ift 
den  eigentlichen  Charakter  nnsres  Zahlensystems  sswatri^ 
d.  h.  die  Bedeutung  der  Stetiung  der  Ziffern*  üb  Cfc 
selben  zn  begreifen,  muss  man  seine  Aufmerksamkeit  ni 
das  oben  genannte  und  gezeichnete  Tableau  wenden.  Dem 
in  ihnen  zeigt  sich  die  Nützlichkeit  und  der  Gebrauch  dkm) 
Tableaus. 

Wir  nehmen  den  letzten  Satz  des  Boetinn  wieder  Iflf 
und  fahren  fort: 

„Wenn  diese  verschiedenen  apices  unter  die  BnM 
(d.  h.  in  die  Columne  der  Einer)  gestellt  werden,  so  slrihn 
sie  immer  digiti  vor.  Wenn  man  die  erste  Zahl,  d.LZvri 
(denn  die  Einheit  ist,  wie  in  der  Arithmetik  gesagt  wilde, 
nicht  selbst  eine  Zahl,  sondern  der  Ursprung  und  das  Fn- 
dament  der  Zahlen),  weun  man  also  Zwei  unter  die  Lilie, 
die  mit  der  Zehn  bezeichnet  war,  stellte,  so  kam  man  darii 
libertin,  da«s  sie  Zwanzig  bedeutete;  die  Drei,  Dreim'g; 
die  Fier,  Vierzig;  und  den  andern  folgenden  Zahlen  (pk  . 
man  die  Bedeutung,  welche  aus  ihrer  eigen thiunliche*  hV  I 
nenn  h  nu:  folgte." 

,,  WVnn  man  dieselben  apices  unter  die  Linie,  welrk 
mit  Hundert  bezeichnet  war,  stellte,  so  setzte  man  fest,  dtt 
2,  Zweihundert  bedeutete;  3,  Dreihundert  ;  4,  flerkwê- 
dert  ,  und  dass  die  andern  den  andern  Benennungen  est 
sprach on. 

„Und  so  weiter  fort  in  den  folgenden  Co  lumneu.  Dieses 
System  war  keinem  Irrthum  unterworfen." 

Alan  kann,  wie  ich  glaube,  hierin  eine  hinlänglich  deut- 
liche Beschreibung  des  Princips  nnsres  Zahlensystems,  ähn- 
lich des  Werths  der  Ziffern  nach  ihrer  Stellung,  trkei- 


160)  Ha  varie  ceu  pul  ver  em  dispersere  ....  Rotttti*  tpfelt 
ohne  Zweifel  auf  den  Staub,  oder  pulvis  er u dit  an  dc>  (Vero  (Bf 
natura  Deorttm,  Li».  II)  an,  welchen  die  Alten  auf  ihren  mbteit 
ausbttcutcu,  um  ihre  geometrischen  Figuren  darin  zu  zcicJiucu. 


I 
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■en,  iudcm  derselbe   in  einer  Progression  der  Zehn   Ton  der 
RecLten  xur  Linken  fortschreitet.    Die  Columncn,  welche  er 
Anwandte  und   welche  in  dem  Text  ausdrücklich  durch   das 
Wort  paginuia  oder  pagina  bezeichnet  sind,  gestatteten  die 
Null  xn  vermeiden,  weil  man  da,  wo  wir  sie  jetzt  brauchen, 
eine   leere  Stelle  Jiess.      Eine   Stelle  in  der  Arithmetik   des 
Iflanudes  stimmt  mit  dieser  Annahme  überein,  dass  man  ur- 
opr&nglich  in  unserm   Zahlensystem  sich  der  Colnmnen  be- 
dirut  habe,  welche  die  Null  überflüssig  machten.     Denn  Pia- 
Bildes  sagt,  dass  die  Null  sich  an  die  leeren  Stellen  setzte; 
■od    §0  wie  die  Stellen  die  Werthe  der  Ziffern  erhöhen, 
eben   so  thäten  es  die  Nullen,   welche  die  leeren  Stelleu 
mmsfullten.1*1)    Man  hatte  also  vor  dem  Gebranch  der  Null 
l^ere  Stellen,    was   nicht  anders  geschehen  konnte,   als  ver- 
lait  tel  9t  Colnmnen.     Wenn  man   diese  Colnmnen  hat  weglas- 
sen  und   sieh   nicht   au   den    Gebrauch  eines,  zn   dieser  Art 
wo*  Rechnung  vorbereiteten  Tableaus  hat  binden  wollen,   so 
hat   man   dieselben   vielleicht   nur  da  stehen  lassen ,    wo  sich 
Mallen  fanden;  so  dass  alsdann  zwei  kleine  vertikale  Striche 
(die  eine   Coluinne   bildeten)    die   Stelle    der   Null    vertraten. 
Sodann  bat  man  diese  Figur   in   die  der  jetzigen  Null  umge- 
wandelt, welche  von  einer  einfachen  Zcichnnng  ist. 

i  Nach  einer  gedrängten  Auseinandersetzung  des  Princips 
dt*  neuen  Zahlensystems',  giebt  Boctius  die  Regeln  fur  die 
Multiplication  und  Division  auf  folgende  Weise: 

„Bei  den  Mnltiplicationen  und  Divisionen  mnss  man 
Sorgfältig  beachten ,  in  welche  Columnc  mau  die  digiti  und 
ia  welche  man  die  articttli  stellt.  Denn  wenn  eiue  Anzahl 
ron  Einern  der  Mnltiplicatnr  einer  Anzahl  von  Zehnem  ist, 
so  stellt  man  die  digiti  unter  die  Zehner  und  die  articuli 
safer  die  Hunderte;  wenn  dieselbe  Zahl  Multiplicator  einer 
Inzahl  von  Hunderten  ist,  so  stellt  man  die  digiti  unter  die 
Hunderte  nnd  die  articuli  unter  die  Tau  sende;  wenn  sie  der 
Hnltiplicator  einer  Anzahl  von  Tausenden  ist,  so  stellt  man 
lie  digiti  unter  die  Tansende  und  die  articuli  unter  die 
Zehntaiisende;  und  wenn  sie  der  Multiplicator  einer  Anzahl 
ron  Hunderttausende]!  ist,  so  stellt  man  die  digiti  unter  die 
Hunderttausende  und  die  articuli  unter  die  Tansend tausende/9 

„Wenn  aber  eine  Anzahl  von  Zehnern  Multiplicator  einer 
knzahl  von  Zehnern  ist,  so  stellt  man  die  digiti  in  die 
larch  Hundert  bezeichnete  Columne  und  die  articuli  unter 
lie  Tansende"; 

„Wenn  sie  der  Multiplicator  einer  Anzahl  von  Ilaoder- 
iGl)  Pelamtire,  Histoire  de  l'astronomie  ancienne ,  T.  I,  p.  319. 
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ten  ist,  so  stdlt  man  die  digiti  unter  die  Taasende  «i 
articuli  unter  die  Zehntausende;" 

„Bei  einem  Multiplicator  aus  den  Tausenden  stellt 
die  digiti  in  die  Colnmne  der  Zehntansende  nnd  die  mri 
in  die  der  Hunderttausende?" 

„Und  bei  einem  Multiplicator  ans  den  Handerttam 
stellt  man  die  digiti  unter  die  Tausendiaasende  nnd  4k 
ticuli  unter  die  Zehntausend  tausende.  " 

„Aehnlich  wenn  der  Multiplicator  zn  den  Handerta 
hört,  n.  s.  w.  n.  s.  w." 

Diese  ganze  Stelle  ist  sehr  verständlich  nnd  este] 
vollkommen  den  Regeln,  welche  wir  bei  der  Mnltiplii 
beobachten;  sie  bestätigt  hinreichend  den  Sinn,  welch« 
den  vorhergehenden  Sätzen  beigelegt  haben.  Diese  Std 
es  hauptsächlich,  in  welcher  man  die  Analogie  mit  ni 
Zahlensystem  findet. 

Es  folgen  sodann  die  Regeln  der  Division«  Der  T 
ser  fangt  so  an: 

„Jetzt  werden  die  Divisionen  beliebig  grosser  Zi 
am  die  es  sich  etwa  handelt,  leicht  werden  fur  den  ] 
dessen  Geist  durch  das  Vorhergehende  vorbereitet  ist. 
vollen  daher  hierüber  nnr  summarisch  sprechen;  and 
feieb  dabei  irgend  eine  Schwierigkeit  vorfindet,  so  wölk 
die  Mühe,  sie  zn  heben,  der  Aufmerksamkeit  des  1 
überlassen." 

Die  Dunkelheit  des  Textes  erlaubt  uns    nicht   die 
Setzung   zu   übersetzen;    wir  vermuthen,    dass    sie   ins 
stüntmelt   und   lückenhaft  überliefert  ist.      Aber   diese 
Setzung   ist   nicht  nothwendig,  um  unsre  Meinung  übei 
von   ßoetius    auseinandergesetzte  Zahlensystem    festznsi 
Das  Vorhergehende  genügt. 

Die  Regeln,  welche  der  Verfasser  für  die  Division 
scheinen  uns,  sich  auf  folgende  fünf  zu  rück  zu  führen: 

1.  Man  dividire  Zehner  durch   Zehner,    üunderte 
Hunderte,  n.  s.  w.  ; 

2.  Man  dividire  die  Zehner,  oder  die  Hunderte,  ode 
Tau  sende,  n.  s.  w.,  durch  die  Einer;  oder  auch  die 
derte,  oder  die  Tausende,  u.  s.  w. ,  durch  die  Zel 

3.  Man  dividire  die  Zehner  oder  eine  aus  Zehnen 
Einern  zusammengesetzte  Zahl  durch  eine  ans  Zc 
und  Einern  zusammengesetzte  Zahl; 

4.  Man  dividire  die  Hunderte  oder  Tanscnilo  u.  s.  w. 
eine  aus  Zehnern  und  Einern  zusammengesetzte  7 

5.  Endlich  dividire  man  die  Hunderte  oder  Tausend* 
ein«*  aus  Hunderten  und  Einern  zusammengesetzte 

Hier  cudigl  das  erste  Buch  der  Geometrie  von  Boctiiis. 
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Die  angefahrte  Stelle  ist  die  einzige,  welche  man  als 
ie  so  1  che  citireii  kann,  die  toh  einem  neuen  Zahlensystem 
Adelt,  und  sie  ist  auch  wahrscheinlich  die  ein i ige  in  den 
Annscripten,  welche  man  bis  jetzt  bearbeitet  hat.  Aber 
tsjenige,  welches  wir  vor  Augen  haben,  enthält  noch  am 
•de  des  zweiten  Buchs  eine  zweite  Stelle  über  denselben 
egenstand,  welche  bekannt  zn  werden  verdient,  da  sie 
m  ausdrücklich  anf  den  Werth  der  Stellung  der  Ziffern 
nzutreisen  scheint.    Es  ist  folgende. 

Nach  dem  Tableau  der  Bruche  einer  Unze  fugt  Boëtius 
un: 

„Bei  der  Bildung  des  obigen  Tableaus  bedienten  sie  (die 
Iten)  .  sich  Charaktere  von  verschiedener  Art  und  verschie- 
mer  Form.  Wir  aber  bedienen  nns  in  jedem  Werke  dieser 
attnng  nicht  andrer,!  als  derer,  welche  wir  bei  der  Con- 
rnetion  des  Abacus  bezeichnet  haben.  Wir  haben  die  erste 
inie  dieses  Tableaus  den  Einern  zucrtheilt,  die  zweite  den 
ebner n,  die  dritte  den  Hunderten,  die  vierte  den  Tausen- 
ü,  und  endlich  die  andern  Linien  den  limitée192)  der  an- 
>rn  Zahlen.  Wenn  man  apt'ces  in  die  erste  Linie  setzt, 
i  werden  sie  Einer  darstellen,  in  der  zweiten  Zehner,  in 
•r  dritten  Hunderte,  in  der  vierten  Tausende  u.  s.  w.  f.  in 
>n  andern.9' 

Darauf  giebt  Boëtins  die  Werthe  fur  die  Theile  der  Unze, 
in  denen  er  vorher  die  Namen  angegeben  hat,  digitus^  sta- 
rr a ,  quadrans,  drachma  etc. 

Diese  ganze  Stelle  schliesst  sich  offenbar  an  das  Tableau 
rr  Eintheilnngen  der  Unze  an  und  mnss  in  dem  Werke  des 
oëtius  wiederhergestellt  werden. 

Ans  dem  Vorher/rehenden  glauben  wir  schliessen  zn  kön- 
en,  dass  das  von  Boëtius  auseinandergesetzte  Zahlensystem 
as  Decimalsystdfa  istf,  in  welchem  die  neun  Ziffern,  deren  er 
ich  bedient,  ihren  Werth  von  ihrer  Stellung  empfangen, 
idem  diese  in  einer  Progression  nach  Zehn  von  der  Rech- 
•n  zur  Linken  fortschreitet;  und  dass  dieses. Zahlensystem 
enan  das  der  Inder  und  Araber  nnd  nnser  gegenwärtiges 
rar,  nnr  mit  dem  geringen  Unterschiede,  dass  in  der  An- 
regung die  Stellen,  wo  wir  eine  Null  setzen,  frei  blieben, 
nd   dass   diese  zehnte  Hülfsfigur  durch  die  Anwendung  der 


162)  Hier  giebt  Boëtius  den  Wort  lime»  eine  ähnliche  Bedeutung, 
la  es  bei  den  Neuern  angenommen  hat.  Siebe  in  einer  frühem  Note 
ie  Stelle,  welche  wir  aus  dem  Algorithmus  (Umonstratu*  von 
ichoner  angeführt  haben. 
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Coluranen,  wolclie  die  Ordnung  der  Einer,  Zehner,  Haifrrte 
il.  s.  w.  angaben,  ersetzt  wurde. 

Wir  niilsseu  hier  hinzufügen,  dass  in  dem  ManastrisL 
dessen  wir  uns  bedienten,  nach  den  nenn  Ziffern,  die  m 
ihren  Namen  in  einer  Linie  angegeben  waren,  sich  hm 
der  Neun  noch  ein  zehntes  Zeichen  befindet,  welches  mft 
Rundung  darstellt,  in  deren  Mitte  ein  kleines  lateinisch« j| 
rieht.  Dieses  zehnte  Zeichen  bedeutet  höchst  wahnchenH 
die  Null;  das  darin  eingeschriebene  A  Ut  vielleicht  der  H» 
hurhstabe  des  Worts  syphra ,  oder  der  erste  des  Worts  m* 
cus9  welches  wir  in  einem  andern  Stuck,  das  in  deaudsfji 
Manuscript  enthalten  ist  und  sich  auf  dasselbe  Zahlessyataa} 
bezieht,  angewandt  finden,  um  das  Wort  columna 
drücken,  weil  über  den  hier  verzeichneten  Colonnes 
bögen  stehen ,  so  dass  dieser  Buchstabe  a.  andeuten  will,  das) 
die  Rundung  eine  Colnmne  vertritt.  Dieser  Ursprung  dit 
Null  wäre  sehr  natürlich. 

Wir  nehmen  nicht  an,  dass  sich  dieses  sehnte  Zeich* 
in  der  Antographie  des  Boctius  selbst  finde;  sie  wird  nsifcr 
hinzugefügt  sein.  Aber  es  ist  gut,  dieselbe  in  einem  Mus- 
script des  Uten  Jahrhunderts  zn  bemerken,  weil  es  «st 
IHcinuug  ist,  die  von  sehr  angesehenen  Schriftstellern  gttkesl 
wird,  dass  die  Null  erst  zn  Anfang  des  ^3ten  JahrhiiMl 
von  Fibonacci  eingeführt  wurde. 

Der  Sinn,   welchen   wir    der  Stelle   des  Boëtins  g«r*Wi 
haben,    beruht   auf  der   doppelten  Annahme,    dass   das  Wart 
abact/Sy    welches   dabei   gebraucht  wird,    sich    nirht   auf  die 
Tafel  der  Multiplication  anwendet,  wie  man  es  bisher  u- 
genommen  hat,   sondern  vielmehr  auf  ein  Tableau  einer  fce» 
sondern    Disposition,    welches   sich    für   die    Anwendung  der 
Zahlen   in   nuserm  Zahlensystem  eignet.     Diese  doppelte  ii- 
nahme  ist  nicht  im  Widerspruch   mit  den  literarischen  Deet- 
menten,  welche  uns  über  die  alte  Bedeutung,  des  Worts  ah+ 
eus  übrig  gehlieben  sind,  und  findet  sich  durch  die  Bcdenuutt; 
bestärkt,    welche    dasselbe    im   Mittelalter    angenommen  ut 
noch  im  löten  Jahrhundert  besessen  hat. 

In  der  That: 

1)  Man  weiss  von  verschiedenen  griechischen  oder  rt- 
mischen  Autoren,  die  sich  vor  Boctius  der  Worte  a/fag  sd» 
abacus  bedienten,  dass  sie  dadurch  eigentlich  ein  Toi/m 
bezeichneten,  auf  welchem  die  Alten  ihre  arithmetische* 
Rechnungen  und  ihre  geometrischen  Figuren  ausführten* 
(S.  Folvbius,  Lib.  V;  Plutarch,  Fifa  Ottotu's  Uticcntis*  an 
Ende;  Persius,  Sat.I,  v.  131;  Martianus  Capella,  De  nvptiis 
Philologiae  et  31vrcurii,  Lib.  VI,  de  Geomctria.) 
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2.  VorBoêtins  ist  durchaus  nicht,  weder  Ton  der  Ta- 
-fmt  der  Multiplication  noch  Ton  der  Tafel  des  Pythago- 
f«  gesprochen;  es  gründet  sich  nnr  auf  die  Autorität  dieser 
Stelle  seiner  Geometrie,  wo  sich  in  den  Manuscriptcn  die 
TTafel  der  Multiplication  findet,  das»  man  seitdem  auf 
fliese  Tafel  die  Namen  mensa  pytkagorica  und  abacus  /jy- 
wkagoricus  angewandt  hat. 

Und  man  muss  bemerken,  dass  Boëtlns  in  seinem  Werk 
Eher  Arithmetik,  worin  er  Ton  dieser  Tafel  bedeutenden  Ge- 
fcraoeh  macht,  um  die  Eigenschaften  der  Zahlen,  nach  ihren 
verschiedenen  Kategorien,  als  dreieckige,  fünfeckige  11.  s.  w. 
Betrachtet,  ins  Licht  zu  setzen,  sie  nie  mit  dem  Namen  des 
M*jthagorasy  oder  mit  dem  Ausdruck  abacus  bezeichnet. 

Nach  Boctins  findet  man  nnr  einen  einzigen  alten  Autor, 
Beda,  welcher  mensa  pythagorica  seu  abacus  numerandi 
'  eine  Tafel  der  Multiplication  nennt,  welche  ausgedehnter  als 
die  bei  uns  gebräuchliche  ist.  Aber  mau  muss  erst  feststel- 
len, ob  dieser  doppelte  Titel  wirklich  in  den  Man  user ipten 
des  Beda,  und  besonders  in  den  ältesten,  steht. 

3.  Das  Wort  abacus  wird  in  dem  Brief  und  in  dem 
Werk  De  numerorum  divisiottc,  welche  man  dem  Gerbert 
anschreibt,  angewandt  und  bezeichnet  dort  offenbar  nicht  die 
Tafel  der  Multiplication,  sondern  vielmehr  das  neue  Zahlen- 
•Tstem,  welches  der  Verfasser  auseinandersetzt.  Dieses  Sy- 
stem ist  aber,  wie  wir  in  einer  frühem  Note  gesagt  haben, 
durchaus  dasselbe,  als  das  des  Boëtius  ;  wir  müssen  also  dar- 
an« schliessen,  dass,  auch  bei  Boëtius,  das  Wort  abacus 
eine  besondre,  auf  dieses  System  bezügliche  Bedeutung  habe. 

Wir  nehmen  daher  an,  dass  Boëtius  sich  des  Worts 
abacus  (dazu,  vielleicht,  puthagoricus  verstanden)  bedient 
habe,  das  Tableau  zu  bezeichnen,  das  sich  zur  Ausführung 
der  Rechnungen  nach  dem  neuen  Zahlensystem  eignete;  und 
dass  ein  späterer  Schriftsteller,  wie  Gcrbcrt,  diesen  Namen 
dem  System  selbst  gegeben  habe. 

Diese  Conjertur  scheint  durch  die  Meinung  bestätigt  sn 
werden ,  welche  Wallis  auf  zahlreiche  historische  Documente 
•  |Cegründet  hat,  dass  nämlich  das  Wort  abacus ,  im  Mittel- 
alter und  beim  Wiederaufleben  der  Wissenschaften,  als  sy- 
BMym  mit  algorismus  gebraucht  worden  ist  (De  Algebra 
traetatus  9  p.  16),  dass  das  eine  so  wie  das  andre  deu  Ge- 
krauch der  Zahlen  mit  arabischen  Ziffern,  d.  h.  unser  Zah- 
lensystem, bezeichnet  habe 16a)  (ibid.,  p.  19)}  und  dass,  wenn 


163)  Wir   neben   in  der  That,  da**  xu  Anfang  de«  13ten  Jahr- 
hunderte  Fibouacu  »ein  Werk  über  AritUmetik  lAöer  aMaci  nannte. 
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man  bei  irgend  einem  Autor  das  Wort  algorismns  lifct,  m\ 
mit  Bestimmtheit  daraus  seh li essen  kann,  das»  diese Zümj 
zur  Zeit  dieses  Schriftstellers  bekannt  waren.*««) 

Die  Stelle  in   der  Geometrie  des   Boetios  uns*  tu  As| 
Gorliert   zugeschriebene  Werk  de  numerorum  divismi 
M«  jetzt  die  einzigen  alten  Denkmäler  untres  Zafch 
wrlche  uns  bekannt  waren.     Wir  haben  noch  ein  drittel 
fuuden,    hinter  der   Geometrie  des  Boclius,    in  de« 
eeript  des  Uten  Jahrhunderts,  Ton  dem  wir  schon 
haben.      Wir   werden   dieses  Stück  in   einer  anden 
bekanut  machen.     Es  bestätigt,  wie  ich  glasbe,  ta 
«Vn  wir   der   Stelle    bei   Boëtins  gegeben  haben.    Die 
Ziffern  fuhren  darin  die  Namen  igin  ,  andras  etc.;  ni 
Wer  Che,  d.  h.  die  Zahlen,  welche  sie  ausdrücken,  suut 
folgende  neun  Yerse  angegeben: 

Ordine  primigeno  168)        notnen  possidet  Igin, 
u4ndras  ecce  locutn  previndicat  ipse  seenndun* 
Ormis  post  numerus  non  compositum  tibi  priant, 
Dcnique  bis  biliös  succèdent  indicat  *Arba%% 
Signifient  quinosficto  de  nomine  Quimas* 


Ein  Jahrhundert  später  wurde  ein  andrer  italienischer 
Paolo  di  DaKomari,  der  als  Gcometer,  Astronom  und  Literat*  li 
rtilimlit'it  erlangt  hatte,  Paolo  deW  abbaco  zubeuanut,  wegen  nki 
grossen  Gewandtheit  im  Calcul. 

Zu  Ende  de«  15ten  Jahrhunderts  sagt  Lucas  Paccioli,  da»  « 
per  (System  der  Arithmetik  abacus  genannt  ist,  um  in  der  Weise  é 
Araber,  muodo  arabico%  zu  sprechen;  dass  aber  nach  Andern  dii 
ses  Wort  sich  aus  dein  Griechischen  ableite.  (Summa  4t  Aritkn 
tica.    Distinct io  2»;  de  numeratione.y 

Ein  Werk  aus  derselben  Zeit,    von  Fr.  Pello* ,   bat  zun  Tita 
Sen  segue  de  la  art  de  arithmeticha ,  e  semblant  ment  d  e  jevmetr 
dich    ho  nonimat  compendion    de   lo  Abaco   ....   complida  et 
opera  per  Fr.  Pello  s  ....     Impresso  in  Thaurino,  lo  f frètent  est 
pendion  de  Abaco  per  ....  1492. 

Clichtovcus  endlich,  zu  Anfang  des  16ten  Jahrhnndert*,  br 
»ein  Werk  über  Arithmetik  Praxis  numerandi  quem  ab  a  cum  dkm 
und  verbindet  damit  ein  Ähnliches  Werk  eines  alten  Autors,  der! 
unbekannt  ist,  unter  dem  Titel:  O  pu  seul  um  de  praxi  numersn 
quod  algorismnm  rocant.  Dieses  beweist  hinlänglich,  dass  zur  % 
des  Clichtoveu*  abacus  und  alaorismus  synonym  waren  und  ri 
auf  unser  Zahlensystem  anwandten,  wie  es  Waï lia  geglaubt  bat. 

164)  Et  ubieunque  in  scriptore  dtiquo  Algorismi  nonvm  t 
peritur,  certo  concludas  figuras  hasce  ea  aètate  fuisse  cogsü 
{De  Algebra  Tractatus*  p.  12). 

165)  Hier  findet  sich  im  Manuscrit  eine  leere  Stelle.  Pas  Wi 
sibi  würde  passen. 
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Sexta  tenet  Ca  Ici  a  perfccto  mnuere  guudens* 
Zeniê  enim  digne  septeno  fulgei  honore* 
Octo  heatificoê  Ter  m  en  ta«  cjcprimtt  nnuê. 
Hinc  sequiturSipoê  e*t  qui  rota  namque  vocatur.1**) 

Wir  haben  uns   in  dieser  Note  nur  damit  beschäftigt, 

wahre  Bedeutung  der  Stelle  bei  Boëtins  in  untersuchen 

■nsre  Aleinong  über  die  Frage  festzustellen,  ob  sich  die- 
le anf  inser  Zahlensystem  bexieht.  Es  g'iebt  aber  diese 
Lie  noch  m  einer  andern  Frage  Veranlassung)  die  auch 
em  hantig   besprochen   ist   und  darin  besteht,  zu   wissen, 

wie  Boëtins  sagt,  dieses  System  den  Pythagoräern  be- 
ut gewesen  ist.  Mehre  Schriftsteller  187)  haben  es  ge- 
lb t;  der  grösste  Theil  jedoch  konnte  es  nicht  zugeben,  dase 

Griechen  ein  Zahlensystem  besessen,  das  vorzüglicher 
das  ihrige  war,  und  das 8  sie  die  Vorzüglichkeit  so  sehr 
kannt  hätten,  dass  sie  es  konnten  in  Vergessenheit  kom- 
i  lassen.  Dieser  Einwurf  ist  bedeutend;  und  Montncla 
ml,  nm  darauf  zu  antworten,  an,  dass  es  sich  Ton  den 
ecken  aus  einer  spätem  Zeit  handle,  wo  die  Kenntniss 

die  Liebe  zu  den  Wissenschaften  schon  in  Verfall  gerie- 
i.  Diese  Annahme  lässt  sich  hören;  ist  es  denn  aber 
■wendig,  hierzu  seine  Zuflucht  zu  nehmen?  Wir  glauben, 
i  Montucla  es  nur  deshalb  gethan  hat,  weil  man  den  Uii- 
ehied,   welcher  zwischen  dem  Zahlensystem  der  Griechen 

dem  der  Inder  besteht,  so  wie  auch  die  vermeintliche 
wierigkeit,  mit  dem  erstem  zu  operiren,  im  Allgemeinen 
rtreibU    Uns  scheint  es,   dass,   im  Gegentheil,  die  beiden 


166)  Dieser  letzte  Vers  bezieht  sich  hier  auf  die  Ziffer  9.  Im 
(big  der  Schrift  jedoch  wird  die  9  cetentis  genannt.  Welchen 
1er  Gruud  dieses  doppelten  Namens,  sipos  und  celentis,  welcher 

auch ,  wie  wir  oben  gesagt  haben ,  in  dem  Manuscpript  des  ßoö- 
iudett 

lu  dieser  neuen  «Schrift  bemerkt  man  hinter  den  neun  Ziffern, 
rie  auch  in  den  des  Boétius,  eine  Rundung,  welche  ohne  Zwei- 
tes Aull  vorstellt.  War  das  Wort  sipoë  nicht  ursprünglich  für 
I  sehnte  Figur  bestimmt,  su  der  sie  so  gut  passt?  Daim  wirde 
ein  Vers  für  die  Ziffer  9,  ceientis,  fehlen. 

Wir  überlassen  diese  Fragen  denjenigen  Lesern,  welchen  die 
Unis*   des  Ebrftischen    die   Beantwortung   derselben   erleichtern 

k 

167)  Conrad  Dasypodins,  Isaac  Tosslus,  Huet,  Dom  Cal  met, 
tri  Bernard,  John  Weidler,  Ward,  Bayer,  Villoison,  Montucla. 

Eu  Anfang  dieses  Jahrhunderts  erschien  in  Italien  eine  neue  Ah« 
Maug  Ober  den  Gegenstand,  der  uns  hier  beschäftigt,  unter  dem 
I:  Memoria  tulle  eifre  arohicke,  Mailand  1813,  in  4.  Wir  ha- 
diese  Schrift  noch  nicht  verschaffen  kdnuen. 


\ 
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S  v si  eine   Bolir   wonip   von  einander   Tcr*rliî*d*a  %iad. 
beiden  lii*!£t  imiip  l'roiçreasimi  nach  /»»hu  iu  (îrandt,  m 
driirkeu     irjjend     eine    Zahl    auf   diefelbr    Art,     durrk 
Zehner,     Hunderte,   Tauseude    u.  s.  w.   an«,     ma   Hu 

neun  Grundzahlen  Ein*,    Zwei,    Drei Nmn.   »H 

Oui  11  u  11^    der    Einer     bilden     und     zur    Bildung     d*r 
Hunderte ,  'Pausende  n.  ».  w.  dienen.      Mit    i;nra  W< 
beiden    Zahlensysteme    beruhen    beide,     das    eine    ««    i 
andre,   auf  filierender  Formel,    w<-lrhe   die    Zutamn*» 
irgend  einer  Zahl  ansdriirkt: 

N'  =  A.10r  +  B.lOr   l  +  CMOr   '+.... +E.tf>+F 

wo  jode  der  Zahlen  Ay  I?,  C  ....  #? .  F  eine  *# 
ersten  Zahlen  Eins,  Zwei,   Ilrei  ....   Nenn   i-t. 

Welehes  ist  nun  also  der  wirkliche  l*!it»T*rM«-d  ï' 
den  beiden  Zahlensystemen?  Nachdem  in  hr.  "tri  £\ 
Zahlen  aus  der  Ordnung  der  Einer  dureh  n«nn  î»**»*r.* 
eben  ans»edriieht  sind,  so  stellen  di"  Griechen  «"•••  n*i 
le n  jeder  folgenden  Ordnung  dureh  .mdre  ter^'l»«^' 
eben  dar,  während  die  Inder  du«  ersten  nenn  7  *  r-\ 
dazu  ssebraiirlien  ;  deren  versi-hiediue  Werfh"  durrh  \ 
lunir  unterschieden  um!  he«.tituu:t  <::i»i.  I  •:  "  *' i  r  ■  •* 
in    beiden    S%h|i»:ji«'H    «Ï i«*^«*l '«••■!    *j*.d.    *•••    -».••:  • .    • 

lireliiiiiim   nicht  ni  ln\  ii»i  iji,.r   jn   ,«,  ..|  i.»i.»»f  ,,|*   .:i     . 

sein    Kinn,    iiih!    dis^    iii.iii    ;iNn    '.einen    -«•    »•  "•  r   *• 
•rern  (iriiud   li.it,  dis  indische  ^»m-mh,  ••"•«  •!.!     * 
1er   und   \nIUl  indiüiT   i*t ,   l«ir   1Ï.1-   1:1  !•.!;';-«  "•••    .•  ;   -•■! 
Die^e   Siili^titmiitii    k'tiniii*    /.*\.\t   '\\.\r\    ,;.  n    \\  ••*•  . 
sil'.i'hrii ,    ;th«T    es    di'nCte    ii:i  ht    Nicht    ni-w**-»:;     • 
ifr:ii    üin/iii    \nlke    «  :  n/.iil  u  Im  n.       \].\:\    u:\  :.  [    .  "•« 

•ï'-ii  Iî'nn«rii,  demi  Z.iIiI«  -n*  verein  •!  ••  !»■  «  h-  »t.  .  «••• 
lieh  l.i^tiu'  ui.ti'hfe  ninl  de  ■!  .i-*-«.--  2  f  »•»  n'i  N  ■!•  •!  •  -.*  -  : 
behielten,    oliiilrich    sj..    tj.iH   iiiii'iuüii'h   hoher   *:    .    ;. 

der    (il  ii'l'ln'll     Iv.HMil«  II. 

Ein  \uf.nms  «.ehr  wesentlich  *»•  he'ner  .*«t  *T  *  *  ?* 
die  Meiiiiinii  den'!",  wilil«-'  ü I  i*s '•••n  .  da»*»  «:  <i  •. 
iinli-cli'*  S  »»fem  uik.i'iiit  Ii.iIm'ii  ,  i*i  d»  i  .  •  '  i--  »  •  r» 
ihr:-«»!  lu»  lit  ili-  Mi:*»'!  he«.  i».-i  ü  ,  *»•  l.r  ^r--.  .  •• 
/inhiii  -k'-n    (-ii»   |ili>  !i.-i  ln*i  iii"in  u  in!  n.t;n;       '•!  .'  i  • 

um!     il  i-N     An  h  um  •!•'<•     •  lu    lïm-li    i'.er     i*t  /.•:.■#  j-i  r     .  •■ 
b.it.     um    i!i.-*»e«i     l*i  hl«;     ;»i     \«j!i    *<■•!..     i  :    ".     -     \     t 
.tvi'Htiriu*   »iii-s    Ai.titU    li   •'••ül,    will'):««*    •       .-.  •   •»'  e 
W*-\\\\    in    ili'i    *•»§  lui!«'    i'i'-   Y\  ïli.iu-ir.i*»  ,    *  • ..  t    r*  in  .       •• 
St  »ii  m    !■•••«  .ii,  »i  f    ji«i'->,ii    Wim-,    *».i    will1'*    •*     ..SV 
d*a*  '.■•'•». im  n  l  h  iIm'ii    umS  iii-«t   h.ilte   n  <  lit  •••:'     .   _• 
auw.iiNiiclnii  t    um    »lOHH,'   /.ihhii    aiiH/udi  ..iKt .. ,    **.. 
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igend  gewesen  wäre,  dieses  System  rorzu  legen.  Wenn  aVier 
trhimedes  ein  neoes  System  hat  schaffen  wollen,  so  könnte 
u  daran«  ohne  Zweifel  schliessen,  dass  er  das  der  Inder 
cht  gekannt  hahe;  dieses  war  aber  gar  nicht  seine  Absieht  ; 
wollte  nur  ein  Mittel  finden,  grosse  Zahlen  in  dem  Systeme 
9T  Griechen  auszudrucken.  Was  hat  das  aber  hiermit  in 
i*n?  Indem  er  von  der  Grenze,  wo  dieses  System  aufhörte, 
m  Bedürfnissen  der  Rechnung  zn  genügen,  ausging,  wandte 
»  auf  dasselbe  das  indische  System  an,  d.  h.  den  Stellenwerih 
»r  Ziffern.  Ist  das  ein  Beweis,  dass  Archimedes  dieses  in* 
«che  System  nicht  kannte?  Kann  man  selbst  sagen,  dass 
:  nicht  davon  gesprochen  habe  in  seinem  Buch  der  JFVi«- 
tpia9  welches  nicht  auf  uns  gekommen  ist  und  welches  sich 
■f  die  Numération  bezog  und  anf  das  System  der  Griechen  das 
rineip  Ton  dem  S  tel  le  n  wer  th  der  Ziffern  anwandte?  In  sei- 
JBM  Arcnarius  hatte  er  keine  Veranlassung,  in  das  Detail 
iasvgehen,  welches  sich  in  seinen  Principiis  finden  wurde, 
reil  dieses  Werk  nicht  zum  Gegenstand  halte,  grosse  Zahlen 
mszndrücken ,  wie  man  es  mitunter  zu  glauben  scheint;  es 
lulle  znm  Zweck,  die  Menge  der  Sandkörner  zu  berechnen, 
reiche  sich  in  derKngel  befinden  wurden,  die,  um  die  Sonne 
Is  Mittelpunkt  beschrieben,  die  Fixsterne  umfasste.  Und 
liese  berechnete  Zahl  wollte  er  in  dem  Zahlensystem  der 
■riechen  ausdrucken.  Dazu  setzte  er  sich  vor,  den  Ziffern, 
Ue  Über  die  achte  Colonne  hinausgingen,  Wrrthe  nach  der 
Iftellang  zu  geben,  welche  dieselben  waren,  als  im  indischen 
System, 

Die  wenigen,  uns  übrig  gebliebenen  Documente  geben 
im  nicht  an,  wie  die  Fixirung  dieses  Punkts  bestimmt  wurde, 
res  welchem  ans  die  Ziffern  einen  Werth  nach  ihrer  Stellung 
»hielten.  Geschah  es  durch  ein  besondres  Zeichen?  oder 
teilten  vielleicht  die  acht  ersten  Colnmnen  eine  vollständige 
Zahl  sein?  das  hatte  in  das  griechische  System  die  Betraeh- 
kmg  der  Null  eingeführt,  nnter  irgend  einer  Form,  als  Pnnkt, 
Mer  als  eine  leere  Stelle,  oder  als  eine  Co  lu  m  ne,  übrigens 
■reiss  man,  dass  die  Null  den  Griechen  bekannt  war  und 
1ms  sie  ihnen  zur  Bezeichnung  des  Fehlens  der  Grade  oder 
Minuten  u.  s.  w.  bei  ihrer  Rechnung  mit  den  Sexagésimal  - 
Brächen  gedient  haben. 168) 

Alle  diese  Betrachtungen  waren  gewiss  nicht  fur  den 
Geist  des  Archimedes  zu  erhaben;  aber  mir  scheint  uns 
Nichts   7ii   dem  Ausspruch  ermächtigen  zn   können,  dass  er 


168)  Siehe  das  Memoir   von  Delambre  über  die  Arithmetik  der 
Griechen. 
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er  das  Princip  nicht  aas  seiner  Kenntniss  des  indischei  Sy- 
stems habe  entlehnen  können,  oder  dass,  wenn  er  dieses  Sy- 
stem gekannt  hatte,  er  anders  in  seinem  ^irenariu*  verfaß 
reu  hätte. 

Aber  Apollonius,  wird  man  sagen,  hat  »ich,  nach  An 
chiinedes,  auch  damit  beschäftigt,  das  Zahlensystem  der  Gris 
cheu  zu  verroll  stund  igen;  er  hat  anf  vier  Co)u  mnen  die  Ortk- 
den  oder  die  Abtheilungen  der  acht  Co! u mnen  znruckgefikt; 
wenn  er  das  indische  System  gekannt  hätte,  so  würde  « 
schon  von  der  zweiten  Colnmne  an  das  Princip  des  Stella* 
werths  angewandt  haben,  welches  er  bei  der  fünft»  an- 
wandte. 

Um  jedoch  die  Arbeit  des  Apollonius,  die  nicht  aifn 
gekommen    ist   und   deren  Resultat  uns   nur  durch  die  Frag- 
mente desPappus  bekannt  geworden  ist,  abiirtheilen  zu  Lei- 
nen, muss  man  untersuchen,  weshalb  er  gerade  bei  der  ruf- 
ten Columne,   und   nicht  bei  der  dritten   oder  fünften  steh« 
geblieben  ist.    Der  Grund  dazn  scheint  nns  folgender  zu 
die  Griechen  hatten  36  Ziffern,  um  alle  Zahlen,  die  aus 
Columnen  zusammengesetzt  waren,  so  wie  2354,  auazudrük 
ken.    Die  27  ersten  Ziffern   waren  die  verschiedenen  Ijcz- 
staben  ihres  Alphabets,  und  die  nenn  folgenden,   welche  & 
Taiisendc  ausdruckten,    waren    die  neun   Ziffern  der  Einer, 
markirt  durch  ein  Jota  oder  einen  Accent.     Es  waren  dirstl- 
ben  36  Ziffern,    deren    sie   sich   zum  Ausdruck    der  Zahl« 
Aber  die  einfachen  Tausende  hinaus  bedienten,  bis  zur  arkln 
Columne  exclusive;   und,  von  der  fünften  Colnmne  ab,  soll- 
ten die  Ziffern  Myriaden  vor,  und  man  schrieb  unter  sie  in 
Buchstaben  Jll,   oder  auch   nach   ihnen   nnd    vor   der  viertel 
Colnmne  die  Buchstaben  Mvy  um  diese  Myriaden  zn  bezeirh- 
nen.     Diese  Zeichen  waren  beschwerlich,  sie  complicirten  die 
Rechnung  und  konnten  Irrthümcr  eneugen.     Apollonius  «Mite 
sie  unterdrücken.    Deshalb  erdachte  er  die  Abthcilimfffn  an 
Tier  Columnen  und  gab  ihnen  die  Wcrthe  nach  der  Siel  lui». 

"Wir  erkennen  in  dieser  Idee  des  Apollonius,  so  vie  il 
der  des  Archimcdcs,  die  Absicht,  die  von  den  Griechen  ge- 
brauchten Charaktere  mit  ihren  eigentümlichen  Zeichen  ?r- 
iiau  beizubehalten  und  sie  dem  Ausdruck  aller  möglichen  Zah- 
len anzupassen.  Und  wir  sehen,  dass  diese  beiden  Geomrfer 
auf  dem  gliicklichsteu  Wege  zu  ihrem  Ziele  gekommen  sind, 
indem  sie  diesen  Charakteren  Stellenwerthe  gaben,  nach  dem- 
selben Priucipe,  als  das  indische  Zahlensystem. 

Beweist  dieses,  dass  sie  dieses  indische  System  dure  bau* 
nicht  gekannt  haben? 
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Jeher  eine  Stelle  aus  der  Geometrie  des  Boëtius,  die 
ich  auf  ein  regelmässiges  Fünfeck  der  zweiten  Gattung 
KMiekt.  —     Ursprung    und   Entwicklung   der    Stern- 

Polygone. 

Boetius  giebt  in  seiner  Geometrie,  welche  eine  Ueber? 
ittsnng  der  Sätze  der  vier  ersten  Bücher  yon  Bnclides  ist, 
fer  jedes  Theorem  oder  Problem  nnr  den  Aussprach  and  die 
byranf  bezügliche  Figur. 

Sein  letzter  aas  dem  Eaclid  entlehnter  Satz  ist  die  Anf- 
Epbe,  in  einen  Kreis  ein  regelmässiges  Fünfeck  einzuschrei- 
ben (Euclid  Lib.  IV,  Prop.  XI);  hinter  dem  Ausspruch  die* 
1er  Aufgabe  findet  sich,  wie  gewöhnlich,  die  darauf  bezng- 
Ipfce  Figur,  und  diese  Figur  hat  das  Eigentümliche,  dass 
dt  zugleich  das  gewöhnliche  Fünfeck  darstellt  und  das 
9t*rn- Fünfeck  oder  das  der  zweiten  Gattung. 

Ferner  findet  sich  hinter  dieser  Fignr  eine  Explication, 
fUfhti  den  andern  Sätzen  nicht  vorkommt,  und  welche  zum 
Bwreck  zu  haben  scheint,  diese  doppelte  Figur,  oder  rie J mehr 

&\*s  neue  Fünfeck,   das    der  vorgelegten  Aufgabe  entsprit- 
,  sn  rechtfertigen. 

Da  diese  Stelle  des  Boëtius  schwer  sn  verstehen  ist,  und 
|ft  wir  uns  leicht  in  der  Auslegung ,  die  wir  ihr  geben,  irren 
iftanen,  so  wollen  wir  sie,  nach  einem  Manuscripte,  das 
tel  eorrecter  als  die  Baseler  Ausgabe  (1570)  ist;  hier  an- 
■kren: 

cintra  datum  circulum,  quinquangulum  quod  est 
tmtptilaterum  atque  aequiangulum  designare  non  discon- 

pmnit.  " 

Hier  findet  sich  die  Fignr,  welche  der  Aufgabe  entspricht, 
tmd  der  Verfasser  fährt  fort:  j«*.-^.w.,»f» 

„Nam  omnia  quaecumque  sunt  numerorum  ratione. 
§0*  constant ;  et  proportionaler  atti  cjt  aliis  consti- 
tmmntnr.  Circumferentiae  acqualitauTinuUiplicationibus 
smü  quidem  excedentes\  <*tiuj  alternat  im  portionibus 
mpü  terminutn  f orientes."       " 
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l  in   den   hrrli  ein   gltirhteitîgem  » 
tekenllige*  Kêmfèék  einuhrtihen. 


»on    il» m'a   Ja*  Enr    nur    irw 


_j  ikn  gc»iihnlicli*n  FfiniWk   Trr»rkiMjrif  Fem  k>U 
liai  rtefctfr 

/)i-m«     -///et,    «a«    li'i'ih    Zahlen    mm 
fittdet     vermöge     de»    eigtnthüntiehrm      t 
Zahlen  »tait;    und  diète  leiten  »ie»  y    i—riiimnl. 
nen   tint   den   andern  ab.      Die    li 

ihre   l'entoppelung  ,  um   r/iie  pu« nf i'iii/  ,   die    iJaaff 
i'./ ,    gr&tur.    und    ihre   Charden  x'*) ,    >  <  — 
(MliniMM,  bilden   den  Perimeter  l:l)  iJrr    f'gm*. 

Wir  im   iftM   IMirrsrlung    dm  TrxtWI    *■»   I 
«i|[    ist,      HO     irbriiit     »ir     tlnl     dr 

Fun  fr  rk*    in  fnUpri'rkfl.     In  Jt  Thal, 

/»,    /■.'    .lie    fünf    Itktfe    Hm    grwübnlirlim    r»*rlq 
rrk*.      Di«    Bftg-tBj     wHrhe    IQ    dl-- 

^B,  ßc.  CD,  /»f..  IL*,    w 

niMi'hrn.iiir.i»-  .Uff,   Bf/*,   f  UV  .   UV  .f 
am    wmitm  ^iC,    BD,    i  l 

Kimml     m.iri     JltM     Srhai-n     TOB     . 

>**C,  Cfe",  KB,  BD,  DA:  nad  in  «üfw  Ordanig  1 
tM,   biMea   ütM  t'J.i.r.li'0   du  Slrrn  -  Fénfcck. 

U*kftg-aM    tlflrf   m.lll    »ich    nifbt   dir«    Illkl, 

gar  im   Bovtini  m  iindrn;    tlfan    m   «-heim, 
nnlcn   ifijsni   Miillrn,  da-**   nt  «rboo   im   Atn-rtkuat,  ! 
dem    ISlh.tffnra*   1-iVilr.n!   p»M»i   i»l  ;    ■■ItW    finaVt 
witdff    im    I3irn   Jalirnundirt    in    <!ra>    ramn-mur   i 
pauii*  »um   F.uclid;    and   wäkr-rnd    drri    ..lr 
Ira    Ist    dW    Tliporir    Atr    Bl0V>F«lxmf, 
folt/gonum    rgredient    naamr,    rnltmrt   ■ 


ITOi    Wir   flhaf*vUUn   porttm     darrfc    CkarJt, 

Bciirnniina     f.lr    KrruiruJMm'   i>l ,    wrlt >h    Wl  dra 

andern  KaaMn   aalt«.     (  Portio   rieruti  i.t   fifnrm  «n«#  « 

rbruH  rirtnmferentln  eantlnrtnr.l     lud  hin  Mtan  an 

»■«i.d.  ja.  Um«  »r  dru  TWII  ia.aan  hake. 

dl*   f'Wrfr,    «ni   du  \V«I   CW.Ir  amal*  Mofe   a-rat  aaatdi 

•"■w«  «rar,    au  «ait*  linm  imttrift*. 

1TI>    14*   l.»i»tnrr    nanatrn   fmmtnit*   da«   r.»J»   ttai 
a>*  rvrimttir  »<.,••  Mj-ft-M  Hdrr  lr*«»4  r-i»*r  V'r"*- 
fauirf  rat   «(,„*„  rr|   *■»,„,;*,„    T/ratia  ' 
in  Bp*tlua.) 
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»a.  Seitdem  ist  aber  diese  Theorie  verloren  gegangen  und 
ans  unbekannt  geblieben,  weil  sie  ohne  das  Hinzutreten  der 
Igebraiscben  Analysis  nur  das  Interesse  der  Cnriositat  dar- 
il  und  der  Geometrie  keinen  reellen  Nutzen  versehaflte.  Der 
»gezeichnete  Geometer  aber,  der  sie  zu  Anfang  dieses  Jahr- 
inderts  von  Neuem  erschuf  nnd  von  dem  sie  den  Namen 
ihrt,  hat  ihr  eine  Wichtigkeit  verliehen,  welche  sie  nicht 
ehr  verlieren  kann,  indem  derselbe  ihrem  wahren  wissen* 
.haftlichen  Charakter  und  den  analytischen  Standpunkt  naeh- 
ies,  welcher  sie  nothwendig  und  unzertrennlich  mit  den 
lien  Polygonen  vereinigte. 17S) 

Nichts  desto  weniger  kann  diese  Theorie  dem  Mittelalter 
bre  machen,  wo  man  so  selten  Gelegenheit  hat,  einige  Spa- 
n  von  Genie  und  einige  Keime  fruchtbarer  Neuerungen  an- 
[fuhren.  Deshalb  wollen  wir  das  hier  mittheilen,  was  wir 
der  Geschichte  einer  Epoche,  von  der  uns  zu  wenige  Do- 
mente übrig  geblieben  sind,  über  diesen  Gegenstand  geftia- 
n  haben. 

Wir  wollen  aber  zncrsl  sagen,  mit  welchem  Recht  wir 
hanptet  haben,  dass  das  Stern  -  Fünfeck  im  Alterthum,  be- 
nders  von  Pyth  agoras  betrachtet  worden  ist. 

Wir  finden  in  der  Encyclopédie  von  Alstedius  1Ts),  im 
ften  Buch,  welches  von  der  Geometrie  handelt,  unmittelbar 
ich  der  Construction  des  gewöhnlichen  regelmässigen  Fünf- 
ks,  folgende  Stelle: 

93Pcntagonum  etiam  ita  scribitur  et  a  superstitiosis 
ftatur  hoc  nomine  Jesus." 

(Hier  findet  sich  das  gestirnte  Fünfeck  gezeichnet,  mit 
n  Buchstaben  t,  e,  s,  u,  s  au  seinen  Scheitelpunkten.) 

,.Si  pentagono  ita  constrncio  addas  lineam  ex  ëu~ 
triori  angulo  in  oppositum  unguium  duetam,  fiel  Uta 
gura,  quam  vocant  sanitatem  P^thagorae;  quia 
ythagoras ,  hac  figura  diïcctatus,  adscribebat  singulis 
rominentibus  an  g  tili  s  has  quinque  li Itéra»  v,  y,  #,  #,  a. 
ermani  vocant  ein  Trudcnfuss:  quia  sacerdotes  vete~ 
v  Germanorum  et  Gattorum  vocabantur  Drnidae:  qui 
euntur  calacos  (vielleicht  caieeos)  hujus  figurae  ge- 
asse." 


172)  8.  Art.  15  des  Mémoire  sur  Us  polygones  ei  les  pofyedrest 
m  Poiii*ot.    (.Journal  de  V école  polytechnique ,  T.  IV,  Cah.  %  ) 

173)  Encyclopaedia  univers*.  Herborvae  1620,  in  4.  —  Khemo 
•ma««  auce«,  ibid.  1630,  in  fol.,  2  Vol.  —  Sbento  Lugdnni  1<»49, 

fol.,  2  Vol. 
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Kircher  Bpriclil  in  seiner  A  rit  l>  moin  ci  e  m)  (Th.  Y,  D 
u'iletit)  in  demselben  Sinne  von  dem  Mernfnni.- 
1  uniWk  ,  ivi-!i'!ii's  er  pcntalnha  démit,  weil  mti  ibmhbh 
«Hissende  Seiten  mit  einer  sic  schneidenden  Jon  Ilnrhn  .'■ 
A  bilden.  Bt  lti-icir huet  dir  Srlnilrlpiinkte  mit  il»  B«J 
■Mbit)  «,  7',  i,  ^,  a.     Die   Stelle    hei    diesen    Autor    i«  b 

,,/h  t/uitiu*  {nigillis  magrets)  mil  frequrntiut  orram 
OSMM  ;>  mt-tit  ph  a  et  h  e,r  a  I  fi  h  a  ;  M*  autrm  penfaift 
i,ii  aliud ,  (/»»m  lineari*  figura  in  tfwini/ue  A  didaflm 
quiBuB  Graeei  vyiSa,  id  ett  salutem  et  »anitatem  rj  .►- 
nubiint;   tfuu   j4ntiueh*nn   tii-.nV/û   t»i; 

tjrt  -»  lOfflflO  npparenli* ,  ma.r  adm/iu/iilem  a  Gaiat 
rrclorinin  rcportaxre  Magi  jingunt ,  roque  tamqnam  m 
mac  felicituti*  »ijmbolo  in  »ut»  nugamcHii*   utnn'ur." 

Sixl.uni     berichtet    Kirrher     mclire,     mrsirn. 
bei   dciiL'ii    null   vmi    diesem   pcntalpha   Gelir.mch    murale. 

Im  Hiliii  JalirliiinJi'rl  bal  HKI  d«  tut  nrhtiglc  Alrfc'tt 
PtrMeJsts  ikis  Stern -Fünfeck  nia  das  -Sinnbild  der  G«»» 
heil  hetrnehlel.  "■) 

Wir  sehen  nus  der  mathematische»  Bibliothek  rot  Ihn 
hnrd,  dass  der  «lehrte  Professor  Kästner  Ton  &*m  pentmlfk 
und  he.viiipha  in  Beinen  geemr.rrisenea  Sammlim-r«  s,t\m 
ilell  Ii  1 1  (GeotnelrUcke  Abhandlungen.  Knie  SamatSwf 
Anwendungen  der  ebenen  Geometrie  und  TrigonrmttM 
Göllinffen  1790,  in  8.). 

Wir  geben  zur  eigentlichen  Theorie  der  Stern -I'»l'r"<! 
über. 

Die  ersten  Keime  diun  finden  wir  in  den  ConusnU* 
welchen  Camnanus,  ein  Geometer  des  13ten  Jahrhundert»,  n 
seiner  UebcrseUiing  der  Elemente  den  Enclid  ans  de«  itJi- 
sehen  (der  ersten,  diu  in  Europa,  erschien)  hin 
Bei  Gelegenheit  des  32slcn  Satzes  im  ersten 
ansagt,  das*  die  Summe  der  drei  Winkel 
zwei  Reihte  ausmachen,  stellt  C.un|>amis  ■  ' . 
eck  als  ein  Beispiel  eines  Polrgons  auf,  welche«  auch 
Bigencahsil  des  Dreiecks  besitzt,  dass  die  Sarame 
Winkel  giflich  iweien  Rechten  ist.  Dieser  Sali  ist  in  A> 
Ausgaben  des  Euelid  von  Zainbcrti  wiederholt,   «o  sieh  «ttx 


1'4)  Arithmologia ,  sfre  dt  abdilii  »umerorum 
atlga,  untilfuUtH ,  et  fnbric/i  numerontm  rzponilt 
mac  ir.8"..   in  4. 

irr»  Stttlmn  ptntmgimlcam,   st*  Germanica  Mfeaiair 

dem    Truttne,   Tiropkruilo   PartKtlto   itgnutn    tanitutu.     iK»r1' 
Utrwmtcu  VmmH,  Un.  il,  p.«*.) 
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»m  Commentar  diese«  Gcometers  anrk  der  des  Campanns 17e) 
ndet;  eben  so  haben  yicl  andre  Autoren  in  ihren  eigenen 
ommentaren  sn  den  Elementen  des  Euclid  davon  Gebrauch 
«nacht,  z.  B.  Lucas  de  Burgo177),  Peletier  17S)  und  Cla- 
ns. 179)  Ramus  citirt  auch  in  seinen  Schotts  mathemati- 
Fe1*),  Lib.  IX,  das  Stern  -  Fünfeck  als  da  Beispiel  einer 
ignr,  neben  dem  Triangel,  worin  die  Snmme  der  Winkel 
rei  Rechte  beträgt. lsl) 

Aber  alle  diese  Geometcr  sind ,  so  wie  Boetios  nnd  Cam- 
inns,  bei  der  Betrachtung  des  Stern -Fünfecks  stehen  ge- 
geben, ohne  die  Theorie  ahnen  in  lassen,  zu  welcher  diese 
attung  Ton  Figuren  Gelegenheit  geben  kann.  Wir  finden, 
las  es  ein  Schriftsteller  aus  dem  14ten  Jahrhundert,  Brad- 
ardin,  war,  welcher  zuerst  die  Theorie  des  Stern -Fünfecks 
if  Poljgone  von  mehr  Seiten  ausdehnte  nnd  die  wahre  Doc- 
In  der  Stern -Poljgone  gegründet  hat. 

Das  Werk,  in  dem  wir  dieselbe  finden,  hat  snm  Titel:.  Geo- 
etria  spéculât wa  Thomae  Bradvardim,  recolligens  omues 
mclusioncs  geometricas  studentibus  artium,  et  philoso- 
liae  Aristotelis  y  valde  necessarias,  simul  cum  quodttm 
aetatu  de  quadratura  circulé ;  noviter  édita.  Pari  sus, 
lud  Regiualdum  Chanldiere,  in  fol.,  ohne  Datum:  Die 
ste  Anagabe  dieser  Geometrie  erschien  1496 18a),  mehre 
idre  1505,  1508  etc.188)  Wir  kennen  nnr  die,  welche  wir 
igeführt  haben» 


176)  Der  Commentar  von  Campanas  allein  ist  148a  und  1491 
rdruckt,  darauf  mit  dem  Commentar  von  Zamberti  1505,  1518, 
i37,  1546. 

177)  EucHdls  opéra  a  Campano  interprète  fidissimo  translata, 
ucas  PaciolttSy  tkeologus  insignis,  altissima  mathematicarum  <W- 
rtpiinarum  scient ia  rarissimus  judicio  castigatissimo  detersitf 
uxnduvit,  etc.  etc.    Venetibi  1509,  in  foL 

178)  Demonstrationum  in  Euclidis  Element*  Geometrica  Ubri 
&.  Lyon  1557,  in  8.  —  Item  1610,  in  4.  —  Les  six  jnremiers 
eres  des  élêmens  géométriques  d'Euclide,  avec  les  démonstration* 
t  Jacques  Peletier,  du  Mans.    Genève  1828,  In  8. 

179)  Euclidis  eletnentorum  libri  JTF,  accessit  XVI  de  soU- 
srutn  regularium  comparatione ,  etc.  Bemae  1574,  in  8-,  in  »ehr 
ielen  Auflagen. 

180)  Scholarum  mathematicarum  Ubri  XXXI.  Francf.  1559. 
i  4.  —  Item  OasUiae  1569.  —  Item  Francf.  1599.  —  Item  Ibid. 
527. 

181)  Sic  quinquangulum  e  continuâtes  ordinmtis  quinqumguli 
itérions  factum  aequat  quinque  iuteriores  anäulaa  duoéus  redis. 

182)  Heilbronoer,  Historia  mathêseoe,  p.  523. 

183)  Houtucla,  Histoire  des  mathématiques,  T.  1,  p.  573. 
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N  white  m  er  die  «ewilinl»  ! 
isl,    welrhe  et  trn/'acke   »mal,    mdmel 
drrs   K»|iil«l   den  tlrrmfùrmi^rit  |'..|.s 
gurm  mit  an.uprimgenden   PI 
■Irese   Palygime  dirrk   die    I 
rimfaeken   Pttlygoltt    bit    iura    liurrhtri 
bildet  und,   und  itijct  hima,  4a«,  m  ? 
i    iii'iirn   Pïgnrtt  kein   andrer  G* 
p&uni,   pi'-ijiriH'hfti   bftlte,    W'Irb'T   tus   ihi 
Un  und   nur  Itoihmüi;  bändelt. 

l>.||    diflMt    Putii    im   Werke    toi    BradsirVn 
Wg.-nd.r- 

Dm  l'iiiM'.ik    i-i   die  ernte  Figur  mit  an*.«  rninta  ■ 

Summe    der    Winkel    ist    elr.rh    i«rn    Reen 

Pic   Summe    der   Winkel    d<-r    andern   I'-Ukoc-    kjI    it>» 

senden   Winkeln    w.u-bat   immer  un  mei   Reihte,    **   v«  I 

den  einfachen   Figuren. 

Dirne*  «iimmt  mit  der  Formel  5  =  2  (m 
welrfc*    die  Sonnt    der   Winkel    in   «neu   i"i-|jTigjj  ■!■  r 
Ijgon  Ton  nSriirn  angîfbt. 

Die  nu»spnngenden,  reif  gm«  «er  etilen  Orémmmg 
durch  die  Verlängerung  ikrrr  Srjlen  bis  na  h 
«chllill  i-  iweier,  tu  dm  jiunpnBg'ttdeii  Fultgone*  des  ■ 
lern  Ordnung  ,  t'beu  »u  wie  die  einfachen  Peleguu«  dur 
springenden   i'nhgnne  der   ersten   Ordnung   bildeten. 

ll.tt  Siebeneck  i>l  die  ente  Figwr  mit  nassmrhmw 
Winkeln  der  »»eilen  Ordnung!  ei  ent*leht  na*  dem  jb 
rrk  nui  nu«*pringenden  Winkeln  der  rr*t*n  Oennsoae,  tad 
"     drille   Figur  der  rr»leu  Ordnuu* 

Hhen  v>  war  da»  un«iprin  sende  Fünfern;,  «eleu** 
«nie  Fiaur  der  er*l*n  Ordnnnc  tat,  gebildet  ans  dm 
tirbrn    Kinfe.h,    der  drillen    !  QfwsMBsm  «hl 

f.irheii   I'nlrgnne.     Diese  Annlegie  ffibrv  Send  ward»*  ••*  i 

rbe  folgenden  «Heemrii.- 
ner   Ordnung    wird    dmreh    die    l'eriumge- 

drittem    Figur   aut    der    Macht! 
mumg  gebildet. 

Der   Verlader   urhlîr*it  endlirh  djtntil,    da*-  . 
würde    in  weil    fuhren,    ton    den   Will 
•prerneni    er    ebobe  jrdorh,    obne    ei    m  [    !I~i  ■>» 
kaupleu  xu  wollen,  da-*  die  gamma  der  Uni 
Figur  jrder  Ordnung  gleich   tw-i   Hechln    *■.    u*    den 
bei   den    andern   Figuren    dans«    Snrn»*    isasnrr   na*   sei 
Me    •ermrhro,     indem     Man    ten    einer    Ftftas    »nr  I 
gutt 
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Die  am  Rande  des  Werks  dargestellten  Figuren  sind  das 
Fünfeck,  das  Sechseck,  das  Siebeneck  und  das  Achteck  der 
ersten  Ordnung;  das  Siebeneck,  das  Achteck  und  das  Neun- 
eck der  sweiten  Ordnung;  und  endlich  das  Neuneck,  das 
Zehneck  und  das  Zwölfeck  der  drittten  Ordnung. 

Zwei  Jahrhunderte  nach  Bradwardin  hat  Charles  de  Boa- 
Teiles,  voii  dem  man  gewöhnlich  anführt,  dass  er  eine  Auf- 
lösung der  Quadratur  des  Kreises  beabsichtigte,  in  verschie- 
denen Ausgaben  eines  Werks  über  Geometrie  1M)  eine  Theo- 
rie der  aufspringenden  Vielecke  reproducirt,  aber  weniger 
vollständiger  als  Bradwardin.  Man  findet  in  ihm  das  aus- 
sprengende Fünfeck,  von  dem  er  beweist,  dass  die  Summe 
der  fünf  Winkel  gleich  iwei en  Rechten  ist,  das  ausspringende 
Sechseck,  welches  aus  zwei  Dreiecken  zusammengesetzt  ist, 
1  das  ausspriugende  Siebeneck,  welches  durch  Verlängerung 
der  Seiten  des  gewöhnlichen  Siebenecks  entsteht,  und  das 
»ehr  ausspringende  Siebeneck,  das  durch  Verlängerung  der 
Seiten  des  ausspringeiiden  Siebenecks  gebildet  wird,  und  von 
dem  der  Verfasser  beweist,  dass  die  Summe  seiner  Winkel 
gleich  zwei  Rechten  ist. 

Man  hat  dieser  Theorie  in  dem  Auszug  der  Geometrie 
Ton  Bon  volles  erwähnt,  welcher  in  den  Appendices  der  Mar- 
garita  philosophica  steht.  m) 

Diese  ersten  Notizen  über  die  Theorie  der  Stern- Pol t- 
§:one  sind  in  den  zahlreichen  Ausgaben  des  Werks  uu beach- 
tet übergangen,  so  wie  auch  in  der  Geometrie  von  Bouvelles, 
Ton  der  man  nur  gesprochen  hat  in  Bezug  auf  eine  falsche 
Auflösung  für  die  Einbesrhreibung  des  regulären  Siebenecks 
in  den  Kreis  und  in  Bezug  auf  eine  beabsichtigte  Quadratur 
des  Kreises,  die  von  dem  Cardinal  Nicolas  de  Cusa  ent- 
lehnt isL 


184)  Geometriae  introduetionis  llbrl  sex,  breviusculis  annota- 
Honibus  explanatij  quitus  annectuntur  UbelU  de  circuli  quadra- 
tmra ,  et  de  eubientione  spkaerae ,  et  introduetio  in  perspectiram 
Caroli  BoviM.    Pari«  1503,  in  fol. 

Dieses  Werk,  weniger  die  introduetio  in  perspectivam ,  Ist 
franxfifttacli  erschienen  unter  dem  Titel:  Livre  singulier  et  utile, 
touchant  Vart  et  pratique  de  Géométrie ,  composé  nouvellement  en 
français  %  par  maître  Charles  de  BoueeUes,  chanoine  de  JVof/on, 
Pari»  1542,  in  4.    Andre  Ausgaben  sind  von  1547,  1551,  1557,  1608. 

Bouvelle«  hat  noch  viele  andre  Werke  geschrieben,  worin  er 
sich  als  Philosoph,  Theolog,  Historiker,  Redner,  Poet  und  Canonist 
seilst 

l&V)  Seite  1231,  1233  und  1235  In  der  Ausgabe  tou  1535: 
rJPentaijomts  uniformis  dicitur,  cujus  latera  non  ne  mutvo  int  fr- 
eidunt.  Kgrediens  vero,  cum  ejus  latera  se  invictm  sécant.  tU- 
xagonus  ...." 


SS2 

Man  findet  in  den  Figuren  sn  der  Perspective  desDaid 

Barbaro  i**)    das   sternförmige  Fünfeck ,    Sechseck  ul  ii 

beiden  Siebenecke.    Aber  es  schejnt  nickt ,  dass  der  Yerfaauf 

die  Absicht   gehabt  hat,   diese  neuen  Polygone   in   ernenn 

sondern  er  hat  nnr  darthnn  wollen,    dass  die  geviknücna 

regelmässigen  Polygone  anf  iwei  Arten  an  andern  Polyp* 

fuhren,  die  ihnen  gleichartig  sind.     Nach  der  ersten  Art**» 

längert  man  ihre  Seiten  bis  snm  Durchschnitt  je  zweier  (u* 

Bildung  des  Polygons   der  sweiten  Art);   die   Darrhtchnb- 

pnnkte  sind  die  Scheitel  eines  Polygons,   das  mit  den  gujt» 

benen   gleichartig  ist.      Die   zweite  Art   besteht  darin,  lin 

man  alle  Diagonalen  Ton  jedem  Scheitel   nach   dem  s 

oder  dritten   zunächst   liegenden  Scheitel    lieht:  diese 

durch  ihren  Durchschnitt  ein  zweites  Polygon,  das  den  tw* 

gegebenen  gleichartig  ist.      Aber  nach   diesen   beiden  Irin 

der  Construction   bildet  man  auch  ein  sternförmiges  Pohps, 

▼on  dem  es  sich  findet,  dass  es  der  bemerkend wertheste IM 

der  Figur  ist. 

Kircher ,  den  wir  schon  oben  wegen  des  pentalpkm  tu 
hexalpha  citirt  haben,  macht,  in  einem  andern  Werke  ^ 
▼on  dem  Siebeneck  4er  zweiten  Ordnung  (oder  der  drittn 
Gattung)  Gebrauch,  um  die  Ausdeutung  fühlbar  zu  nicken, 
welche  in  einer  merkwürdigen  Stelle  des  Dio  Casstns  eatW- 
ten  ist,  in  Bezug  anf  die  sieben  Tage  der  Woche,  die  im 
den  Aejrrptcrn  den  Göttern  geheiligt  wurden ,  von  denen  & 
sieben  Planeten  ihre  Namen  führten.  Diese  Planeten  wirei 
nach  der  Ordnung  ihrer  Distanzen  y  on  der  Erde:  Satwrn, 
Jupiter,  Mars  y  Sonne,  Venus,  Mer  cur  und  Mond.  Bf- 
eher  stellt  sie  in  dieser  Reihenfolge  anf  eine  KreisperipnerN, 
und  indem  er  snecessive  von  dem  ersten  zum  vierten,  f* 
dem  vierten  zum  siebenten,  von  diesem  xnm  dritten  n.  s.v. 
überseht,  zeichnet  er  eine  Figur,  welche  er  Siebeneck  neut 
(d.  i.  das  Siebeneck  der  dritten  Gattung),  in  der  die  anfeii- 
anderfoj^enden  Scheitel  die  sieben  Tage  der  Woche  in  ihrer 
natürlichen  Reihenfolge  bezeichnen.  Saturn  entspricht  dm 
Sonnabend,  Sonne  dem  Sonntag,  der  Mond  dem  Montag,  d* 
Mars  dem  Dienstag,  der  Mercnr  der  Mittwoche,  der  Jnpfrr 
dem  Donnerstag  und  die  Venus  dem  Freitag.  Die  Bildoif 
dieses  Siebenecks,  sagt  Kircher,  iqt  eine  schöne  Higenscitft 
der  Zahl  Sieben. 


1860  La  pratica  délia  perspettiva  di  Monsigtior  Da  nid  Bsr- 
baro,  Venise  1569,  in  fol. 

187)  Ars  magna  Iuris  et  umbrae  in  decem  libres  digcsU*  Hfr* 
mae  1646,  in  foi.,  8.  217  et  S37. 
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Die  Werke,    Ton    denen   wir  bisher  gesprochen  haben, 
,   obgleich  ihre  Verfasser  eine  gewisse  Berühmtheit   er- 
'laagt  haben,    dennoch  schon  seit  langer  Zeit  nicht  leicht  be- 
kannt,  weil   sie  in  der  That   sich  nicht  dnrrh  diese  Produc- 
tionen    des  Geistes  empfahlen,    welche    die   Werke  nnd  ihre 
'Verfasser  unsterblich  machen,  wahrend  man  noch  nach  J  ah  r- 
«ftanderten   die  Meinungen   der  Erfinder  und  die  Spuren  ihrer 
-Bemühungen  aufsucht.      Man  darf  sich  daher  nicht  wundern, 
-tais  das  Polygon   des  Boëtius,   das   des  Cnmpanns   nnd  die 
Theorie  des  liradwardin  heut  zu  Tage  unbekannt  sind.     Wir 
haben   aber  jetzt   noch,    in   Bezug  auf  die  Geschichte  dieser 
Theorie,   einen  berühmten  Namen  anzuführen,  ein  denkwür- 
diges Werk  und  eines  von  denjenigen  seltenen  Werken,  wel- 
che den  Ruhm  der  neuern  Zeiten  bilden  und  analytische  Be- 
trachtungen enthalten,   welche  vor  zwei  Jahrhunderten  einen 
tiefen  Eindruck   auf  den  Geist  der  Geometer  machen  mussten« 
Kepler  war  aber  seinein  Jahrhundert  vorangceilt  ;  denn   die- 
ser ist  es,  von  dem   wir  sprechen,    und   von   seinem  Werke 
Barmonices  Mtindi  libri  V  (Linea  Austrine  1619,  in  fol,), 
«nd    rou   dem  schönen  Satz  über  das  Verhältnis*  der  Qua- 
drate der  Umlattfszciten  zu  den  Kuben  der  Entfernun- 
gen von  der  Sonne,    und   von  diesem   zweiten,    von  ganz 
andrer  Art,  dass  eine  und  dieselbe  Gleichung  die  verschie- 
denen Arten  Polygone  von   einer  und  derselben  Anzahl 
Seiten  bestimmt.     Man  wird  heut  zu  Tage  ohne  Zweifel  be- 
merken, dass  kein  neuer  Gedanke  jemals  unter,  dem  Anschein 
■ach,  güustigern  Umstünden  hervorgetreten  ist,  nm  dem  Ver- 
fasser   augenblicklich    einen    dauernden    Ruhm    zn    sichern. 
Dennoch  ist  die  sinnige  Theorie  des  Kepler  in  Vergessenheit 
grrathen    und   von  seinem   nnsterblichen   Werke  ist   nur   der 
Ausspruch    seines    grossen   Gesetzes    für   die   Bewegung  der 
Dimmeiskörper  übrig  geblieben;  und  dieses  wurde  noch  ver- 
kannt nnd  vielleicht  verachtet  von  seinen  Zeitgenossen,  unter 
denen  man  mit  Bedauern  Descartes  nnd  Galiläi  nennt;  es  war 
beinahe  80  Jahre  sputer  noch  nöthig,   dass  Jtewton  dasselbe 
erklärte,    es  begreiflich  machte  und  ihm  das  Leben  gab!183) 
Die  Theorie  der  Polygone,   welche  Kepler  bei  seinen  weit- 


188)  Kepler  hat  gewisser  Mausen  vorausgesehen ,  dass  die  Ent- 
deckungen, welche  ihn  17  Jahre  Arbeit,  und  zwar  ununterbrochene 
Arbeit  gekostet  hatten,  erst  nach  langer  Zeit  begriffen  werden  wür- 
den. Mit  Enthusiasmus  spricht  die*er  grosse  Mann:  Jacio  in  aleam, 
Ubrumscribo*  seu  pracuenWnts ,  neu  posterix  legendum;  nihil  ittier- 
est:  ex f teetat  Ute  suum  lectorem  per  annou  centum;  si  Deus  ipse  per 
mnuorutn  sena  milita  contemptatorem  praestoUUuë  est*  Hanaonicoj 
Mundi,  Lib.  V,  p.  179. 


g     nnd    delikaten   Spe.-itlaLiuitrn    prlcitel    bat,    M  awt 

,     beriirksichtigt    ivorden;    nicht     iln-     ■ 
i-i    daran f    verwandl    worden;     Nichts     km 
vollständige»  Vergessen    lirwahren:    fin    \ 
die  KMrigfl  Deirai-liUiuE  »un  Bail;- 

gerade   bei    den  Kepler*S«hen  (Je-emea    .in-.: 
doch  Vergehens,  dase   man  Wahrheiten    entdeckt,  nui  >pièjl 
an  aeinen  Zeitgenossen ,    und  aie   ho 
ist  nii'lii  ra?T*bm»i   ib«   «n   bünfig  sind  dies«  an 
heilen  erst  i il r  dis   .N.iehkutuinen. 

Da«  Wert   nn  Kepler  bt*tebl  ans  fünf  Ittlrbem.    In. 

erste,    unter    dem   'l'ili'h      ]tr  Jigitrartttn   resulanum ,   aw> 
praportliinr*  harmonica*  partant,   ortu ,    eftmihu,  nnhr 
et   differentiis,   etwa   seientiee  et   dematt: 
allgemeinen  T Won*  der  regetmSssi  ridant,  ai 

enthüll    ins  Besondre  die  der  sternförmigen    < 

Im   Eingänge  wirfi  Kepler  dem  R.inxi«  T*r,  da«s  rr  te 
Me  Buch  des  Enelides    ludell   und 
wiesen   li;ilieii  nulle.     Er  Beizt  es  sieh  vnr, 
vollständigen,    indem  er   die  regel  massigen    Poltgnn 
dem   Kreise    nicht  geometrisch   ein  seh  hrkuddi    I 

um!    an    ihnen    das    «Igt,    wodnrel  Üt  mi  / 

h  schieden    sind.      Ei 
diesen  Theil  der  Géométrie  ah  Philosoph  tu   §rhnribra,  im  | 
»War    auf    eine  Art,    die    klarer,    leichler    und    popal 
als  his  dabin  gesHn-heii  ist, 

Hiebes  Itneii    fängt    mit    sehr    vielen  Definitionen  an,  <-■  l, 
ma    Verslandntss  des  Werks  durchaus  nothweudig  nnd;  »• 
denen    wir    uiier    hier    nur    die    »wei    oder    drei    fulsi-adfti 
führen. 

Reguläre   Figuren    sind    solche,    in    denen    nlle 
later  einander  nnd  alle  Winke]  muer  einander  gleit»  tu 

Man  Heilt  sie  in  »wei  Kl 
und  radicale;  diese  sind  die  gewöhnlichen  n 
nnd    die    andern    sind    die  sternförmigen, 

--  irung  der  Seilen  einer  radicale»  Vis  i 
den.  "») 

Eine  Figur  in  den  Kreis  ei  n  brach  re  i  lien  , 
geometrische  Construction  (also  vermittelst  dei 
und  des  Kreises)  das  Verhftllniss  ihrer  Seiten 
OUfKr  des  Kreises  uenlinunen. 


189)  Kepler    Hfl    iiieht,    nh    diene  tdre    der    «tertirörr. 
cou*   von   ihm  ist,   oder   ab   er  me   ui   eineia   (riihrni   M  ti.e  «*- 
ifiuu  habe. 
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Darauf  fahrt  Kepler  mehre  Satze  ans  dem  Xtea  Bach 
Im  Euelid  an,  deren  er  sich  bedient  hat.  Er  fangt  mît  dem 
Ifisten  Satz  an,  um  die  verschiedenen  regulären  Figuren  zu 
ftrkandeln;  und  betrachtet  zuerst  die,  welche  sich  geome- 
M«cA  in  den  Kreis  einbeschreiben  lassen. 

In  Bezug  anf  die  sternförmigen  Polygone  bemerkt  man 
ku  Fünfeck  der  zweiten  Gattung,  das  Achteck  und  das  Zehn- 
irk der  dritten  Gattnng,  das  Zwölfeck  der  dritten  und  fünf- 
mal Gattung,  die  Funfzehnecke  der  zweiten,  vierten  nnd  sie- 
»enten  Gattnng,  und  den  Stern  Ton  24  Seiten  der  fünften, 
Mbenten  und  eilften  Gattung. 

Indem  er  zu  den  Polygonen  übergeht ,  welche  nicht  geo- 
fttetrisch  construirt  werden  können,  beweist  er,  dass  das  ge- 
rftnnlicbe  Siebeneck  und  seine  beiden  sternförmigen  dazu  ge- 
ioren.  Daranf  nimmt  er  seine  Zuflucht  zur  Analjsis,  um 
linm  in  Kurzem  Torzuwerfen,  dass  er  darin  eben  so  wenig 
»«wandert  sei  und  sie  nicht  verstehe.  Diese  Stelle  enthält 
Mehre  analytische  Bemerkungen,  welche  das  Werk  vor  der 
Fergessenheit  bewahren  werden. 

„Man  wird  mir,  sagt  er  (p.  34),  die  Analvsts  dagegen 
Erführen,  welche  von  dem  Araber  Geber  Algebra ^  und  von 
len  Italienern  Cossa  genannt  wird;  denn  die  Seiten  der  Po- 
'jrgone  aller  Gattungen  scheinen  nach  dieser  Methode  bestimmt 
Verden  zu  können." 

„Für  das  Siebeneck,  z.  B.,  verfährt  Jobst  Byrge,  der 
itt  dieser  Weise  sehr  geistreiche  und  selbst  unglaubliche  Dinge 
fcngedacht  hat,  auf  folgende  Weise  ....  etc." 

Kepler  sucht  durch  geometrische  Betrachtungen  den  Aus- 
Irark  für  die  Seite  des  eingeschriebenen  regelmässigen  Sie- 
benecks, als  Function  des  Radius,  und  kommt  zu  dieser  Glei- 
Dfcung: 

7 — 14  ij + 7  iüj — 1  vj  aeque  talent  figurât  nihili  ; 

■der  nach  unsrer  gegenwärtigen  Bezeichnung:  ' 

7— 14xf+7x*— x6=0; 

warin  x  das  Yerhältniss  der  Seite  des  Siebenecks  zum  Ra- 
lins  ist. 

„Der  Werth  für  die  Wurzel  einer  solchen  Gleichung, 
lagt  er,  ist  nicht  ein  einziger;  denn  es  giebt  zwei  für 
las  Fünfeck,  drei  für  das  Siebeneck,  vier  für  das  Neuneck 
fc.  s.  w." 

Er  fügt  hinzu,  dass  (fur  das  Siebeneck)  die  drei  Wur- 
stln die  Seiten  der  drei  verschiedenen  Siebenecke  sind,  welche 
»au  in  den  Kreis  einbeschreibeu  kann. 


Hierin    lir»t    die   rrnaar   Iledealnne   oW  irr\   Wi 
nrr  OkiaknaC,    trekfce    «tir   Heile    de*  rife«~»rlu-iee«i 

■  Siahewitk»  ci'bl.  I  ml  inil'H-i, 
anal(li*<li«  Idee,  wrlrae  die  Tlre-nric  der  'l'»Ura^ 
"M-  «Irr  Atte*  ?» 
Kepler  ilr.ickl  ,  wilrrhin,  dnwlne  Priaria  uf 
ktuwerihe  Write  *aei  denn  indem  et  ih 
Welche  an*  «1er  Krucnl  h«  keil  der  AbaIiii*  aala« 
||SbWB|  *Ujre*lehl,  erkennt  "  d«  VentiEiirke, 
!>lelh»de   bnittt,   U, 

„Bisher,   nnjit  er,   hm-   dir  Seil«  eine*  Pal>«M 
i]r*   Sti-rui    Tun   yletrhem    Niimrn    eine    fctaeajdre    «aal 

DwrtriUlf        U     4er    alKaeraaeckeii 
Q  iwomleTUB(!»«ÄrJi:' 

■lil*   Ul,   «AI    dm    Gl'ametrr    lierrsl).    La,aa    cf. 
imf  Mos  rliff-rl    ciil'h 

ohne  diese*  allgemein  lu  l»»r,«rn, 
obt'ii  angefangen  lullen  ,  so  ;i<lil  r«  tat**  •*  iw 
Velclc  der  Gleichen«,  eeaflyra,  -il*  nrafc  ■■  der  Fi| 
uiler  Diaeunalea  tob  reraeliiedea>er  L.uijn-  (aalest  u 
BiekranJi  dreii  ra  denra  nae  (»r  dar 
4ir     .nidcrn     dir    die    [ringonelro     etilen,        I>"i«lfc     I 

Alles,   was    tdq   liem    Yerh.ili.- 

!>iifi:!:Jii' -MT  gcs.ii;;   i»t,  aura  für  die  Yrrfciliaiaae 

andern  Seite»  tn   demselben  Darcaairearr  «lall. 

Kepler    wiederholt   dieselben    D'd.i'Lücf»    <a 
l,    firii   er   beweist,    da»»   ■' 
gen«  in  drei,   fünf,   neben  n,  «     ».    I  !. 
luoL'lifh.  ist.     „Mehre   Linien,    ia;t  er, 
trabe,   und,  i  ■  br«-n  D  uteri 

inkniiiml ,    kann    man     nichts  Speiiell..    »der   Kigesl 
il  Ilciug  auf  Eine»  «ob   ihnen  ichlirwn. "  lm) 


1901   vltten  anter  dleeva  *n  rkkli»**  und  tiefe«  ■ 

tl-tcn Mtrne*«   llndrt  alla  clnije  NriiuMaKCra , 

Hefcre    fitWauca    aadealra,   fea    na    QmM  I 
4«rth  U.e   |>)th»tnniiM-|.eii   und   pUloiHu hea  M» 
|ihlHb«n  Biieaerbanea  dar  Zahlt«  twftrmcM  war«*,  *aa  « 
Irirtei,  Kutcalalhmva  Aber  die  PaijriiB*  aiarara 
An   IM   «ie   »trtle,  vrel.-be  den   «V-e»  «Ui   eCKl 

■M  Plauen  i'iUtuat  a 
■mil  ihrer  Satur  naoli  auiladbar  *.u4  Lmd  m  Jiaaf  m 
•am  darin,  J.-,i  (Im,  *.[■  m t  4a  dem  lr*U4  * 
£a*Vf,    aurft    luekt    Jurtk    die    ZonmmmltVnnf    i 

n*Ut  en*-B*f  artraV*  A  »a*. 

AtaalMa  Urea   aaara  Keulre  n  alacr  dar  1 
kuut<u  (ctaari,   »iLk  fcaua>  |ft*rH  aéadl 
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Das  zweite  Buch,  betitelt:    De  figuramm  regularium 
çrventia,    behandelt    auch    noch  regelmässige   Polygone 
darauf  Polyeder.    Kepler  nimmt  die  verschiedenen  Arten 
h,  Polygone  zusammenzusetzen,  mögen  isie  ron  derselben: 
nng  oder  von  verschiedener  sein,   um  genan  eine  ebene 
ihe  zn  bilden  oder  regelmässige  Polygone  zn  erzeugen. 
Das  dritte  Buth,  De  ortu  proportionum  harmonicarum, 
te  natura  et  differentiis  verum  ad  cantum.  pertinen- 
te welches  nur  von  der  musikalischen  Harmonie  handelt, 
der  Geometrie  nnd  Astronomie  fremd. 
In  dem  vierten  Buch,   das  znm  Titel  hat:  De  configu- 
'anibus  harmonie  is  radiorum  sideralium  in  Terra ,  ea- 
ique  effectu  in  ciendis  Meteoris  9  aliisque  Naturalibus, 
ht  Kepler  von  den  sternförmigen  Polygonen  und  von  dem 
-th   ihrer  Winkel  Gebrauch,  mit  denen  er  die  Configura- 
\en  oder  die  Winkel -Entfernungen  der  Planeten  vergleicht: 
e  Winkel  entsprechen  den  snblunarischen  Umständen  und 
Homenen,  welche  verschieden  sind,  je  nachdem  sie  diesen 
r  jenen  Polygonen    angehören.     Die  wirkenden  Configu- 
\Oncn,  das   sind   solche,  welche  sich  zur  Anreizung  der 
lunarischen  Natur    nnd    der  hinern  Qualitäten  der  Seele 
ten,   sind   durch  die  Winkel  der  geometrisch  einschreib- 
en Polygone  ausgedrückt.     Man  findet  darin  das  Quadrat, 
Dreieck,   das  Füufeck  der  zweiten  Gattung,  das  Sieben- 
der dritten  Gattung,    das  Zehneck  der  dritten  Gattung 
,  da*  Zwölfeck  der  fünften  Gattung. 

Das  fünfte  Buch  hat  zum  Titel:  De  harmonia  perfec- 
4ma  motuum  coelcstium,  ortuque  ear  iisdem  Earccnfri- 
vtum,  semidiametrorumque  et  Temporum  periodicorum. 
pler  vergleicht  darin  die  fünf  regelmässigen  Körper  mit 
i  harmonischen  Verhältnissen,  und  sucht  darin  Analogien 
den  Bewegungen  der  Planeten  zu  entdecken.  In  diesem 
ften  Buche  findet  man,  wie  es  der  Titel  angiebt,  sein 
rliches  Gesetz  über  das  constante  Verhältnis*  der  Quä- 
lte der  Vmlaufszeiten  der  Planeten  zu  den  Kuben  der 
itfernungen  von  der  Sonne.191) 


191)  Man  fühlt  stets  eine  Verehrung  selbst  vor  den  Worten, 
en  sich  Kepler  xnm  Ausdrucken  seiner  grossen  Entdeckung  be- 
ste; sie  drücken  die  ganze  Zufriedenheit  nnd  die  Wichtigkeit  aus, 
Icke  er  auf  die  Durchdringung  dieses  so  versteckten  Geheimnisses 
egt  hat  „ Nachdem  ich  die  wahren  Dimensionen  der  Bahnen  ver- 
ge der  Beobachtungen  des  Brahe  nnd  durch  die  ununterbrochen© 
•trengung  einer  langen  Arbeit  gefunden  hatte,  liab'  ich  endlich  das 
rhaitniss  der  Perioden  xu  der  Ausdehnung  der  Bahnen' gefunden; 

Serm  quidem  respexit  inertem 
RespexU  tarnen  y  et  longo  pest  tempore  veniti 


I 


Man  riefet  Bin  der  Analyse,  welche  wir  Tun  den  Unit 
Üaa  Kepler   gegsfeUi    halt™,  das*   ita    Lehre   Ton  4nnin» 
ßfimigt*    rnlvit.ir.ru    eine   wiclili2c    uni!    in   AI  I 
'sn'tii  Ecnf  K.jII-  darii  «pielt.     Wir  koanica  jVdnrh  keine  Sf« 
tun  dirselluii    darin   Endes,   Abwahl    ni«    tien 
der  Wiiild'lilii'iliiu^ ,   womit   -ii 

!..i.,  h;itt<-  finden  Milien.      WaJJin    b< 
eher  nur  eiu  hnllies  JalirhnndVri 
der  Algebra  rtnj  ein   Werk   über    die   Win  kr]  t  In 
konnte   dieselbe  nicht   vinrrgehrn,      Meawr  (i'omMtr  hat «tt 

■li-a,    data    die  sweiie  Wnrscl    är\    i 
»weiten  tirades,    wodurch    man  die  Beita  éM   rtacvwfcMtjaBl 
regäaiiM%ea    Fünfecks   hrstiromi,    di'1    [i 

■eemelriarite  Am-Ie^'uno-  1er  frr-im'  . 
genügte   niclii,   man  in  im  s  le  sie  mil  der 
paie   selbst   in  Einklang  bringen,   um    ■ 

in    erblicken,    sondern    die    Seite    ■ 
Fünfecks.     Diese  Idee,    welche,    nn*    ■.-. 
»ratftfitnl  uinl  die  taareüsche  Anfi&aaat;  der  Aul 
ist  den  Bernonlli'a,    Etiler    und  L&grflnpe 
er.it  in  usnr  Zeit  eiiinn  Geomele*  in  d'il    Sinn  KekanOM 

Die  Libre  »on  i]kii  aoBeerinateaden  f'olv 
wardia    wurde    lebhaft    durch    einen   SehrHÏsîeUer   £t> 
Jahrhunderts,  dnrr.li  J.  Bracht«,  bekäl 
kachelt  ;  ^tpoiogia  pro  AriitoitU  et  /'.WiVrfr  etmtra  P. 
«tum  et  alios.    Danzitç  1652,   in  4.    Sie    halle    kri 
trrilF  zu  fürchten,  der  nicht  »u  ihrer  weitem    Verhrcitaai  p- 


«mil«     f 
■■  Riad.  I. 


»Von  wenn  man  das  cenaue  Datum  wI-mii  will.    »«  u  n  to  I 

BUra   luis,  das»  dasae  , ni-nnim.   <l. 

itiil  vu»   einem  ungeschickten  Cal 

werfen,    endlich,  am   ISten  Mai,    nul  neuer  Kran   m 

men.   üqb  dem  tlunhel   meines   Vi 

ständig  bestätigt   dorcli   meine  ITjAbifgc  Arbrtl    Ql 

gen  Bralic«   und  durch  mciue  vullsUiiidia      "  •■  r.i.-.:imBMtiilc 

t  innen,    so  da«s  c-i  cm  richtiger   und   l>c«iimiu!-i 

rerMittltiilt  zwisfhen    Jrn   ,.; 

nun   ändert Imlbmitl  ,hi*  I,  ri. 

CUb,  V,  p.  189.) 

lo.'j  Diene  Bemerkung   >-t  wahrscheinlich   Kchnn   tot  ■ 
Jahrhunderten  eon  Stiefel  gemacht;  denn  i 
bru  die  An 

Mälfeigen  Frtnfrtka  als  Function  de*  Radtoi  ■■ 
sei  («.  »ein*  Artttmettta  inten™,  toi.  11 
annimmt,   i  ■■.   dnn-ii   dir 

Wefetning  de«  «weiten  Rrades  er  hatten  ''«'.   »n   muh. 

Ihm  «eigen,   da»*  die  auf  dfe-en  Linien  gebildeten  U"»d« 

m   diemr    Omm-m. ,  4 
wam(ie»i.î  Algrti rat« t  uriner  Zeit,  war  nnsjcrardeiitlicli  gpuui  la  o 
Aui'IüBiuig  der  Gleichungen  den  zweiten  Grad*». 
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nt  hätte;  indess  ist,  durch  einen  besondern  Zufall,  dies** 
»rk  Ton  ßroscins  das  letzte,  welches  Ton  diesen  Polygonen 
adelt.  Diese  waren  seitdem  gänzlich  in  Vergessenheit  ge- 
hen nnd  konnten  zu  Anfang  dieses  Jahrhunderts  nicht  mehr 
i  Gedächtnis*  gernfen  werden,  als  Poinsot  sie  Ton  Neuem 
chiif  nnd  hervorrief. 

Das,  was  das  Werk  von  Broscius  über  diese  Polygone 
Lh&lt,  ist  Folgendes: 

Zuerst  tadelt  er  sehr  heftig  Ramns,  das  s  er  sich  des 
rnförmigen  Fünfecks  als  Beispiel  ffir  eine  Fignr  bedient 
I,  in  welcher,  mit  Ausnahme  des  Dreiecks,  die  Somme  der 
inkel  zwei  Rechte  beträgt«  „Dieses  beweist",  wie  er 
jt,  „die  Unwissenheit  des  Ramns  in  der  Geometrie.  Denn 
meê  ist  ein  Zehneck,  welches  fünf  einspringende  nnd  fünf 
»springende  Winkel  hat,  nnd  die  Snmme  seiner  Winkel  ist 
»ich  16  Rechten." 

Broscius  citirt  das  Werk  von  Bradwardin  nnd  beweist, 
19  man  unendlich  viele  Figuren  mit  ausspringenden  Win- 
kt Ton  7,  9,  11  u.  s.  w.  Seiten  bilden  könne,  in  denen, 
wie  in  der  Figur  des  Ramns,  die  Summe  der  Winkel  gleich 
«i  Rechten  ist.  Bradwardin  hat  diesen  schönen  Satz  nur 
glaubt,  ohne  ihn  zn  beweisen;  nnd  Charles  de  Bouvelles 
t  ihn  nur  auf  das  ausspringende  Fünfeck  der  dritten  Gât- 
as angewandt.  Broscius  geht  weiter;  er  betrachtet  die  Fi- 
ren  der  verschiedenen  Gattungen,  bei  derselben  Anzahl  der 
iten,  nnd  gieht  die  Summe  ihrer  Seiten  an. 

Er  fihdet,  dass  es  drei  Gattungen  >on  Siebenecken  giebt, 
mn  man  das  gewöhnliche  Siebeneck  mitzählt,  in  denen  die 
tmme  der  Winkel  10,  6  nnd  2  Rechte  ist; 

Drei  Arten  von  Achtecken,  in  denen  die  Snmme  der 
inkel  12,  8  nnd  4  Rechte  ist; 

Sechs  Arten   Ton  Figuren   mit  ansspringenden  Winkeln 
«runter  das  gewöhnliche  14seitige  Polygon  mitbegriffen  ist), 
denen   die  Summe  der  Winkel  24,  20,  16,  12,  8  nnd  4 
»ehte  ist; 

Sieben  Arten  Ton  Figuren  mit  15  ansspringenden  Win- 
ln,  in  denen  die  Summe  der  Winkel  26,  22,  18,  14,  10, 
nnd  2  Rechte  ist. 

Diese  Resultate  stimmen  mit  dem  von  Poinsot  gefundenen 
»eis  überein,  nach  welchem  die  Summe  der  Winkel  jedes 
»lygons  5  =  2  (m — 2%)  ist,  wenn  m  die  Anzahl  der  Sei- 
I  des  Polygons  nnd  ft  diejenige  Zahl  ist,  welche  die  Gat* 
ng  oder  die  Ordnung  dieser  Figur  angiebt. 

Der  Gesichtspunkt,  unter  welchem  Broscius  diese  neuen 
guren  betrachtet,  indem  er  sie  als  Polygone  mit  abwech- 
Ind    ansspringenden   und  einspringenden  Winkeln  ansieht, 


in  dm  en  die  SeittB  sich  nicht  Rrhneidcn,  führte  ihn  ni  i 
dama  Con-lrueliünsarl  dieser  Figuren  und  xn  einer  set« 

KiiienM'liali   der    Isop.Tinirtric 

Wir   nehmen  Bh  B«fav)d   Au    ^"•wühnlirh*  r*s*-'"" 
Siebeneck  und  morkiren  die  Mittele  m 

Um  die  gerade  Linie,  welche  zwei  .in  I     11,1 
u  i  J.lii.l.-i .   UaU  nun  sich  das  kleine  Dreieck  dreliea,  ■< 
durch   diese   Gerade  ran   drm   Siebnicrk   ai 
ho    itass    sieb    dieses   Dreieck    vollständig    .im 
Figur  legt.      F.benso   dreh«    man    BW 
(Sa  mien ,   muhe  iwei  trafein  'litten  r*rMi 

das  kleine  Divieck,    welches  dadurch   Ton  dem  Siebener* 
m  wird.    Alle  di«M  kleinen.  Dreieck«  werden  i*  i 
iiviien  I-a^f,  ein  neues  Polygon,   mil   abwechselnd  *»*'? 
geuden  und  einspringenden  Winkeln  bilde». 

Dieses    neue  l'ohgou   von  14  Seiten  bat  effcnliir  itf 
heu    l'inl'.uiK   als   dl 

Läset  mau  nun  iim  jede  Gerade,    1 1 
nfeinanàVr  folgend  en    einspringenden    Winkel 
kleine  Dreieck,  welches  diese  Gerade  Tom  1'olTgou  »Wkw 
drehen,  s'>  wird  man  »ni  diese    Weis«  <-»"  «IrHl 
14   Seilen   bilde»,   in    Welch  MD   am-h   ""fli   die   Winkel  »•*■ 

atinA  aieBnringen  und  einspringen,  und  dieses  im  ?•> 
wird  «JTeiih.ir  denselben  i  mfang  nie  dem  »weiten  ud 
auch  mit  dem  ersten  haben. 

Die   Flächen    dieser    drei    Polvgone    sind    rnn    ein 

ii u relia us  verschieden  ;  weil  das  zweite  innerhalb  de*  i 
lie^t,  und  das  drille  innerhalb  des  iwrilen. 

Nun  erkennt  man  leicht ,  dass   d 

:.   als  das  Sicljeuerk  iler /.weilen  Gailuug,    in  wel 
die  Stücke   der  Seilen,   die   innerhalb  liegen,    m 
um!  dass  ebenso  das  dritte   ! 
Siebeneck    .1er    drillen    Gattung,     in 
Sticke  der  Seilen,  die  innerhalb  liege 

Man  sieht  hierin  eine  nein'  Art,  die  nusapriugearftt 
lignne  zu  bilden,    indem  man    sie,    das  eine  aus  den  i 
nMi'iii'l.      Diese   Art   verdient    heltierkl    I«    WH 
wegen  dieses  besomlern  Umstandcs,  das«  alle  diese  Pol} 
die   auf   diese  Weise   nus  dem  ersten 
seihen   !  nfang  Italien. 

Wir    finden    kein    andres    Werk,     in    dem    man    vM 

MSSpringeiulfn    Pnlviiïiiieu     ^esjireiln'U     hatte,     bifl     m    Ai 

die*«    Jahrhunderts,    WO    diese    Theorie    ah    eine    :m 

erschien,  o| dnss  ihr  berühmter  l  rhebei  m 

welche    sie    bewunderten,    an    die    Rolle    dacbl  I 
«ehuu  vier  Jahrhunderte  hindurch  gespielt  hatte. 
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Geometrie  der  Araber* 

Von  dem  8ten  bis  zum  ISten  Jahrhundert  rerharrte  En- 
a  in  der  tiefsten  Unwissenheit.  Die  Liebe  zn  den  Wis- 
schaften  nnd  ihre  Fortbildung  waren  während  dieses  lan- 
.  Zeitraums  auf  das   einzige  Volk  der  Araber  zn  Bagdad 

Cordova  concentrirt.  Ihnen  Terdanken  wir  die  Bekannt- 
aft mit  den  griechischen  Werken,  die  sie  zu  ihrem  eignen 
iranch  übersetzten  und  die  sie  uns  bei  weitem  froher  über- 
crten,  bevor  uns  dieselben  in  ihrer  Originasprache  zu- 
sen.  Bis  auf  die  letzten  Zeiten  hat  mau  geglaubt,  dass 
tes  die  einzige  Verpflichtung  wäre,  welche  wir  gegen  die 
iber  hätten,  und  man  hat  es  yernachlässigt,  ihre  eigenen 
rke  aufzusuchen  nnd  zn  stndiren,  indem  man  glaubte,  dass 
ia  nichts  Originelles  und  yon  der  griechischen  Bildung 
■chiedenes  zn  finden  sey.  Dieses  ist  einlrrthum,  auf  den 
i  sich  heut  zu  Tage  stützt,  besonders  seitdem  man  die 
flehen  Werke  kennt  nnd  seitdem  man  weiss,  dass  die 
her  ans  diesen  letztern  ihre  Principien  des  algebraischen 
eals  entlehut  haben,  wodurch  sie  sich  wesentlich  Ton  den 
ecken  unterscheiden.  Aber  es  ist  noch  zu  kurze  Zeit  her, 
s  dieser  Irrthum  zerstört  ist,  und  die  arabischen  Werke 
1    ans  noch  zu  wenig  bekannt.    Eine  grosse  Zahl  dcrsel- 

existirt  seit  mehren  Jahrhunderten  in  Europa,  grossen 
lils  in  ihrer  Originalsprache,  nnd  nur  einige,  im  12(en 
.   13ten  Jahrhundert  ins  Lateinische  übersetzt.    Wir  wol- 

w  ansehen,  dass  ihre  Wichtigkeit  anerkannt  werde  und 
■  sie  bald  aus  den  Bibliotheken,  in  denen  sie  begraben 
■en,  berrorgehen.  Nur  dann  erst  wird  man  an  eine  wirk<- 
i  wissenschaftliche  Geschichte  der  Araber  denken  können. 
•  den  Augenblick  ist  Nichts  weiter  möglich,  als  einige 
ptsächlichc  Thatsachen  und  einige  zerstreute  Data  zu  sam- 
n,  welche  es  nicht  gestatteten,  mit  Bestimmtheit  zu  behau p- 
,  dass  diese  grosse  nnd  ausgezeichnete  Nation  an  der  Ver- 
itong  nnd  der  Vervollkommnung  der  mathematischen  Wis- 
sehall Theil  genommen  habe,  da  nicht  sogleich  der  Cha- 
|«r  genügend  hervortrat,  den  diese  Wissenschaft  durch  die 
mengung  der  griechischen  nnd  indischen  Elemente,  ans 
en  sie  zusammengesetzt  ist,  angenommen  hatte.  Dieser 
irakter  aber  zeigt  sich  in  den  Werken  der  Europäer  aus 
i  löten  Jahrhundert,  Werke,  die  denen  der  Araber  nach- 
kntt  sind,  und  gegenwärtig  können  wir  sie  mit  Klarkeit 
ersuchen  und  erkennen. 

Die  Liebe  nnd  der  Eifer  für  die  Wissenschaften  ent- 
kelte  sich  bei  den  Arabern  im  8ten  Jahrhundert-,   als  die 

tetck.  en  Geo«.  36 
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Herr«ru*fl  derAbftuiden  anta* ,   mit  aaw*r«rdr«tl.'k.r 
ligkeit.       Dur-ci-     l'rimra    bildeten,     aW    «»kir 
Plolpmii«   in   AeKtj'lm,   m   Ikigdnd   d<a   MuL(l*>a»kl 
)rnl«  dir  Well.'")     Sie  mhibHicu  mit  Eifer   nlle  K 
wlclic-  all   bei  den  Völkern   ündm  kunnlru  ,   dit  i  •■  i 
folgern     l'f*    Propheten    and     »on     dm    Onuitjadr«,    •  « 
«{if".       Du-   Aroilirr   eijtnr-tm   «irb    auf  di*v    V 
■aMCBaften  m "**) ,  il«*»  alleîaljp 
durrb  u*«»   lïesrliifk,     was  »im   drm   Mrn*rbli<  k»a   ■ 

lull   ist,     il liTllirn     bei     d>M     Völkern     in     Vrr«.  .h-bi 
oder     riAsKcl      imlerf  iiiprn ,     Vrlibe     *ie     berrarne 
JahrannderU    liimlurrh    au*ttrbildrt  bsttaa. 
die  Inder  ■*■)  aâsllea    dru  Rrunsn  Tribat   m  die« 
»cbufilirlu*»   Contingent.      Snleber   War  der    l'r*prani    _ 
aeosrlwtftrn ,  itimnl   rfer  Ooinelrie ,   bei   dm   Arabern. 

Oie  Elemente  Eiielid's  arneinen  da*  tm»  Wart  p 
m  aeîa,  wrlebe*  tie,  nalrr  der  IlerrvrbaFt  HlinanwilV 
Jahrhundert  fibernelllen.  Bald  darin f  Verdankt  nun 
grkLirlejj  AurrgnBfCtB  Ari  Knlifra  AI  )Umii  (ai 
Bagdad  im  Juhr  814  »m?  Iïe«irntn|r  antrat)  di«  1 
il.i  Werk«  Tou  Arcbîmedrs,  Apollonin«,  fJrpiiclea, 
lim  und  dr»   Mmi-Hi   mn   Plolemlaa. 

i  ■raten  die  Ferlaehrille  d»r  Araber  ia  A 
tensrh.-ift  rtilMtd.  iiad  dai  Su  Jahrhundert  sikh 
und  arbr  prlrlirle  Oameter. 

Drei  Bruder,  Mohammed,  Iï.imrt  und  IIi-n,  * 
Moi»  bat  Srhnkrr,  wardrn  berühmt  dnrrh 
ftn,  die  aie  tob  »er«*h  iedenen  eriwhi*tli»B  ti4 
Werlcei  lirfrrien,  nid  durch  ihre  rternen  Srbriften 
Tnejle  dir  mntbrmaiiii'hm  Vinteiwlid,  «itM  a 
nns  gekommen  «ind.  Die  »Mroacwiwbm  Ta/ela ,  w 
hauimed  lira  Mn*a  war*  dr*  fndnrken  Syttrm  «• 
balle,   wirea  Linge  Zrîl   in  Orient   brruhaw.     Ab*» 


I«)  Libri,  UUMr*  d„  êtUmeti  -uf  a /»'**•<«  m 

P     117. 

10(1  ..Win  kaao  nkfct  oilfrh,  4am  die  Anke  M 
«une    <*«  ï»lrfin  nal  **r   r  r  rit-Mi»*  Urea  Rn.ii  aaj*  i 
lote    t.r    arn   k.m.irn    Hua    W<if»'>4ll»   »>Un,    an  *aj 
BftgtaBkataai    crtecbUcaen ,     ebrUecuea ,     -uWita«, 
W'rlie  m  lire  ajirachc  «lanmi«."     («Wk*;.«.     ~ 
ttf*fa*a  .    >ml.r   ara   Wnii    KJat  t  WiaacaKuan).) 

111)   Vi.   Ile*i   1«   der  orlr-tiller»*»   aVIfTiraan  <«a 

"<ner  drm  \Var1  AW.i*  (wdclM  Hrl*x*tnm0, 
T.r.i  Ttslrr  Werl,  ai,.-.  aU!  T  -fi*  •■'  ••  "« 
avWtakan  vV,.«n«fcari ,  «l'W  at»  Araber 
aWrira^H  uj,f  ihum>  DMa«rah«ii  babon. 
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ts  hl  nnsern  Augen  yiel  werthroller  and  wichtiger  ist,  ist 
►ine  Behandlung  der  Algebra;  es  war  das  älteste  Werk, 
ms  bis  auf  die  letzte  Zeit  bekannt  war,  wo  die  der  Inder 
s  ans  gelangt  sind.  Abs  diesem  Werk  haben  wir  unsre  er* 
ten  mathematischen  Kenntnisse  geschöpft,  xnerst  durch  Ver- 
liltelnng  des  Leonhard  Ton  Pisa,  welcher  sich  in  Arabien 
nterrichtet  hatte;  nnd  darauf,  indem  es  uns  selbst  zur  Dis« 
•sition  stand  nnd  im  13ten  Jahrhundert  übersetzt  wurde. 
(an  betrachtet  deshalb  Mohammed  ben  Mnsa  als  den  Erfin- 
er  der  Algebra 196) ,  nnd  sein  Name  ist  mit  Recht  bei  den 


1061  Cardan  sagt  im  Anfang  seiner  Ars  magna:  Bote  an  olim 
i  Makomete ,  Mosis  Arabis  fllio>  initlum  sumpsit.  Etenim  hufus 
H  locupies  testis  Leonardus  Pisanus. 

Kr  wiederholt  dasselbe  in  seinem  Werk  De  subtiUtate  (Lib.XVT), 
m  ar  den  Mohammed  ben  Musa  nach  dem  Archyta»  und  als  den 
•Uten  unter  die  zwölf  grössten  Genies  der  Erde  stellt  Huic  Ma- 
mametus  Moisis  filius  Arabs,  Algebraticae  ut  ita  dicam  artis  <it- 
«srfor,  succedit.  Ob  id  inventnm  ab  artis  nomine  cognomen  ad- 
ptus  est. 

Tartalea  schreibt  auch  dem  Mohammed  ben  Mnsa  die  Erfindung 
1er  Algebra  zu ,  iudem  er  ihn  im  Titel  des  Vlten  TbeiU  «eines  Ge- 
utral  trattato  di  numeri  e  miuure  anführt:  Antica  pratica  specu- 
SotiM  de  l'arte  magna,  detta  in  Arabo  Algebra  et  Almucabala, 
war  regoia  deUa  cosa,  trorata  Maumethy  figUo  de  Moise  arabo , 
i*  quäle  se  puo  dire  la  perfetta  arte  del  calculer*  %  etc. 

Man  hatte  zuerst  die  Erfindung  der  Algebra  dein  Geber,  einem 
federn  arabischen  Geonieter,  zugeschrieben.    So  schreibt  Stiefels,  ein 
tertthmter  deutscher  Algebraist  und  Zeitgenosse  Cardan*«,  an  den 
Pttfessor  Milichius:    Tuo  quoque  consilio  usus,    Algehram  {quam 
tereuasitti  bonis  rationlbus  a  Gebro  astronomo,  autore  e/t«,  ita 
S»sw  nuneupatam)  multis  exemples  itlustratam  scripsi  {Aritkmetica 
\mtegra,  p.  220);  und  nennt  die  Algebra  häufig  Regula  Gebri.    Diese 
Meinung  wurde  noch  im  17ten  Jahrhundert  getheilt  (s.  Kepler,  Har- 
mwnices  Mundi  Lib.  I,  Prop.  45}  ;  da  sie  aber  keinen  andern  Grund, 
*4s  die  Ähnlichkeit  der  Worte  hatte,  so  konnte  sie  sich  nicht  hal- 
ten,   zumal    als  man   die  wahre  Etymologie   des  Wortes  Algebra 
Bekannte,  welches  von  der  doppelten  Benennung  Algebr  ©  Almoca- 
frgfg*  herkommt,  deren  «ich  die  Araber  stets  bedienen  und  die  on- 
mmsitio  et  comparatio  bedeutet.    Diese  Benennung,  welche  wir  durch 
■■i  einzige  Wort  Algebra  ersetzt  haben,  bezieht  sich  eigentlich  auf 
eUe  Gleichungen,   deren  Mechanismus    das  Fundsmeiit   der  ganzen 
leaenschaft  ist. 
Andre  Schriftsteller ,  an  deren  Spitze  Regionontauns  nnd  Scheu- 
elehen ,  betrachteten  Diophantus  als  den  ersten  Erfinder  der  AI- 
ça;  und  diese  Meinung  herrschte  allgemein  vor,  well  Diophantus 
4er  That  eine  grosse  Priorität  vor  deu  Arabern  hatte.    Gegen- 
xtig  aber  handelt  es  sich  um  die  Priorität  zwischen  den  Griechen 
_4  Indern.    Brahmegopta  ist  nm  zwei  Jahrhunderte  später  als  Dio- 
aanto»,  aber  die  Vollkommenheit  seines  Werks  deutet  es  bestimmt 
—  ,  dass  die  Algebra  in  Indien  schon  eine  sehr  alte  KxUtenz  gehellt 
Dann,  so  wie  Peletier  in  seiner  Algebra  sagt,  diese  ist  eine 

3&* 


ET. 


Mrt>f*i»fli«i  Geamelern  in  erowm  An«V»  prl.lt*!»».  laaaa 
,  Werk,  «1a«  arbaa  an»  Anerkeaian«;  4m  El-  a» 
Druck«  verdient  hülle,  Maanserint  arblwfcr*  a»d 
drei  J.ihrliimdrrlrii  «.in*  »rrp*W»  Ward«,  ki«  »  R 
Jakr  IttI  iwabiMh  ««d  •■gß«*  heran»*;*».  LiWi 
eirl  mirh ,  im  ersten  Tltrîl  ariner  lliu—rt  tU*  ar<i 
ttalie ,  eine  lifr  Inteiiinrhen  l.;elfr«-tiunKea. 
Hilf  der  königlichen  Dibliathak  anfkawakrt.  Di 
ku  mlKi.iuilie  ai*  diu  IHanuwrint,  J«-»e»  .irh 
dieuir.  lier  geontetritrlie  Thrtl,  unter  j 
nicht  darin. 

Ma»  weiss,  dus  M»h«minrd  brn  M«m  ein- 
m&lhrmatisrkeji  Kmnliiiiv  im  den  Indern  entlehnt  k*i  *". 
Und  »il  tin n -eu  glauben,  da»*  rr  die  Alarbr*  tan  ilaan  ha. 
Spin  Wirk  bielrl  ee»i»te  Vergleich  nui;«  |>ank  la  ail  dm  fla> 
feu  dar  und  durchaus  keinen  mit  den  inn  I)i>>phaiirr*  t- 
hammed    bedient    eich   darin,   eben  te  wir   dir   Inder,   fnaanv 

Il ■:r.irlnungrii1     lim     dir   Sicbrrhsit     drr    i|lifclM»l 

Operationen    klar  xu  marnent    man    hrmrrkt 
die  Art,    util'   dit*   er   narh  diearr  Mclhade  di 

-      der     tikirhniiE     dr*    JWfiI^n     flr.n 

Falle    betrachtet,    beweiat. '•*)     Das  Wtri 

•ria  de  der  linier,    tinrn    LftamrUwar*  TWÎI   äb.r  i-  i 

mfssuiii;   der  Obcrllnrken. 


n»*n  «»   I 


van  derjenigen  rinrtn,  41«,  wall  aaeon  «attifa« .  tara  I 
nr»  elnaiaeu  Amur  su  verianhan,  a'aaf  prU  rr**e,  /■*■»  «  . 
•jua/rm  un  loa«  (*■./■•  aV  rirralilaaj ,  a"laf«ra1<riaaa  4  *  .. 
xarlfei  e.rrrrifatJoa*   tftiprit. 


ilMtfH]   I 
i  .Wim,  V 


■  F.  n«Mn  ,  .Ufreru  uf  .Hli* 
IM)  Dfeaa  drei  rille.     .  _ 
K>*l>t .  »  rrdrti  nu/cb  fulfiaae  drei  Bar  I  Mabaaa.UKaaa«aai  aataanM** 
•*'  +  ■*  —  «  =  0, 


Bai  naa  aadrra  tilei.  <.uu*en  alataH  er  aar  ar*  aaraftraa  Wt 
•um  Uaal  dia  aetfaf «ren  Wu-atla ,  *l-  akku  badanataeJ ,    -  aj 
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Man  bemerkt  darin  die  drei  Ausdrucke  — ,    J~Jq  und 

7        w 

als  NäkeruDgsrerkäliaisse  der  Peripherie  nun  Durch- 


In  der  dritten,  «t1— fcr-f-c=0,  wo  die  beiden  Wurzeln: 

, ritt*  sind  (voraosgssetat,  dass  sie  reell  sind),  sagt  Mohammed, 

4  as  a  mtn  sie  beide  berechnet,  dass  Bau  sich  aber  in  jedem  Fall 
davon  versichern  muss  ,  dass  sie  der  Aufgabe  entsprechen.  Mau  ▼cr- 
emest zunächst  die  erste,  welche  durch  das  positive  Zeichen  ent- 
steht, und  wenn  sie  nicht  passt,  so  wird  die  *  weite,  welche  dnrch 
4\$m  negative  Zeichen  entsteht,  gewiss  passen.  {Whenjou  meet  with 
mm  instance  which  référé  jou  to  this  casy  tri/  its  solution  bu  *d- 
*M*Hok,  mnd  ifctkat  do  not  serve,  then  subtraction  certainly  will. 
Vag.  HO 

Die  Inder  lassen  auch  beide  Warsein  in  den  Fällen  su,  wenn 
sjia  beide  passen  {Bija- Ganita  §.  130,  139),  und  verwerfen  eine 
als  absurd  In  den  andern  Fftllen  (Ibid.,  ft.  140,  141),  s.  B.  bei  fol- 
fBsnder  Aufgabe:  \Venn  ein  Gnomon  12  Zoll  koch  ist  und  wenn  der 
Behatten  desselben ,  um  den  dritten  Theil  der  Hypotenuse  vermin- 
dert, 14  Zoll  missti  wie  gross  ist  der  Schattend  Man  wird  bei 
sstr  Bestimmung  des  Schattens  auf  eine  Gleichung  des  zweiten  Gra- 

46 

étm  geführt,  deren  beide  Wuraeln  positiv  und  awar  —  und  9  sind. 

Pie  erste  Wurzel  passt,  weil  sie  grösser  als  13  Ist  und  also,  nm 
etea  dritten  Theil  der  Hypotenuse  verringert,  gleich  14  werden  kann; 
sUs)  aweite  dagegen  muss,  da  sie  kleiner  als  14  ist,  wie  Bbascara 
Mgt,  wegen  ihrer  Absurdität  (6jr  reason  of  its  incongruitu')  ver- 
worfen werden. 

Lucas  de  Bnrgo  folgt  Mohammed  ben  Musa  Punkt  fiir  Punkt  ;  er 
betrachtet  ebenfalls  drei  Falle:  er  «lebt  die  Lösung  jedes  in  einer 
ejtrophe  von  vier  lateinischen  Versen  und  rechtfertigt  sie  durch  geo- 
metrische Betrachtungen.  In  Bezug  auf  den  Fall,  dass  beide  Wur- 
Mln  positiv  sind,  nrtheilt  er,  dass  bei  gewissen  Aufgaben  die  eine 
am  gut  wie  die  andre  passen  könne,  bei  andern  jedoch  die  eine  nur 
mfleln  genüge.  {Siehe  Vuno  e  l*altro  modo  satisfa  et  thema.  Ma  a 
le  rotte  se  Herne  Im  rerita  m  Vuno  modo.  A  le  rotte  a  Valtro.  El 
perche  se  carando  la  radiée  del  ditto  rémanente  de  la  mita  de  le 
ame  non  satisfacesse  al  thema.  E  tu  la  ditta  R  {radiée}  agiongi 
m  la  mita  de  le  cose9  e  harerai  et  qnesito:  et  mai  fallara  che  a 
«so  de  H  dot  modi  non  sia  satisfatto  el  qnesito ,  cioe  giougnen- 
sfsfa,  orero  cavandola  del  dlmeccamento  de  le  cote*  etc.  Summs 
êU  Arithmetica,  etc.    Distinct io  S,  tractatus  5,  Art.  12.) 

Diese  bestandigen  Beziehungen,  welche  «wischen  dem  Werke 
des  Mohammed  ben  Musa  und  denen  der  Inder  einer  Seit*,  nnd  dem 
des)  Lucas  de  Burgo  andrer  Seite  stattfinden,  «eigen  hinlänglich  den 
Ursprung  der  europaischen  Algebra  und  den  directen  Elnduse,  welr 
cbeu  die  arabischen  Werke  auf  die  Fortschritte  nnd  den  Charakter 
der  Mathematik  heim  Wiederaufleben  der  Wissenschaften  aalgeübt 
haben.    Und  dieses  war  der  Zweck  dieser  Note. 


mener,  welche,  wie  wir  Besagt  habea,  den  Inder«  beki 
wnrrii1»»),  nad  'He  drei  Zahlen  13,  14  nnd  15  als  itkA 
eines  Dreieck»,  Jas  wir  auch  in  den  Werken  de*  Br»l 
gnpta  und  llhaseara  gefunden 

Das  Werk  des  Mohammed  ist  nicht  so  ausgedehnt, 
diese;  er  behandelt  weder  die  uidivtimmten  Ulrich  angei 
■weiht!  ii"'li  des  ersten  Grades.  Wir  finden  dafür  den  üt 
in  der  Vorrede  des  Verfassers,  der  uns  bei 
dies  gedrängte  Werk  auf  Befehl  des  Kalifen  Àl  Maman 
fassl  habe,  um  eine  Menge  ran  Operationen  m  t-rleich 
Welche  sieh  heim  Verkehr  der  Mensch rn  und  bei  ihres 
liehen  Bedürfnissen  darbieten. 

Dit sh  wnrda  hinreichen,  ans  m  beweisen ,  du«  die 
bor  damals  weitläufigere    und  höher  stehend. 
hal.i-ri,    wenn  wir  nicht  nach  "orwl    ■■■  ■ 
Thal    die    gelehrten  Schriften    der  InJpr  gekä 
ein    Werk    über    die    Auflösung   der    Glrienangcn    de»  dr 
Grades    geschrieben    bauen,     wie    wir    uueh 
werden. 

Dem  sei  aber  wie  ilim  wolle,  merkwürdig  ist  n 
jeden  Fall  und  wohl  der  Betrachtung  der  Gel 
ropa  würdig,  dass  ein  Werk  iiiicr  Alcehni,  welche*  i.i 
Arabern  im  Uten  Jahrhundert  als  ein  elementare* 
trachtet  wurde  und  gewisser  M  aussen  als  ein  praalia 
Handbuch  zum  Gebrauch  des  Volks  diente,  das  s  dieses 
Jahre  ipXter  die  Are  magna  der  Europäer  war  und  ta 
Bis  and  dir  Ursprung  ihrer  grossen  wissenschaftlich»  ! 
deck  ii  ngen.  "M) 


lau 

den  Inilertt  augehoel,  und"  das«  sie  dasselbe  rinn 

Bell«   des    regeln!  ss  lg  eu   Pognons    »on   7t*  fetten    cetuudn  k*M 

Gl'  Indiani,   vorne  apparUce   da  un   Uhr-' 

Ajin - Akhari ,    arean   troeato   con    IngegiMnintlmo    mrtiuU   ß««r- 

friro,   mediante   t'inscritiune  di   un   \iotigono    rrgf' 

the  la  circvnftrtnua  del  cireola  st«  >il  dian 

tStlggia    sulla  xtoriu  dttte  mafhematirht,     oprm 

cMiii,    i,n,,;i  1821,  in  80    Th.  S  im  ii  nun 

hilmiss  3,1416  gekommen,  durch   die  Ein  Üc»cli  reib  miç    des 

von  768  Stilen;    er  hat  sogar  noch  das  nfiiierc  VerUUtadM 

erhalten  (».  »eine  Elemente  der  Geometrie),     "»eine  MriSmlr  I« 

•tafoehj  unil  leb  weiss  nicht,  we»hall>  mau   niemals  Union  tftii 

ZOO)  Bisher  Iiahen  wir   von  dm   .t  ratirr  n  nur  das   ' 

Als'hr*   i'oii  Mohammed  he«  Jtu«0   cekauiM 

»iiialge,    vlii   dem    die  Uruiactrr    den    Iowa  JalirlmudcrU,  Lu« 
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Mohammed  bat  ein  Werk  über  dit  ebenen  nnd  spbari- 
dieu  Dreiecke  geschrieben,  welches  noch  unter  dem  Titel 
te  figurit  planü  et  spkaericis  existiren  soll. 

Man  besitzt  auch  ein  Werk  über  Geometrie,  welches  er 
mhrscheinlich  in  Gemeinschaft  mit  seinen  beiden  Brüdern, 
amet  nnd  Hasen,  verfasst  hat;  denn  es  hat  mm  Titel: 
arba  ßiiorum  Moysi,  filii  Schaker  ,  Mahumcti,  Hameti, 
faecn*  In  diesem  Werke  findet  sich  die  Formel  für  die 
lache  des  Dreiecks,  als  Function  der  drei  Seiten,  bewie- 
n  ;  nnd  eine  Anwendung  von  ihr  anf  ein  Dreieck  gemacht, 
m  m  seinen  Seiten  dieselben  drei  Zahlen  13,  14  und  15 


nrgo,  Cardan,  Pelletier,  Tartalea,  SteYin  u.  a.  gesprochen  haben« 
ier  es  haben  noch  viele  andre  arabische  Autoren  über  Algebra  ge- 
trieben ;  von  mehren  derselben  finden  wir  die  Namen  and  die  Titel 
rcr  Werke  in  der  Orientalischen  Bibliothek  von  Herbelot  unter 
n  Wörtern  Gebr  and  Ketab  (p.  966,  967,  981  in  der  Ansg.  In 
;.,  1697). 

Ks  giebt  ein  Werk,  1812  in  Calcutta  aas  den  Arabischen  Ine 
iglfscbe  übersetzt,  welche«  die  [Arithmetik,  die  Geometrie  und 
e  Algebra  behandelt  und  von  dem  es  mich  wandert,  dass  man, 
gleich  man  sich  schon  einige  Jahre  mit  dem  Stadium  der  indischen 
id  arabischen  Wissenschaft  beschäftigt,  von  Ihm  gar  nicht  spricht« 
rir  fanden  folgenden  Titel  für  dieses  Werk,  das  wir  noch  nioht 
tauten,  in  dem  Katalog  der  Bibliothek  des  Langlès,  art.  552:  The 
volasut-ool-hisaby  a  compendium  of  arithmetic  and  geometry% 
the  arable  languagey  by  Buhae-oodd-deen9  of  Amool  in  Syriä, 
Uh  a  translation  into  persian  and  commentant,  by  the  late  Muo- 
wee  Ruoshun  ülee  of  Juonpoor:  to  tchich  is  added  a  treatise  en 
febray  by  Nujm-ood-den  ülee  khan%  head  Qazre,  to  the  Sudr 
tewanee  and  Nizamut  Udalut,  Revised  and  edited  by  Tarinee 
iurvn  Mitry  Muoluxvee  Jan  Ülee  and  Ohoolam  ükbur.  Calcutta, 
»relra  1812,  gr.  8. 

Libri  liefert  ein  Werk  über  Algebra,  das  ans  dem  arabischen 
rlginal  ins  Lateinische  fibersetst  ist  und  in  der  königlichen  Biblio- 
rk  Mannscript  geblieben  ist,  unter  dem  Titel:  Liber  augmenii  et 
minutionis  vocatus  numf  ratio  dMnationisy  ex  eo  quod  sapientes 
di  potuerunty  quem  Abraham  compilavit,  et  secundum  librum 
i  Indorum  dictus  est,  composuit. 

Dieses  Werk  ist  in  mehrer  Hinsicht  Ton  Werth.  Zuerst  ist 
wesentlich  verschieden  von  dem  des  Mohammed  ben  M  osa;  denn 
besiebt  sich  einsig  nur  auf  die  einfache  und  doppelte  Regula 
Isi.  Und  zweitens  seigt  es  aus,  dass  diese  Regeln  von  den  In- 
rn  herkommen.  Man  bat  sie  bisher  den  Arabern  sageschrieben, 
f  die  Autorität  des  Lucas  de  Barg©  gestfitst,  der  sie  die  Regeln 
s  Belcatagm  ,,e  rocabulo  Arabo"  nennt  (ausist«  de  Arithm. 
st.  VII,  Tract.  1.) 

In  andern  Werken  aber,  aus  derselben  Zeit,  nennt  man  sie  Ré- 
la  falsi  oder  augmenti  et  decrementi,  ebenso  wie  der  Compilator 
irabam  (s.  Algorithmus  de  IntegrU,  minutlis  tmlgaribms^  ae  pro- 
rtionibus,  cum  annexU  de  tri%  faUi%  aUisaus  refulis.  Leipzig 
07,  in  4.)- 


hat, 


i  bei  den  ludern.     Der  Beweis   ist  derjenige,  des  fr 


ll.l    Jol 


Ni 


13ln 


.ihriiumWl    j 


benacei 

geben     und     Jen    Lucas    «te    Bargu    nnd    TarUlm    «n 

Kennluixs    gebracht    haben.       F.r    echrint    dm    AraVr» 

«gehören  i    denn   er    ist    verschieden    van    dem   de«  Um 

Alcxntidrieii. 

üi  Süline  des  Mnna  hen  Schäker  hnhrn  n»rh  t»h 
andre  Werke  gesr  h  riehen ,  welche  man  in  der  Biblhlbem 
Arabico  -  Ris  pana  Tun  Casiri  (T.  1,  p.  418)  «ngefvtfl 
findet. 

Alkiinlii*,    einer    ihrer    lieriibni  testen     Zcitifenotsen ,    »» 
eben  Cardan    eben  so    wie  den  Mnlinmme-d 
xwölf  grnsslen  Genies   der  Well  nehmt  ■""),    b.ii 
alle    Theile     der    Mathematik     geschrieben,         l'.trd 
sehr    lohend    sein   Werk:    De  régula   «\r  ijtiantiHHmm.mi 
Wir  haben  tn  der  Nute  VI  den  Zweck  dieser  Kte. 
V nanti läien    angegeben,     w.is    durch    den    C 
eiue  ans  dem  Floiemaiscben  Tlunrem  ah^.lr 
geschah. 

Alkindns  hat  «her  die  Arithmetik  der  In- 
tnelira  iuiliru)    iilliI  über  die   Algebra  (Dr   auantit, 
tira,   ich  Algebra)  geschrieben.      Sei  M   M 
reichen  Werke  «ollen  wir  nicht  anführe». 
roass  sieb  noeli  in  den  Bibliotheken  Spaniens  finden. 
würden  ohne  Zweifel  von  toterem  sein.  «0J) 

Thel.it    ben  Corali,    Schüler   des   Mohammed    b*a 
war    mich    ein    berühmter   fieoinrter,    der    die   Mathen 
ihrer    ganten  Anadehnnn?    nrofaasie.      l'nl.-r    den    zahlrrwhri 
von   ihm  binterlasseueii  Werken,    deren  VenncaBJ 
Casiri  findet,   giebt  es  eines,    dessen  Titel;    De  problemMi- 
bw  ulgebraicia  geometrica  ratiune  enmprabai 
merkaanikeit  der  Geouteter  lebhaft  in  Anspruch  nphmen  um* 
denn  derselbe  »eïgt  an,  dass  Thcbil  die  Algebra  auf  die  Kt» 


MO  De  mbtUltate  UM  XXI,  tlti.  XVI. 

302)  nU.tlb.XVL  —  Practica  artUMd 
not'um  de  }iro)iortiunibut  numerornm ,  etc.     Propositln  qnli 

■iOi)  Kin   solche«  »Are   «ein  Wer«  Rbor  dl«  (».hiebe  Ar* 
Denn  es  [st  gan«  eigen  thiimtich,   ilus*  man,   seil  der   langea  X 
der   die  Frage   über  den  Ursprung    unsrrs   Kahlem 
l»t  unit  m  Uer  man  sich  nicht  iilicr  ilie  Berten  tun«   di 
tius    und    des    darum    besualichen   Brietet    von    Ucrberl 
konnte,  dass  mau,  statt  ober   die.  Form  der  ZlnTi  . 
wendig  varfiren  mussten,  Brirn.-iiimuiPii  an 
een  mit  den  arithmetischen  Werken  vcrglichi 
her  hinterlassen  haben  und  »on  denen,  nie  ich  glaube,  I 

i  oder  tu  dem  Original -Tcxi  überliefen  ist. 


■■*■*•  I 

■uk.  I 


560 

Metrie  anwandte.  Und  es  ist  ohne  Zweifel  der  Titel  dieses 
Werks,  der  Montuela  zn  dem  Anssprack  reranlasste:  »Tki- 
bit  a  écrit  sur  la  certitude  des  démonstrations  du  calcul 
algébrique,  ce  que  pourrait  donner  lieu  de  penser  que 
■tes  Arabes  eurent  aussi  Vidée  heureuse  d'appliquer  ?al- 
gèbre  à  la  Géométrie."  Diese  Conjecfnr  ist  fur  ms  eine 
bestimmte  geworden,  welche  schon  durch  die  Algebra  des 
Mohammed  ben  Muea  bestätigt  ist  und  wovon  man  einen 
moch  überzeugendem  Beweis  in  einem  andern  Werke  findet, 
dessen  Kenntniss  wir  L.  Am.  Sédillot  verdanken. 

Dieses  Werk  ist  ein  Fragment  der  Algebra  (gefunden  in 
dem  arabischen  Manuscript,  Nr.  1104  in  der  königl.  Bibl.), 
worin  die  Gleichungen  des  dritten  Grades  geometrisch  gelöst 
sind.  Sédillot  belehrt  uns,  dass  der  Verfasser,  bevor  er  tu 
der  Auflösung  dieser  Gleichungen  ging,  die  des  Problems  von 
den  zwei  mittlem  Proportionalen  gab,  welches  er  durch  iwei 
Parabeln  löste,  und  dessen  er  sich  sur  Auflösung  gewisser 
Gleichungen  bediente.  Hatte  der  arabische  Geometer  wahrge- 
nommen, dass  alle  Gleichungen  des  dritten  Grades  durch  die 
beiden  mittlem  Proportionalen  und  die  Trisection  des  Winkels 
•ich  auflösen  lassen,  welches,  wie  man  weiss,  eine  der  ehren- 
TOllen  Entdeckungen  Virta's  wart  Er  construirt  die  Wurzeln 
der  Gleichungen  von  der  Form  je* — ax — &  =  0  mit  Hülfe 
eines  Kreises  und  einer  Parabel.  Aber  wir  glauben,  dass  es 
•ich  immer  noch  um  Zahlengleichungen  handelt,  die  einzigen, 
welche  man  in  den  arabischen  Werken  und  bei  den  Neuern 
bis  Vie  ta  findet,  welchem  man  diesen  immensen  Schritt  ver- 
dankt, den  man  thun  mnsste,  um  zur  Idee  und  Betrachtung 
der  Biichstahengleichnngen  zn  gelangen. 

Trotz  dieser  Beschränkung  in  der  algebraischen  Spécu- 
lation der  Araber,  können  wir  doch  sagen,  dass  sie  nicht 
allein  die  Algebra  gekannt,  sondern  dass  sie  auch  die  Kunst 
besessen  haben,  die  Formeln  graphisch  auszudrucken  nnd 
ihre  Bedeutung  augenscheinlich  darzustellen;  eine  so  schöne 
wnd  werthvolle  Kunst,  welche  Kepler  bedauert  nicht  zu  ken- 
nen *°*),  und  welche  eine  der  schönsten  Erfindungen  Vieta's  ist. 


204)  Indem  Kepler  nicht  graphites  die  Eigenschaft  aus  der  Glei- 
chung des  «weiten  Graden  darstellen  konnte,  welche  das  Verhält- 
nis* der  Helte  den  regelmässigen  Fünfeck*  zum  Radius  des  um  ge- 
schriebenen Kreiden  gieht,  drückt  er  sich  so  aus:  Quomodo  affectio- 
uem  repraesentabol  quo  acta  geometrieol  JVsii/o  alio  id  doeeor  fa- 
cere,  quam  usurpando  f/ropttrtionem^  quam  quaero:  prineipium  pe- 
titur.  Miser  calculator ,  destitutus  omnibus  geometriae  praesidii*, 
kaerens  inter  sjtineta  numerorum ,  frustra  eossam  suam  respertat. 
Bor  unum  est  discrimen  inter  eonsiea*  et  inter  geometricas  delcrmi- 
nationts.    iUarmonices  mundt,  lib.  I,  f.  37.) 


hat  initarr  erlaubt ,  dut  dit  Araber  karki  Vbt 
die  (ilnihiitt(*rn  ttt  »weitea  Grad«*  biatasagigangr  *  ■•»"■ 
indiM  man  dits«  Meinung  ilnr.iaf  gründet,  Jj->  Filaataai 
nnd  Lucas  île  Uurito  lin  die«««  l'uakt  »leben  ç<Lli't 

i  -t   in  Zweifel  ifi»*i»,  u«  .  . 
dais    die   Aralier    «mi   (ileickuagen    i«m    dnil.  a    Or  si    kehaa 
dcll    babcn.      Kr  «tiiin  «eh  *«f  den   Titel:    Mgtbr*  .-»A-j. 
«cm    rtV    problcmatmm    ntlitlomm    m  »/«/rotas  ,     n«n   TIibt 
aeripu,  dan  dimh  dm  krrùktslrn  4j«liiH  .ta«   drai  Orint  *- 

hilft  hol  uuil  dAi  »irb   in  der  Bibliaihek  an  L 
tndel.»*«»     Dm   durch  Srdillul   ftefttadeae  FrjfBn: 
gebr.«  he,»l.ïli«l  dUe  Canjeclur   Mimtnrla't,    aad   Wldct  ■  •««** 
eilen    der   wî  ekligsten    i'niiWir.    m    der   Ce*cn,iraur   dtw  *■"*■> 
Bcbrri    Wi* 

Wir   (aimai  jedark   ftaçru,    iU*»    no»   Nirbti     it  in   h> 
haaptnng  aaiorifirt ,  du«  sia  die  aigebraiuhr  A  «fi  ••*■«;  «* 
Blli ■■■■§!■  de»  drille»  Cradr«,    d.  k.   dm  Anadrw  - 
Wnrseln   dieser  Gleiilmaeeti ,    ckunni  kitltra.       D. 
M*uo  script*    in    der  Dibiîotkrk   «a  Le  »den   *rkriat  m  fr«.» 
tbril  antuileulen,    da«*   darin   dir  Krde   i«l    ton    ikrer  awaaw- 
tfflufcll     Con  si  radian    Termine!«    drr    lata     ioJ,J 
»cknillc),    >i>  wi«  ia  dru  der  kôuijrl.  BiMi,.ihek   n    ! 

Die  Triften omrtrii-   in    ejaer   via    drajrni^ra    I  *~.Vi 
Mafbrntalik,    welchen  die  Araber,    weçen   ikrrr  Aaw  *-*«r 
auf  die    Astroniimie,     mil    der     grû'Mlen    Sar( 

A»rli    ecrrlaukl    aie    ibli<-n   die   laolreirhen    \  rr*.,IILe»l 

welche    ihr    ciue    Bene  lieslall  sabra    aad  aie  am  de«  J 
donjEcn  greipnrt  tu  achte  a ,  wrlr.be  die  Grieche*  aar  mü  i 
Müli'   gc-iu.irbl    habru. 

Dir  snUl  l'orurhrilU  in  der  Trig»ioa>c4ria  dit.m  ■ 
um  Alhattftaint ,  Prim  *on  Syrien  •*'),  wrlra-r  >■  I 
lebte  uiiil  y^H  starb.  Dip*n  ist  der  graaaw  V-tun«,  1 
i'Uilrmtiu*  der  Araber  frrn.innt,  der  die  ; 
bar«  Idee  kalte,  für  die  Chord.m  der 
(irirrken  in  ilirrit  Irignaeniriritrhea  tlerbaan 
die  halben  Chorden  der  dnppellm  Uofre  tu  *ak< 
die  StHttt  der  frearebenra  Big**.  ,.  I 
„bediente  «irk  aar  der  ctniri  t  herdea  aar  Erlntkurwaf  « 


205)    riaanarrl  Hai   »wir   einige   aarealwa    »«,    i 

auf,  «her  aar  ulrfce,  dl*  ■Ich  aar  <t*n  «weite*  i.r 
2M)  ll..f  ort  et*  MatUmatiqm  ,  X.  I ,  »  UVI 
MTi    Iwr    ri£rn!ilLM  Xaa>*  «iHW  C«    < 


<a  MrwroUailea,   t»'*ren    war, 
Htmata  AUHtctuiiu  fitaiMin. 
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'Beweise,  aber  wir,  wir  kaben  die  Hälften  der  doppelten  Bö- 
*gtn  genommen."***) 

*  Albategnius  ist  sa  der  Fondamental -Formel  der  spbari* 
"riseken  Trigonometrie  gekommen:  co«.  «  es  cot.  6  .  cos.  e 
[:+  sin.  b  •  sin.  c .  cof»  -4,  toi  der  er  Tersckiedene  Anwen~ 
1  dangen  markt.  *••) 

;.  Man  .findet  in  seinen  Werken  die  erste  Idee  an  den  Tan- 
genten der  Bögen  und  den  Ausdruck  : ,    dessen    sich 

W  ö  C08IQU9 

die  Griechen  nickt  bedienten.     Albategnins  führt  sie  in-  die 
Aecknung  der  Gnomonik  ein  und  nennt  sie  den  ausgedehn- 
tem Schatten.    Dieses  ist  die  trigonometrische  Tangente  der 
IVenern.    Man  sieht,  dass  Albategnins  doppelte  Tafeln  hatte, 
solche,  die  ihm  die  Schatten  gaben,  welche  den Souneuköhen 
Mrrespondirten ,  nnd  solche,  die  ihm  die  flöhen  gaben,  wel- 
che den  Schatten  correspondirten  ;  d.  k.  die  Tangenten  der 
Bögen  nnd  die  den  Tangenten  entsprechenden  Bögen.    Aber 
diese  Tafeln  waren  für  den  Radins  12  berechnet,  wahrend 
die  der  Sinns  für  den  Radins  60  galten;  woraus  keryorgekt, 
dass  er  nicht  die  Absicht  gehabt  bat,   diese  Taugenten  in 
die  trigonometrischen  Recknnngen  einzuführen.*10) 

Dem  Abu  1  Wefa  und  lbn  Jounis,  welche  ein  Jakrhun- 
dert  nach  ihm  lebten,  verdankt  man  diesen  Schritt. 

Abu  1  Wefa  (937—998)  definirt,  nachdem  er  die  Theorie 
der  Sinns  auseinandergesetzt  kat,  andre  trigonometriseke  Li- 
nien, „welche  er  in  seinem  Werke  anwenden  werde,  um  sich 
derselben  znr  Auflösung  Terschiedener  Probleme  der  sphäri- 
schen Astronomie  zu  bedienen." 

Diese  sind  die  Tangenten  nnd  Cotangenten,  welche  er 
mmbra  versa  nnd  umbra  reeta  nennt,  nnd  die  Secantenf 
die  er  diametri  umbrae  nennt. 

Abu  1  Wrfa  kat  seine  Tangenten -Tafel  für  den  Radios 
s  60  berechnet,  er  hat  aber  keine  für  die  Secanten. 

Man  besitzt  diese  Tafel  der  Tangenten  nicht}  aber,  was 
wichtig  in  wissen  ist ,  es  war  eine  bestimmte  Angabe  fur  ihre 
Einführung  in  die  trigonometriseke  Rechnung. 

Diese  glückliche  Revolution  in  der  Wissenschaft,  welcbe 
diese  zusammengesetzten  und  unbequemen  Ausdrucke  durck 
Sinus  und  Cosinus  verbannten,    fand   erst  500  Jakre  später 


208)  Delaabre,  Histoire  de  V astronomie  du  moyen  â*e,  p.  12. 

209)  J//M.,  p.  21,  164.  Man  weiM,  dans  die  entsprechende  For- 
Ml  cos.  A  — sin.  B  .sin.  C  .cos.  a — cos.  B.cos.  C  sich  von  Yieta  her- 
leitet, der  sie  1503  In  seinem  Vnriorum  de  rebus  matkemuUicis  re- 
eponsorum  üb.  oetav.  gegeben  hat. 

210)  Dtiambro,  Histoire  de  l'astronomie  dm  moyen  d§e9  p.  17- 


bei  den  N-in'in  st«t.  Man  M-hr*.k  die**  Ehr»  *Vm  1 
m» ni ju im  sa,  und  beinahe  ein  Jahrbnadert  >»At*f  ■■ 
Caperaicn*  nneh   nirlil. 

Ibn  Jouais  (979  —  1008)    hedïenl*   air*   a»**    «W  1 
çenleo    «ad    Catangeatea    und     hait*    ««eh    fîungi  ■iwtl  tl 


Lin 


"ï 


halle  den  ernten  Odaahen,  ïlitr-b-f ■  •  h  h 
un,  welrhe  die  Formel*  TtreiafarbiV»  nnd  d-r  Aoc. 
■Irr  QiiAdraiwnrsrlu,  dip  dir  .Mrthuden  se  niti<u  *i 
«-iitholipii.  Diese,  JTcfrPttwiirti»:  mi  (ehrmi-kÜ.  k<  s  Il  -! 
des  ('nlcol-i.  sind  Inné*  Zeil  in  Knropa  nnbrkmal  pril 
und  mail  findet  dimia  er-t  700  Jahn-  «pâirr 
in  dm  Werken  BhapMl'l  (  Delambre ,  HiMnir*  dr  ti 
momie  tltt  mni/m  âge,  p.   166). 

Die  ■•Hriaéat  TriEinum'lrie  tn-Jtnkl  (Itkwr,  < 
Astronomen,  Ml  den  man  annimmt,  dm»  tv  mm  1040  i 
h.-ibe,  dir  Formel  coi.  C  =  »in.  li  .  ro«.  r ,  welrb*  À*  I 
von  den  sechs  Fnnm-Ia  für  i!i-  Anflösan*;  d< 
Drritrke  ht,  •»)  Die  s«*haie ,  mm.  a  =  c«.  B  .  mar.  C, 
fais  mm  Hiii*n  Jahrhundert  unbekannt  geai"  '>-n  -,  wêê* 
■Unkt  sic  Viela. 

ni*«*    beiden    Formeln    sind    dip,    wlrJtp     »nie    * 
Winke]  itt  Dreîedu  enthalten.     Dm  Britta—  «tu 

Tii-r    mlflt,     welrhe    hinreichend    waren,     wpi!    »irh 
Anvrndn»!;cn     der    Trimnomrlrie     auf    Astranami* 
ItM   Mt   <lrri    Winkel    bekannt    waren,   airhl   darbot. 
KMM     sind      die      hauptsächlichsten     V* 

welch*  die  Trisonorortrie  durch  die  Araber  erhalt*«  k. 

Sie  konnten  daher  die  Aslranamie  mil  I 
Anrh  sàhli  man  pin*  pr»«c  Amahl  mo  anthiarb*«  t 
■li*  itoh  dieser  WUaenschart  widmeten.  Wir  fcamm 
hier  nicht  re-n  dro  PortmmrtttM  »u  Speechen.  Jk  M 
machten]  und  wir  wollen  nneh  eîmee  Wurir  t-i  «Vt 
ihrer  Anwendungen,  »en  der  (■»•■euïk  ut'i,  4m 
'îrnnd*  nnr  eine   Anfgah*  der    : 

Dip    Anilirr     l*Et*n     pJB*    p 

•trnrlinn    der   Sonnenuhren,     da    dienes    beinahe    ih 
H  II-  I    inr   Zfittncs>nnjr   war.       Sri!    drm    «"«•li    II 
liilirn    ..irh    bprfibmie  Geanptrr   damit    l.rwh     ; 
k'inil    lietirheu     »if -h    anrh    ohar    ZwriM    die 
ru    Alkindn»,     hctilrll:      De    karnin&mrum 


ïin  IMMtr«.  WiltUt  4* l*ttr*mmmU  êm  mm*m 
»11*  Wir  HMm  il  «ni  r  ttf  krlitm  se* h 
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description*  und  De  korologio  horizontal*  prmestantiore ; 
■ad  die  beiden  folgenden  von  Thebit  ben  Corah:  De  horo- 
ntetria  seu  horis  diurnis  ac  noctumis  und  De  figura  U- 
ncarum  quas  gnomometrum  (styli  a  pieu  umbra)  percurrit. 
Dieser  letzte  Titel  scheint  anzudeuten,  dass  Thebit  sich  der 
Betrachtung  der  Kegelschnitte  nur  Construction  der  Sonnen* 
nkren  bedient  habe.  Wir  sehen  diese  Methode  noch  von  ei- 
Bern  andern  arabischen  Geometer  des  13ten  Jahrhunderts  auf 
Terständige  Weise  angewandt.  Bei  den  Neaern  hatte  Mauro- 
Iichs  die  erste  Idee  daron,  der  dabei  in  seinem  Werke  eineu 
Charakter  ?on  Originalität  entwickelte,  der  ihm  alle  Bhre 
macht 

Der  arabische  Schriftsteller,  dem  die  Gnomonik  am  meisten 
schuldig  xu  sein  scheint,  ist  Abul  Hassan  Ali  Ton  Marocco, 
«1er  sn  Anfang  des  13ten  Jahrhunderts  lebte;  sein.  Werk  hatte 
den  Titel:  Dom  Buch,  welcheê  den  Anfang  und  den 
Zweck  vereinigt  j  weil  es  aus  swei  gesonderten  Theiien  be- 
sieht, deren  erster  eine  Behandlung  des  Calculs  und  der 
sweite  der  Instrumente  und  ihrer  Anwendung  enth&lt,  Se. 
dillot,  dessen  zu  frühen  Verlust  (1832)  die  Mathematik  und 
die  orientalischen  Sprachen  betrauern,  hat  eine  Uebersetzung 
dieses  Werks  geliefert,  welehe  unter  dem  Titel:  Traité  de» 
tnstrvmens  astronomiques  des  Arabes  (2  Vol.  in  4.,  Paris 
1834)  Ton  seiuem  Sohn  L.  Am.  Sédillot  herausgegeben  ist. 

Dieses  Werk  ist  eine  rollständige  und  sehr  genaue  Be- 
handlung der  Gnomonik  der  Araber.  Es  enthält  mehre  neue 
Sachen,   welche  Erfindung  des  Abnl  Hassan  sind. 

Man  findet  darin  zum  ersten  Mal  die  Linien  der  glei- 
chen Stunden,  wovon  die  Griechen  keinen  Gebranch  gemacht 
haben.  Es  scheint,  dass  diese  Neuerung,  welche  von  den 
Neuern  festgehalten  ist,  demselben  Autor  gebührt,  denn  er 
sagt:  „Dieses  bildet  einen  Theil  der  ungewöhnlichen  Dinge, 
die  wir  in  diesem  Werke  geben,  als  ein  Resultat  unsrer  Me- 
diUtioneu  und  Reficxionen."  (Lib.  III,  Cap.  XIV.)  Er  giebt 
mit  der  grössten  Genauigkeit  die  Linien  der  temporären  Stun- 
den (die  auch  antike ,  ungleich****),  jüdische  genannt 
werden). 


213}  Diese  Stunden  waren  unter  einander  gleich  wthrend  eineu 
Tages,  aber  ihre  Dauer  veränderte  «ich  von  einem  Tage  nom  an- 
dern, weil  sis  Immer  der  swölfte  Theil  der  Zeit  waren,  welche 
swiftchen  dem  Aufging  und  Untergang  der  Sonne  lag.  Die  diese 
Htunden  hex  eich  nenden  Linien  waren  sehr  wenig  you  der  geraden 
Linie  verschieden,  ko  wie  es  Delambre  durch  die  Rechnung  nschge- 
wtmnm  hat  (Histoire  de  V astronomie  ancienne,  T.  II,  p.  481).  Aber 
dl«  Natur  dieser  Linien  ist  noch  nlcU  bekamt»  *w  kirnte  den  0s- 


I 


In   dem  XXVI«ten    «nd    dm  fnlcendra    Knpilrln,   betdil 
Bestimmung   des  Parameter»  und  der  Haupta*e  der  f\ 

raltelett  für  irgend  einen  Punkt,    wendet  A  ,. 
Eigenschaften   dir  Kegelschnitte   an,    um    dt«  liägm    in  Te 
eben   m   beschreiben.      Er   berechnet   die  Farw 
Axen  dieser  Curren,  als  Functionen    derfirtil 
Declinftlion  der  Sonne  und  der  Hohe  d^s   Giinmen*. 

Dieser  Theil  des  Werks  beweist,  dis«  drr  Geemetrr 
Astronom    Alinl    Hassan    ein    Mann    Ton     Verdien-.!    war. 
çielil  ftir  seine  Regeln  keinen  Bewein«  jedoch    : 
etthe   in  einem   Werke  über  Kegelschnitte ,    ereJafcei  « 
verfasst  hat,  linden.     Delamhre,  der  diese  ganje  grünen 
Partie  im  Werke  des  Alml  Uussau    grfmdlii, 
findet    sie    weit    vnrcuglicher,    als    die    von    Ommudie, 
Cla»ius  gegebenen  Vorschriften,   *-l,  : 
gen   nnd    Zeichen    mit    Hülfe    der   Theorie     di  : 
zeichneten.     Jedoch  gesteht  er  »,    dass  die    .: 
bischen  Geometers    noch    nicht    alle    ili 
deren   sie    fähig   sind.      Er    benntil    i 
mung    des    Parameters,    was    die    Rechnung    unuütter  1 
conptirirt  der    verlängert;    denn    der  Ausdruck    des  Tat 
tera,    auf  die    nnentbebrlieheji    BJKB« 
hängig  Ton  der  Polhöhe  und  enthalt   nur  du-    Il 
die  Üiilie  des  Gnomons,  so  wie  es  Delamhre    ., 
ist  dieses,  wie  er  sagt,  ein  sehr  merk 
für  die  Gnomouik  Ton  hinlänglicher   U 
es  von  den  Autoren,  die  für  die  Beschn 
Zeichen,    Te.rrac.gc    der    Eigenschaften    de 
cnrnnlicirtc  Methoden  gegeben  haben,    n 
l.en  konnte.»») 

Dieses   Theorem,    geometrisch    nnsgedriiik  :  , 
alle  Schnitte  eines  geraden  Kr  geh ,  Weiche  dm 
dit   gleichwcit  vom  Scheitet  entfernt  und,    gcoüdet  wer- 
den, denselben,  Parameter  haben. 


genstand   einer  (Hinsehen   analytischen  Anfcabe   liefern,   die  «h*  xd 
falgcnile   rciinilreii   würde: 

Wenn  man  sirli  auf  einer  Halbkugel  mehr»  Krelthtntm  dmkl, 
deren  Ebenen  unter  einander  parallel  und  geuen  dir  Kmene 
UnKrtUtf,  dtr  die  Baxil  der  Halbkugel  bildet ,  geneigt  <«/:  •"* 
v.enn  diese  parallelen  Kreishflyen  nach  einem  gegebenen  ITriittniu 
gel  heilt  Verden,  so  bilden  dir  fheilungtpimkti  eine  Currt  J-fj-!"rr 
Krümmung .  welche  auf  der  Halbkugel  tieft.  Legt  man  wem  i(«t» 
41m  Curv*  einen  Kegel,  itesten  Scheitel  der  Mittelpunkt  der  Ral'* 

kugeliül,    tn   wird  der  Schnitt  dieset  Kegeln  dürr  h  eine  f.;m  tit 
Linie  der  gleichen  Stunden  «in. 

214)  Butoire  da  imtrvnovtie  du  meytn  dge,  f.  536. 
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Diese  Eigenschaft  des  geraden  Kegels  findet  anch  beim 
kiefen  statt.  Das  folgt  ans  dem  schönen  Theorem  des  Ja« 
ib  Bernonlli,  welches  wir  hei  Gelegenheit  der  Kegelschnitts 
»  Apollonius  angeführt  bähe»,  nnd  dessen  er  sich  bediente, 
n  die  Parameter  für  die  Schnitte  eines  schiefen  Kegels  (in* 
rm  er  die  schneidenden  Ebenen  senkrecht  gegen  das  Axen- 
»eieck  annahm)  zu  bestimmen. 

Man  schreibt  dem  Mahomet  Bagdadin,  einem  Geometer 
m  lOten  Jahrhunderts,  eine  elegante  Abhandlung  über  die 
inlbeilnng  der  Oberflächen  zn,  welche  Ton  Job.  Dee  nnd 
onmandin  fibersetzt  wnrde.  ■**) 

Dieses  Werk  hat  znm  Gegenstand,  eine  Figur  durch  eine 
iter  gewissen  Bedingungen  gezogene  Linie  in  Theile  su 
ertheilen,  die  gegebenen  Zahlen  proportional  sind.  Bs  be- 
eht  aus  22  Sätzen,  von  denen  sich  7  anfs  Dreieck,  9  anfs 
iereck  und  6  aufs  Fünfeck  beziehen.  Der  Verfasser  giebt 
e  nnter  der  Form  Ton  Problemen,  wozn  er  Auflösungen 
eferl,  die  er  hernach  beweist. 

Seiner  Natur  nach  ist  dieses  Werk  die  Ergänzung  eines 
fcrks  über  Geodäsie  und  ist  auch  von  allen  neuern  Geome- 
im  in  ihren  Behandlungen  der  praktischen  Geometrie  nach- 
snhmt  worden. 

Dee  nnd  Commandin  glaubten,  dass  diese  Arbeit  von 
inclid  herkommen  könne,  welcher  nach  dem  Berichte  des 
roclus,  in  seinem  Commentar  zum  ersten  Buch  der  Eie- 
lente,  auch  über  die  Theilung  der  Figuren  geschrieben  hat. 
liest  Meinung  wird  von  Savilius  nicht  getheilt  nnd  seitdem 
il  die  Frage  unentschieden  geblieben.  Wir  sind  sehr  geneigt, 
ies  Werk  einem  griechischen  Geometer  zuzuschreiben;  dem 
iuelid,  wenn  man  will,  da  Proclus  von  ihm  einen  Tractor 
um  de  divUionibus  anfuhrt;  denn  es  ist  wegen  seiner  Form 
nd  wegen  der  Reinheit  seines  geometrischen  Stils  vollkom- 
ten  den  Werken  der  Griechen  ähnlich ,  nnd  keineswegs  denen 
er  Araber,  welche,  die  Wissenschaft  der  erstem  mit  der  der 
ider  vereinigend,  den  algebraischen  Calcul  in  ihre  Geometrie 
inffthrten  und  ihre  allgemeinsten  Sätze  an  numerischen  Datis 
ewiesen  nnd  (nicht  in  dem  Zustand  derjenigen  Allgemeinheit 
nd  Abstraction ,  welche  sich  in  dem  genannten  Werke  finden. 
Vir  fügen  noch  hinzu,  dass  die  Griechen  seit  den  ersten 
leiten  der  alexandrinischen  Schule  über  Geodäsie  geschrieben 


215)  De  euperfleierum  ditrisionibue  liber  Mackometo  Bagdedimo 
iscripiü$.  Nunc  primum  Jonnni*  Dee  Lotuttnensiiy  et  Federici 
'owtmmndini  ZJrbinatig  oper»  in  iueem  editus. 

FtdettciCommmndini  de  eademre  Uèeiime.   Pisami  ltfQ,  in  4 
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ne   vir  m  «tu  rineai  roi  YrUiri 
trk  4n  ûlirni   Hm  »flr«;    uad   jw,    « 
Wirk     />e     àklJlim  Ami    m/ier/teterum     trk*U 
■iMM  ritieLin'ke   |«««M  w.ire,  wrlcne  di«  \ -llr-iJ**. 
Werke   Dirlit  un i une li mm  gcKâlm». 

llio  Oplik    i-t    l»i    den   Arakrrn   *an  «kr  vielen  . 
henandell,    von   denen    d«    brrûkmtMie    Alk  «-m    i»t_ 

:  m  anl    nu«  ((«kämmen  i*(  ut),    enpaeklt   »ick  4 

gfJlfcfW    iillil    ausfredrkul*    IîrlrJrk(BB;rti    der  I . 

Wemrrkt    man    darin  die  Auflösung-  einer  Anfp-nW,   «einWI 
il  rr  Auiltiis  von  einer  Gleiffcn  v.Jm  allant: 

Es   hauikll  »ich  darum,  den  ïlrfleiieuspankl   *■'  ein««  m/H 
■: (gel   in   CmJrn,     »m«    d-f  Ort    de*    An;**   «Ml  «1 
"U    sind.       Diene*   PrnLIei 
neuere  (ieoiiielrr    ■Mtljnftigl ,    "a    •!*   Slnir,     H»*g*W,  1 
row,   Manjuii  von  Lbnpil.il,  H.  Siuuan,     Ht  iMiier*  k* 
en    il n ri- Ii    reine   (tromelmehe  Betraciinnfea  fftfl 
(  Section  um   rnnicarum  libri  V,   Aupradii,    | 

Man  haï  nriiliiiilii,  das*  d.i-  Werk  du  Alka***  dw  I 
tik  des  rmlemani  narh  geahmt  «ira.  Dieaen  m  dite  I 
Mnnturla'x.  Aber  Delambre,  «l>  si  rieh  er  i 
(ïnuulrn  dir  Hrirchru  eingenuininrn  ist,  tb>  I 
er  si;»  «  lu  ios-ir,  dar.«  es  mâclirh  i.t ,  Alhnaen  k»U*  aat  «» 
von    Plnlcmnit*    Rnr   nîdit  rrkMkt,    »ril    *U>    - 

!',m  g«  aber  «H  ihm  ««Ile.  dn*  Wam4 
Aln-i«r-n  mnehl  den  Arabern  Enre,  «ad  wir  nt«**r»  «*  a»  d 
G  m  n  il  Inge   untrer  H<-na(aine    in   der    Optik 
pnlnitrlie   (iromrter  Vilellio,    einrr    drr  «irtrWtrnt**  dna  ] 
j.ihrknnderts,    haï    nu»    demselben   mit  Malien    |_ 
neig   Werk    der    Optik ,    dan   enl«,    wrlrke*    em 
li'cuni-'f-r   hnl  ertrbelnen  U**en,   ■■   verfaßten. 

Dem   1,.   Am.  Këdilli*  verdankt  nun  di»  aewar»  K« 
eines  Original -Werka  der  Àrakar-  Trmité  dn  ■ 
métriiptei,  pur  Umtaa  km  Uaiibem.  *'•) 


.____  j  »trrmtimm 

UM  ite-rai ,  a  rr,  «tuera,  (<i  fui. 

217 1  HMptn  4rfatlmtiiml*mmH*n»r,  T.  II.  f.  «Il 
Hl]   v„.lv>l,^r»i.iMi|./.iill.   tu«. 
Dil  Aneenrin,   «.«hob   MMfl    I 

Ht  tM   Sit*  iHl   1*44  4nUrt;  •*■   nna*   «la*  aahM  aat**.   a— 
f  l.-«.  M-.:  kn>    Werken   i>  dam  UIMMàtn  Naaa»- 

kuni(i    llMarferfc.    M-Uto«   tenant».«  ■!»*-»   ".«■»   ■  1  —  1  « 
taan ,    «ua  «Wim  *!•  ■«•   «a»  •***  n«UMi  r~"niiî  AnT  ■ 
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Dieser  Geometer  florirte  um  das  Jahr  1009  and  starb  tu 
-o  1038.    Er  schrieb  einen  Commentar  über  den  Almagest 
einen  andern  über  die  Definitionen,   welche  in  Anfang 
Elemente  Euclid's  stehen. 

Sein  Traité  des  connues  ist  in  zwei  Bûcher  getheilf. 
as  erste",  sagt  er,  „enthalt  yollkommen  nene  Dinge,  de- 
Gattung nicht  einmal  von  den  alten  Geometern  gekannt 
;  und  das  zweite  enthält  eine  Reihe  von  Sätzen,  welche 
en  analog  sind,  die  in  dem  ersten  Bach  der  Data  ent- 
eil sind,  die  sich  aber  nicht  in  diesem  Werke  Euclid's 
en." 

Unter  dem  Titel  der  Prolégomènes  beschäftigt  sich  der 
fasser  mit  einer  metaphysischen  Discussion  über  die  De- 
tien  der  connues  ^   ihre  Abtheilungen  nnd  Unterabtheilun- 
,   und  über  die  Natur  der  Quantitäten,  auf  die  sie  sich 
iehen. 

Diese  Präliminarien,  sagt  Sédillot,  welche  den  Geist  der 
ehrten  ans  der  Zeit  des  Hassan  ben  Haithem  charakteri- 
m9  gestatten  hinlänglich,  genau  die  mathematische  Philo- 
»fcie  der  Araber  zn  würdigen. 

Aber  der  gelehrte  Uebcr9etzer  belehrt  nns  nur  über  den 
fang  dieser  Prolegomena,  und  wir  sehen  es  nicht  ein,  wei- 
ss die  Anwendung  dieser  subtilen  Distinctionen  auf  die 
tse  der  Geometrie  sein  könnte,  die  das  Wesentliche  des 
erks  ausmachten.  Ohne  Zweifel  bezogen  sie  sich  auf  die 
9*  selbst,  welche  der  Verfasser  den  Aussprüchen  seiner 
Use  gegeben  hat.  Zeigen  sie  aber  den  Nutzen  dieser  nn- 
iwöhnlichen   Form    und   den   wissenschaftlichen   Charakter, 

wie  die  wahre  Bestimmung  dieser  Sätze  I     Das  ist  gerade 
ts,  was  zu  wissen  toii  Wichtigkeit  wäre. 

Diese  Form  ist  dieselbe,  als  die  der  Data  des  Euriid, 
>  dass  dieses  Werk  eine  Nachahmung  nnd  eine  Fortsetzung 
»  Data  des  griechischen  Geometcrs  ist;  jedoch  mit  dem 
ater  schiede,  dass  die  Sätze  des  ersten  Buchs  „durchaus  nene 
sehen  nnd  solche,  deren  Gattung  selbst  deu  Alten  unbekannt 
ar",  sich  auf  örtliche  Sätze  bezogen,  während  die  des  Eudid 
»wohnliche  Theoreme  waren,  in  denen  Ailes  bestimmt  ist. 

So  war  in  den  Datis  des  Euclid  der  Zweck  eines  Satzes 
er,  zu  beweisen,  dass  ein  solcher  Gegenstand  (Punkt,  Ge- 
nie oder  Quantität),  welcher  aus  einer  solchen  Construction 
der  aus  solchen  Bedingungen  folgen  mnsste,  Toilständig  be- 


ber die  Auflösung  der  Gleichungen  des  dritten  Grades  ftt  nnd  daher 
hws  der  wichtigsten  Monumente  für  die  Geschichte  der  Mathematik 
ti  den  Aratern  bilden  wird. 

6«ich.  der  Geom.  ol 


r;    und  de*  Werl«   nnd   die  Lngc  diese* 
des  m  lir*limiuen. 

Diese«  ist  auch  dir  Zarrck  Im-ï  des  Silsen  dn  «rsw 
Buek*  der  coubh*»  »«"  Ha**n«  ben  Haitkrm,  nber  m  bsk> 
del  »ich  darin  bei  jed<r  Angabe  eine  Unkest  uns!  k*.l  an 
din^inff,  welche  aus  der  Beu-ncbina«;  ai«* 
Ort*  entsteht. 

Diese  Siitie  sind  doppelter  Art. 
i;    i    !•■   ersten    bandelt  M   »i.k  darnm ,    ta 
ein  Milrh.r   0r*   vollkommen  bekannt  ist,    w-nn  er 
AulViii.ii'ili'ilolw-f    von    l'niiklm    grliilitet    wird,    dar    I 
«riMf  Beéiig*ngti    •"■stimmt    eins],   uad    du-   dirwets 
■JUalkar«  t'm.*litirtion  diese«  Ort»  s»  psben. 

Ili't  ,\u*-|>ciirk  eine«  Snl>e«  di«~*T  Art  :•(  fsl 
Wenn  man  von  zu-ei  der  Laee  uaek  btkawnten 
ten  tri'i-f  gerade  Linien  tickt,  die  »rA  /'« 
Kkneiden  ,  ipq  *»V  einen  bekannten  H  iniel 
man  darauf  die  eine  die*er  Linien  gerade  Jmtt 
und  i/'ii  ferhattnit*  dirter  Linie  ;*  rarer-  /" 
ebenfalls  bekannt  ilt ,  10  wi'rrf  i/-t  Endpunkt  m*f 
Peripherie  einen  h'rei-et  ton  bekannter  Lmg*  tmf 
(Lib.    I,    Prep.    VII.) 

Bei  allen  diesen  S.itiea  i*t  drr  freaaV tri eek*  Ort  4*  | 
rade  Linie  oder  der  Kreis.  Sir  srkriaesi  ■■  Aikp^asaas  l 
drn    Loci*   plant*  des    Apnllania*  rata  tun  mm. 

Bei    den  Saiten  der  zweiten  Art    ist  es   niebt  tm  pm 
Iriseke    Ort,    den    man    bestimmen    will,    sandrrn    üi»nd  ■ 
nndrr   Buht,    die   sirk  darauf  briirbl   and  die,    trrasaj«  — 
Unbestimmtheit   in    den   Ite«tim munden    d-r   Canstrsjrtssn, 
rmilirh    rielen    Punkten   «der   Linien    STsarissrkaiiisrn   wé 
sWafMi 

Wenn    ton    zwei   atck    berührenden   Ai 
innerhalb  de»  andern    liegt    nnd    irr«»    asa 
m»m    hreiM    eine   Tangente    zieht,    it.-rrn   hndpmmlt   |< 
der   Hcrvhmn-'punkt)    Mich    in    der   Peripherie   er* 
»ern    KreUe*    befindet;    und   m  va«    man    d 
mit    dem    Berühr ungtpunkt    drr    beiden    Kreide 
««   er  dar  FfrkSttmilM   ./■•■•er   letUern  Linie 
ein   Inkunnte».     (Prsp.    \IV) 

Dieser  letsle  Sali   nnd  die  ran  derselbe:-, 
man  sieht,  in   der  Weise  der  Tsrismrn  den   Es.  Iid,  ■«■ 
Tan  R.  Hims»a   anfrefaft  wurden. 

Die   System,   wHehe  di- 
bestimmende  Saehe  der  gramem».  )•< 
Idee,    wrlrhr     mr    an*    rea    der    Vunr    and    der    •«•»•« 
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immung  dieser  Porismen  gemacht  hatten,  bevor  wir  dieses 
erk  des  arabischen  Geometers  kannten.    (S.  Note  III.) 

Dieses  Werk  ist  bis  jetzt  das  einzige,  welches  uns  eine 
aalogie  oder  wenigstens  den  Schein  einer  Analogie  mit  dem 
rühmten  Bnch  der  Porismen  von  Enelid  geliefert  hat.  Die- 
r  Umstand  giebt  demselben  in  nnsern  Augen  den  Werth; 
id  die  Entdeckung  dieses  Werks,  wodurch  gewisser  Maassen 
b  Meinung  des  gelehrten  Geometers  Castillon  bestätigt  wird, 
sicher  glaubte,  dass  das  Werk  von  Enelid  noch  im  13ten 
hrhundert  im  Orient  existirte,  lasst  uns  wenigstens  hoffen, 
ter  den  zahlreichen  arabischen  Manu  s  cri  pieu ,  die  bis  jetzt 
ich  ungekannt  in  den  Bibliotheken  liegen,  einige  Spuren  von 
eser  Lehre  der  Porismen  zu  finden.  Wir  wissen  nicht,  ob 
diese  Theorie  ist,  auf  die  sich  ein  Werk  von  Thebit  ben 
>rah  bezieht,  welches  wir  unter  folgendem  Titel  in  dem 
Atalog  der  orientalischen  Mannscripte  der  Bibliothek  in  Ley- 
m  aufgeführt  finden:  Datorum  sive  determinatorum  liber 
ntinens  probiemata  geometrica.  Dieses  Werk  empfiehlt 
:h,  durch  seinen  Titel  und  wegen  des  Namens  des  Verfas- 
rs,  der  Beachtung  aller  Geometer,  welche  das  Arabische 
rstehen. 

Alle  Sätze  des  zweiten  Buchs  der  connues  sind  in  der 
eise  derer  beiEuclid,  aber  von  diesen  verschieden;  sie  ge- 
ren,  eben  so  wie  diese,  der  elementaren  Geometrie  (der 
raden  Linie  und  dem  Kreis)  an,  mehre  jedoch  bieten  einen 
►hern  Grad  von  Schwierigkeit  dar.  Es  sind  solche,  wie 
an  sie  heute  den  Schülern  als  Vebungsbeispiele  vorlegt, 
»nn  diese  schon  die  Elemente  der  Geometrie  inne  haben. 
ir  fuhren  folgende  an: 

Wenn  man  in  einem  Dreieck  ,  dessen  Seiten  und 
rinkel  bekannt  sind,  eine  Linie  vom  Scheitel  nach  der 
asis  zieht,  und  wenn  das  Verhältnis  s  des  Quadrate  die- 
r  Linie  zu  dem  Rechteck  aus  den  beiden  Segmenten 
ir  Basis  bekannt  ist,  so  ist  auch  die  Lage  der  gegebe* 
m  Linie  bekannt.     (Prop.  XV.) 

Wenn  man  durch  zwei  angenommene  Punkte  auf  der 
eripherie  eines  Kreises,  der  seiner  Grösse  und  Lage 
ich  gegeben  ist,  zwei  gerade  Linien  zieht,  die  sich  in 
nem  andern  Punkt  dieser  Peripherie  schneiden,  und 
enn  man  das  Produkt  der  beiden  Geraden  kennt,  so  ist 
de  dieser  Geraden  der  Grösse  und  Lage  nach  bekannt» 

'rop.  XXII.) 

Wenn  man  zwei  Kreise  ihrer  Grösse  und  Lage  nach 
mnt  und  man  zieht  eine  gerade  Linie,  welche  beide 
reise  berührt,  so  kennt  man  auch  diese  Gerade  ihrer 
rosse  und  Lage.  (Prop.  XXIV  u.  XXV,  die  letzten  in  Werk,) 
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..All*  diea*  Dinge" ,  aaRt  um   Kad*  IIa-.*«   Wal 
«iiid    m    bedMiirmieni  Naîtra    für    die  Aeflaewax    l 
Man  Aufgab«  um!  sind  von  keiacm  der  älu 
■agi  wafÄ 

Wer»   Vertical,    seiner  Natur  na« 
ftata    und    ilic   f^tr-fraiit/it     dra    Knrlid    und    die   J 
de«     A)<«llnnimt    einer   8*llt,     and    iw 
H.  Siiuoon    und  Stewart   andrer  Seit«    (re«lriit   m   warte 

«tWUl,     WÎ«    diese,     CBna/tiVmewrV    der   'IrrnUnt   lieaa 
wrlchr    aar    Krleickterim*     der    Aufluiaiic     Iva    Aafçtkani   1 
alirortii    sind. 

Man    lint    in  diesen  Werk   des  Ila«aii   be*  Hatiaana  • 
Anal..«;.-    mit    lier    Geometrie    der    Lape,     wie    aïe    D'Aieaal 
and   C*rMl  TcrKtAnden  kabea,   in   finden   fclnabt.      Aber  «w 
können   uii-hl  eine  anlcbe  Analosii-  i«i«rh*a   .irr  Mriaaaaj  I« 

D'Aleinlirrt,     Wrlrher     irlt.«!     darin     rinr    Rra" 

N.iiiu-    iIt    Algebra   entgegen    wäre,    erkannte  "»>,     x«  — Vi 
der    G4ométr»€    Hf    pn.-iiio*    van  Carnot   and    laimkan  Aaa 
Werk«    de*    nr,ilii-rli>-r!   DnikImi  rrkenaen.      CarsM    hat   n» 
seiner  tiYoïnftrî«  drr  Lage   b.i«nt«ärklirk   im   Aae^,   du 
i     H<-,»a/M  <■« ','itinl  tatm  dartuMrllrn  ;   uaJ  d 
m'ini'   <l>r  Lag«   »-ir  in   «einem  Sinne,  and   ia   der  Taft,  a 
die  «Tewohnlirhr  Ontnrtri',   in    wrlrh<-r,    aarfc    di 

1   u,  riu  rtniigrr  Hrweia,  der  an   narr  k 
lijjgiitk    allgeaefia   Plgaf    «»»«rföLrl    ist,    tick    an* 
and   ohne   net«   Hù1f<miitrl   auf  jede  andre  Fem  4tr  I 
an»  m  ihn   lassen  miliar.  **•) 


2t9)  „Va   wäre  «n  wf>a*chen,   aaaa  aus 
■i»r  FraMeaa* 
*v  ■!•    on-mrn  Taril..   aua»erord>ntiLra   i 
Urr    /n.r.ii.it   iifi.i   dir  K*mr   1er  Anarrata   »<.kr.an   r*  and 

•Utlrn.  "     <t:*rxrtnp<-.di*,    Art.   .Mtn«th>a.) 

0  Ptaaea  war  rlnr  «IrVlIrl»  Xroeraaf ,  dir  eiaaj»  J 
aar   awd  Mai  nein  ati  1er    «irr.    nicht  rrla*ai  hattm.    < 
irtrtr  au  dem  aaacteJIea  üraetutaed  INrer  Aii*in 
r    it.tr-   Ilrr.iLnÜicU    vriaaakrn.       Wir    lar—iaa    r    _    _ 
und   Ktewarl,    welrhr   ffir   rlnrn  (Uta  oben  M  Viele  Wrmriwm  I 

>f  he«rU"<*e  F«j"r,  darrk  die  Tnlaanaaa  *•*  « 
i*en    l.aee    ihrer   Thnle.     v*f  ai  hMrae   Karaten    i 


Oai 


■  /,11-iii.d  l 


dca  Sit*  aa  eiawr  Flawr,  h  aaa at- 


■i  taa   .-in    u'..r.i.i 


»»«en  »  errat  In . 

Ulld     il.r      fr      Urin 

HurJrn    dlrr.l, 
brwiretw. 


i    .-..  Vartata*« 


■   a»i    ilKMt   ahae  aci—4rra  kwada  « 
i   tue   er«U   aclkM,   *oa  »f — rn   «M  1 
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Diesen  neuen  Charakter  der  Allgemeinheit,  der  Leich- 
tigkeit und  Kürze,  und  der  Natur  der  Theorien  und  zahl- 
lçeen  neuen  Sätze,  welche  das  Werk  Ton  Carnot  enthält, 
verdankt  dasselbe  seineu  wissenschaftlichen  Werth  und  den 
glücklichen  Einfluss,  den  es  auf  die  Fortschritte  der  reinen 
Geometrie  gehabt  hat. 

Ohne  die  Idee  D'Alembert's  tu  benutzen,  hat  doch  das 
Werk  Ton  Carnot  durchaus  keiue  Analogie  mit  dem  Werk 
des  arabischen  Geometers  über  die  connues  géométriques. 

Wir  können  iinsre  Betrachtungen  über  die  Arbeiten  der 
Araber  in  der  Geometrie  nicht  bcschliessen ,  ohne  ein  Wort  von 
dem  berühmten  persischen  Astronomen  und  Geometer  Nassir 
Eddin  Ton  Thus  (1201  — 1274)  zn  sagen,  dessen  in  arabi- 
scher Sprache  geschriebenen  Werke  alle  Zweige  der  mensch- 
lichen Keuutuisse  behandeln.  Man  findet  darin,  mit  Ans- 
hmc  der  auf  die  Astronomie  bezüglichen,  die  Uebersetztin- 
mchrcr  griechischen  Werke  von  Euclid,  Archimedes  und 
Xheodosius,  ein  Werk  über  Algebra  und  ein  Compendhtm 
der  Arithmetik  und  Algebra.  Von  allen  diesen  Werken  sind 
nur  «lie  Elemente  Euclid's  durch  die  berühmte  Druckerei  der 
Tfcledici  (liom  1Ô94,  in  fol.)  veröffentlicht,  nebst  dem  Com- 
menter des  Nassir  Eddin,  der  geachtet  ist,  nnd  da  er  mehr« 
aeue  Beweise  der  Sätze  Euclid's  enthält,  zur  Zeit,  als  die 
arabische  Sprache  verbreiteter  war  als  heute,  mehren  Auto- 
ren von  Nutzen  gewesen  ist.  Man  zeichnet  darin  einen  Be- 
weis des  fünften  Postulats  aus,  welchen  Wallis  geistreich 
fand  und  ihn  in  dem  Uten  Theil  seiner  Werke  reproducirte. 

Aus  dem  Vorhergehenden  schliessen  wir  nun  als  Résumé 

Folgendes  : 

Die  Araber  haben  eine  grosse  Achtung  und  entschiedenen 
Geschmack  für  die  mathemalische  Wissenschaft  gezeigt; 

Sie  haben  eine  vollständige  Kenntnis*  der  Werke  und 
des  Wissens  der  griechischen  Geometer  gehabt; 

Sie  haben  die  Trigonometrie  merklich  vervollkommnet, 
and  dieser  Theil  der  Geometrie  hat  von  ihnen  seine  neuere 
Form,  die  für  die  Fortschritte  der  Astronomie  unumgänglich 
Both wendig  war,  erhalten; 

In  den  andern  Theilcn  der  Geometrie  scheinen  sie  nicht 
über  die  Griechen  hinausgegangen  zu  sein,  sei  es,  weil  sie 
eicht  das  Erfiudungs- Genie' hatten,  oder  Weil  sie,  nachdem 
nie  sehr  schnell  bedeutende  Kenntnisse  in  allen  Theilen  der 
Wissenschaft  erlangt  hatten,  sich  nicht  die  Mühe  gaben,  ihre 
Grenzen  noch  weiter  hinauszuschieben; 

In  andrer  Beziehung  aber  haben  sie  einen  wesentlichen 
Vorzug  vor  den  Griechen; 
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8h   haben   âîe    Algebra   äi 
die  à»wendung  der  Algebra  auf  die  Geometrie  gekannt; 

Ihre  Werke  Aléser  Art  gtfcen  but  *ur  AoUf>snng  derGInV 
ehungen  dei  dritten  Grades  vermittelst  gramelmrlicr  C«*- 
«triirliolt  ; 

Endlich,  ila  sir  die  Geometrie  der  Qritthta  «od  dn>  IV 
■•Vrai    drr   Inder,    die   eine   vcrmiiu  .   hud<  it-i 

nid  nraSge   der  l/iUrstolmng,   welche   die 
eîrh   gegenseitig   zukommen    Mensen  ,    haben    *ie  ihr<r  «i> 
malischen  \V  i  m  use lia  fi  einen  eigenthttinlicfcen   und 
Charakter  nviigelheill ,    '1er   den   I" 
den  dieselbe  unter  den  Händen  der  leisten   anneknn 
um    iii-ii  Gruud    ?"    der    im    löten  Jubt-hnnrierl    *■•    - 
laugteu  (Jene  Hegen  he  il   über   die  Geoinuler    des  All  ■ 
IcfM. 


Geometrie  der  Occidentale«  im  MittclaUtr, 

Wahrend    die  Araber   eine  srbnelle  and   glni 
baliii   in  der  Wissenschaft  xuriieklegtcn ,   waren 
noch    in    Unwissenheit   versunken,       Nach     dem 
Sevilla,    welcher   der   letile  war,    den   wir    In    i 
sirhl    über    die    Arbeiten    i!er  Lateiner  genannt  haben.  W« 
nns  bis  nun  12(ni  Jahrhnndert    nur  wen 
niste  Spuren,   nicht  allein  von  der  AusbiJ 
selbst  vfiii  irgend  welcher  Ken 
(erlassen.     In  dieser  Epoche  zeigte  lieh 
gung    in    Europa    nnd    es    wurden    «oh  1  reiche 
gemacht,    um     die    alten    Wissenseb allen   <ï rieche« Und«, 
von    den    Arabern    bewahrt    und    ausgebildet 
fi  heran  tragen.       Diese   Bewegung    triederhoUi 
Kraft  um  dit  Mit!«  des   I5leu  Jahrhunderts ,   u 
tcrstÜUt    durch  die  Kenntnis! ,    welche  man  von  den 
sehen  Manuskripten    hatte,    bereitet«   sie  die 
kniigen  des  löten  Jahrhunderts  vor,  toii  wo   an 
geheure  l'chcrmacht    der  Neuem   über   die  Alle»  , in   der  H* 
ikeinnlik  d.iiiri. 

Wir  wollen  einen  kurzen  Blick   auf  die    Alf. 
.lie    sich    ans    diesem  Intervall    »na  800  Jähret 
melrie  beliehen. 

8'«  Zu  Anfang   des    8len    Jahrhania*  W 

^-'■■••"■"'rrt.      sas„    Bl>l1n   etM    r,if    M,|tl„    Zi ... 

dnng  nud  schrieb  lilirr  viele  verschiedene  Gegi  n: 
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aaf  Mathematik  bezüglichen  Werke  sind:  1)  Zwei  Abband- 
ikngen  über  theoretische  und  praktische  Musik;  2)  verschie- 
ssehiedene  Piecen  über  Astronomie,  worunter  man  eine  kleine 
ztkhriftDe  circuits  sphaerae  et  polo  unterscheidet,  und  eine 
oiher  Gnomonik,  unter  dem  Titel  De  mensura  horologii, 
«nd  eine  De  astrolabio,  worin  er  sich  graphischer  Con- 
strnetionen  bedient;  3)  und  endlich  einige  Piecen  über  Arith- 
metik. Ein  Werk  unter  dem  Titel  De  arithmeticis  numeris 
fet  ein  sehr  gedrängter  Auszug  einiger  Definitionen,  entnom- 
men aus  den  Werken  über  Arithmetik  von  Apnlejus  und  Boë- 
lins,  deren  Namen  von  Beda  angeführt  werden.  Ein  andres, 
Der  loquela  per  gestum  digitorum,  lehrt  an  den  Fingern 
■>«  zählen  und  ihre  Articulation.  Dieses  Buch  ist  Ton  ver- 
schiedenen Autoren  benutzt  und  reproducirt. 

Ein  drittes,  welches  uns  heute  das  meiste  Interesse  in 
der  voluminösen  Sammlung  der  Werke  von  Beda  darzubieten 
scheint,  ist  die  Abhandlung  De  nutnerorum  divisione>  auf 
-welche  man  bisher  so  wenig  Aufmerksamkeit  verwandt  hat, 
dass  die  Schriftsteller,  welche  davon  Rechenschaft  geben, 
sich  über  ihren  Inhalt  getäuscht  haben.  M1)  Diese  Abhand- 
lung ist  genau  dieselbe,  als  die,  welche  auf  den  Brief  des 
Gerbort  an  Constantin  folgt,  worin  man  allgemein  die  Aus- 
einandersetzung unsres  Zahlensystems  zu  sehen  geglaubt  hat. 
Ist  sie  von  Beda  oder  von  Gerbert?  Diese  Frage  haben  wir 
»rhon  beseitigt,  als  wir  von  der  Stelle  in  der  Geometrie  des 
JJoötius  sprachen,  welche  sich  auf  dasselbe  Zahlensystem  be- 
mieht  und  wovon  uns  diese  Abhandlung  eine  Nachahmung 
and  eine  Entwickelnng  zu  sein  scheint;  wenigstens  beziehen 
sich  beide  auf  dieselbe  Materie  und  haben ,  nach  unsrer  Mei- 
nung, denselben  Ursprung.  SM)  Uebrigens  findet  man  in  den 
alten  Manusrripten  von  Beda  die  arabischen  Ziffern,  so  wie  in 
denen  des  Boëtius.    (Wallis,  de algebra  traetatus 3  cap.  IV.) 


221)  Montucla,  Histoire  des  mathématiques ,  T.  I,  p.  495:  „Beda 
war  Verfasser  eines  Buchs  über  Arithmetik  unter  dem  Titel  De  nu- 
meris  und  eines  andern  De  nutnerorum  divisions,  woraus  man  sieht, 
wie  sehr  diese  Operation  zu  seiuer  Zeit  gehemmt  war.  "  —  De- 
lambre,  Histoire  âe  i astronomie  ancienne ,  T.  I,  p.  322:  „In  die- 
sem Kapitel  (De  divisione  nutnerorum)  lehrt  Beda  sich  der  Finger 
and  ihrer  Articulatfonen  bedienen,  um  die  Divisionen  und  Multipli- 
cationen  zu  erleichtern." 

222)  Wir  wollen  uns  hier  bemfihen,  einen  Fehler  zu  verbes- 
sern, den  wir  vorher  begangen  haben,  als  wir  sagten,  dans  man 
noch  nicht  bemerkt  habe,  dt**  sich  der  Brief  6erbert*s  in  den  Wer- 
ken von  Beda  finde.  Wir  hatten  damals  nicht  beachtet,  dum  diese 
Bemerkung  von  Andres  gemacht  war,  in  seinem  Werk:  DelV  ori- 
gine, de  progrès**,  e  dsilo  stato  attuaie  d'ofni  littsrmtura,  Parma, 
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Endlich    enthalten   di«  Werkf  von   Bed»,  ei« 

aritfimetrcrs  p ropostlio nib**,   wuriu   m».i  .- 
■Mrmii-r.-n     PID«    /«hl    IU    erriill.ru 

um]    HtUnu   ein.-    ziemlich    gr»sw  Anzahl    to»   «rtthtn 
AlrffthTll   i'i'    iicueiida»  juiriir-.,    \\~i<-    .r    Mft,     wrl 
Ansicht  djtrtk-an,    die   iualr.rmal.-~he   Bildun; 
halten.     Aber  man  sieht  nus  dwi  Hegrln,  deren  «.irb  4er  t 
fasser    »nr  IV  rech  mm  g  der  Kliicho   eine*  Dp 
eeltfl    bedient,    In    welchen    beklagnuswcrthu    Y 
gerat  tien   war.      Wir    habe«    tHesfl   Ilrs-rln    angrlührl,    al=  « 
von  den  Werk«  ta  ■hrtJwgapla  s|>rarheii. 

Das  Rmh  De  mrilltmetieis  pr»pQ*itiunibm*  i»l  dir 
min  in  Anspruch  gen  o  m  nie  n  und  in  dessen  Werken  mit" 
halteu.  Die  Prag«  über  das  EigcDlbamsrecht  iri  hier  • 
Intens«. 

Ahn  in,  ein  Schüler  Beda's,  war  wir.  di>  - 
von  Gelehrsamkeit  in  seiner  Zeil,  Wir  kegn 
in   Mgen,    da»  er  über  diu  sieben  freien  Küu«le  imt  !■ 

■ 
Beinen  Werken  nur  die  Thrill-  gcki.niraen,  ». 
natlll  mil  .lie  Rhetorik  behandeln;  man  n" 
den  ScJrrîtlen  des  Cassiodorns  nachgeahmt  • 
riilimihe.it  übrigens,  welche  Alruiii  behalten  '■ 
lier,  dus«  er  an  der  Gründung  Her  Univers.' 
Paria  und  an  den  Bestrebungen  Carl'«  des  l.r 
nomme«  li.u,  um  dem  Weiter  dringen  der  Fin 
Ober  Enron«  ausgebreitet  balte,  sn  wïdi 
der   Wissenschaft   wieder  uii/.niiiiidei:. 

Aber  die  Scholastik  entstand,  und    : 
welches  ihr  *nr  Basis  diente,  wurde  alluiiirhi. 
tirilier  air. schliesslich  ein.     S»  folgte,    ein    bi 


7  Vol.  in  4.,   1782— 1799,    reo  er  -ich  »o  onsilrr.rll:     SI»  i 

terrani,    ein  che   n»n   vedo    riflettato  ne  da   -■ 

rrltici,    rl;r    (nie   lettera   riportutti    fm     U    r. 

mtêtahna    uffatto,    ehe  ti  riti 

eipio    det    lihro    De   nutnerorum    divitio* 

titium;    ne   in  roylio   décida 

Gertierlo  ontw  fra  quelle  di  Btda  (T.  II  . 

Aber  Andrea  spricht   nur   von    den   Briefe   •ei- 
tler Alifiiiiidlniis,   «-eiche  Ihn  fol»;! .   eine  Abhandli 
den  Werken  de«  Herta  kennt  u    ' 


6  diKffUte  i«t,  als  die. 


Wii- 


«lehe  mim  dem  Ger 


wollen  endlich  noch  hiimuf(iaen , 


riker,    der  weitläufig   die  Hielte  rtrs  Boetiua   i-uNmmtirt  . 
beweinen,    düaa    sie    siel,    auf    keine  Weise   nul    i  ■ 
aiiHTTiitei)    ln-ie  (T.  IV,    [..   -il  -4Ï»,     n. 
in  Htdo  stehenden  Ablioudlun^   Ut  »unurontm  die   i 
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ger  Umstand  in  der  Geschichte!  auf  die  Bemfthtrogen  Carl's 
»9  Grossen  gerade  die  Epoche  der  tiefsten  Unwissenheit. 
ie  dauerte  beinahe  zwei  Jahrhunderte. 

Während  dieser  Zeit  nennt  die  Geschichte  10fe# 

cht  Tiel  mehre  als  den  Namen  Gerbert's  Jahrhundert. 
1er  999  Papst  wurde  und  1003  starb)  nad  die  einiger  sei- 
*r  Schüler.  Dieser  Mönch  ging,  nach  dem  Vorbilde  der 
eisen  Griechenland«,  welche,  nm  sich  in  unterrichten,  nach 
egypten  gingen,  ebenfalls  um  sich  auszubilden  nach  Spa- 
en,  dem  einzigen  Punkt  in  Europa,  wo  die  vom  Orient 
ngeführten  Wissenschaften  Ton  den  Sarazenen  cultivirt  wur- 
•uj.  Auf  dem  Rückwege  nach  Frankreich  verbreitete  er  mit 
ifcr  seine  Kenntnisse.  Sie  galten  für  ein  Wunder  in  den 
ngen  seiner  Zeitgenossen,  so  dass  er  sogar  der  Magie  au- 
sklagt wurde.  Aber  diese«  zeigt,  wie  ungeheuer  damals  die 
nwissenheit  gewesen  «ein  mus«,  denn  man  muss  doch  zu- 
stehen, dass  das  Werk  von  Gerbert  über  die  Geometrie 
id  seine  Abhandlungen  über  die  Sphäre,  über  das  Attro- 
binm  und  über  die  Sonnenuhren,  sich  nur  auf  die  elemen« 
irsten  Materien  der  Wissenschaft  beziehen  und  nar  sehr 
verflach  liehe  Kenntnisse  zeigen.  Der  Co  üt  rast,  welchen  diese 
ferke  mit  dem  vorgerückten  Zustande  der  Wissenschaft  in 
escr  Epoche  bei  den  Arabern  ron  Sevilla  und  Cordova  d ar- 
teten, lasst  daran  zweifeln,  ob  sie  es  waren,  von  denen 
erliert  seiue  Kenntnisse  erhielt,  wie  man  sich  gewöhnt  hat 
nch  dem  Vorgange  Wilhelms  von  Malesburv  zu  wiederholen, 
[an  erkennt  darin,  besonders  in  seiner  Geometrie,  eher  eine 
[achahmung  nnd  einen  Commentar  der  Werke  von  Boëtius, 
ls  einen  Widerschein  des  Wissens  und  der  Methoden  der 
Taber2*3),  wovon  wir  die  ersten  Spuren  in  Frankreich  erst 
n  12ten  Jahrhundert  finden. 


223)  Diese  Bemerkung  stimmt  mit  der  von  Goojet  überein ,  wel- 
ker sait,  das«  die  Reise  Gerbert's  nach  Spanien  begründet  Ist,  dass 
her  der  Beweggrund,  den  man  ihr  unterlegt,  es  nicht  ist  iDe 
état  des  sciences  en  France  depuis  la  mort  de  Charlemagne  jusqu'à 
tUe  du  roi  Robert,  p.  55.) 

Andres  dagegen ,  der  den  Kenntnissen  und  Arbeiten  Gerbert's  einen 
rossen  historiitcbcn  Werth  beilegt,  achreibt  ihnen  einen  arabischen 
trsprnng  zu,  indem  er  stets  annimmt,  dass  es  nicht  gerade  dieHaraxe- 
en  waren,  welche  ihn  unterrichteten,  sondern  vielmehr  die  spanischen 
!hri*ten,  ihre  Schüler,  die  anoh  nichts  andres  als  die  Wissenschaft 
nd  die  Methoden  der  Araber  lehren  konnten.  „Queste  rmaioni  ttd 
anno  conpetturmre  non  senzm  qualche  prohmêUitm,  che  quét  éoito  e 
randf  uomo  che  fu  Gerberto  tutto  egli  si  fece  sotto  ls  disciplina  de9 
kristiani  xpaanuoH ,  senz*  arere  atmto  kisofno  di  mendicare  il  soc- 
grso  dsiU  souoU  de*  Saractni.     Ma  qmuntuuque  êpaammii  fouero 
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Folgend»   isi    die   Atalyac   ditsec  IlrliAnriUng  4Vr  Gea 
jnrtiir,    »i'lclic    Bernnrd    P«    in    Tom.  111 , 
Thcsauru*  anectfotgrum  movimmv*  (A«gii»Ue  Yindcbcara 
IÎ21,  in  toi.)  bekannt  gemachl  bal. 

Nachdem  er  die  ersten  nuf  (ïcometrie  beaügiirhr»  RA» 
llmra  ajegobes  hat,  lehrt  Gerbert  dir  Moas&e  kraara,  n 
da&en.  «■  allen  Betmneh  gemacht  haben  ;  dira*  aiad  Am  d 
gtlui,  uneta ,  jifdiaux ,  ar.r/a,  dodraitt  •.  i .  ■ 
ran  deata  man  das  Versah ■hniss  in  dir  (ice-turtrie 
tins  findet     Er  bedient  sich  dieser  MoASae  im   E.inicn  fü 

reis,  9ti  wie  auch  der  Zeichen,   weit   i 
iiren    uud  weldie   auch    auf   abstraite  Weise    solche  Bré 

wie   — ,  — etc.   ausdrücken.     Er  tfchraucht   das  Wart  * 

rauttus,    nra   die   obere  Basis    eiues  VhtitI, 

Er  widmet   mehre  Kapitel    den  rechtwinkligen 

er   trianguli  pythagorici   nennt    um!     dia    er    m    ratita 

Zahlen   zu   eonstroiren  lehrt,    wenn   eine   der 

ist.     Er  wendet  dabei    iheîls  die  bekannten  ,     d 

ntnl  riato  angeschriebenen  Regeln  au,   «reicht 

fttl   die  Seiten   «r-ben ,  lind   theila   andre  Unrein,    wHrhr  ~  " 

(erben.     Die  einen  so  wie  die  andern,   dir    i. 

beii  Art  siiul,    lassen   sieb,  ans   den  allgemeina  Hrx'li. 

wir   in   den  indtBohen  Werken  gefunden  haben, 

Bezug    auf  diese  reca i winkligen  Dreiecke   ItM   ijerbert  t 

für  jene   Zeil   inerkwürdises,   Problem   ;mf,     welches  roi  n 

Gleickiing  dea  ■weilen  Grades  abhängt;  nämlich 

die  Flache  und  die  rlvpoteii"- 

ti-u    m    finden.      Es  sei  A  die  Flicke  und  c  die   titpat'tt 

bo    liebt    die  Lösnng  von  Gerbert,    in    eine  Formel  übe 

für  die  beiden  Seilen  diesen  doppelten  Ausdruck: 


M^ 


:  ±  />  - 


■  maestri  diGerberto,  arabica  pur  tra  la  dollrina,  eV  ei  traut  *•«' 

>,,.,./,„. ,-  ,■„,„„„;,■ U  GaUU  ttt  alf  Halt«.    1.-  «rteas*  r.,rortf** 

Un  tra  la  matemilica;   e  lu  maitmatica,   que ti  napet-a  éa  tft—t 
lutta  venire  dette  seuote  e  da   liliri  de'  Sortirent 

tierto  delta  Spatjaa  alle  suuote  Kuropee  recrute  1'itrilmeticn  »™»*«i 
r,dia  quält  faeiii  divettivano  malte  epet  aatta  «w 

Inda   troppO  iT/urt.,    imharui-anl I ,    ijaesta   inline Jiatameati ,  m  frr 
mevzo  de'  mantri  ipuynuoli  rapila  /'u  da  lui  a  sur,. 
(.'u(/(ir«io  di  WUtburi."     (  Dell'  origine,   <lr  pngrtamA 
cap.  IX.)   —      Vie    Bescliafeulieit   .1er  «  . 

ulcht  diese  Meinung  ulfer  Uen  Ursprung 


I 
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Darauf  lehrt  er  vermittelst  des  Astrolahinms  und'  ver- 
mittelst eines  andern  Instruments ,  das  er  Horoscop  nennt, 
die  Höhe  eines  Thnrms,  die  Tiefe  eines' Brennens  nnd  die 
Distanz  von  einem  unzugänglichen  Gegenstand  messen.  So- 
dann berechnet' er  das  Perpendikel  in  einem  Dreieck,  dessen 
Seiten  bekannt  sind.  Er  nimmt  fur  diese  Seiten  die  drei 
Zahlen  13,  14  und  15.  Er  giebt  für  die  Fläche  der  regel- 
mässigen Polygone  die  falschen  Formeln  der  römischen  Feld- 
Messer,  nnd  löst  auch,  wie  diese,  das  umgekehrte  Problem 
avf:  wenn  die  Fläche  eines  regelmässigen  Polygons  ge- 
geben ist,  dessen  Seite  xu  finden*    Beim  Kreise  giebt  er 

22 

das  Yerhältniss  — •    Man  findet  unter  den  Titeln:  Incampo 

7 

qnadrangvlo  agripennos  cognoscere  nnd  In  campo  trian- 
gnlo  agripennos  invenir c >  die  falschen  Regeln  für  die  Aus- 
messung der  Fläche  eines  Vierecks  und  eines  Dreiecks,  die 
wir  schon  bei  den  Werken  des  Beda  angeführt  haben;  nnd 
Serbert  bedient  sich  in  diesen  Beispielen  derselben  Zahlen, 
als  Beda.  Endlich  findet  man  (Cap.  85)  die  Formel,  welche 
die  Somme  für  die  Glieder  einer  arithmetischen  Progression 
giebt.  ***)  Die  Formel  für  die  Fläche  des  Dreiecks  als 
Function  der  drei  Seiten  steht  nicht  darin;  nnd  man  findet 
iarin  eine  andre  für  das  rechtwinklige  Dreieck,  die  nicht  ge- 
nau ist. 

Auf  die  Geometrie  folgt  eine  kleine  Schrift,  betitelt: 
Gerberti  cpittola  ad  Adalboldum  de  causa  diversitatis 
arearum  in  trigono  aequilatero  géométrie e  arithmeticeve 
trpenso.      Gerbert  erklärt,     dass  die  geometrische   Formel 

— y^3~  för  die  Fläche  des  gleichschenkligen  Dreiecks  genau 

ist   nnd  dass  die  arithmetische  Formel  es    nicht   ist. 

2  * 

tondern  nur  approximatif.  Bei  seiner  Erklärung  begeht  Ger- 
>ert  einen  Fehler;  denn  es  ist  die  Formel . .    wel- 

2  2 

:he  ans  seinem  Raisonnement  hervorgehen  mnsste,  nnd  diese 
5t  wirklich  approximatif.      Denn  wenn    man    sie    homogen 


224*)  Vflloison  sagt,  da*»  in  einem  sehr  alten  Mannscrfpt  dieses 
5ftto  Kapitel  arabische  Zahlen  enthält.  (S.  Analecta  graeca,  T.  II, 
•  153.)  Aber  wir  müssen  sagen,  dass  in  den  beiden  Mannscripten 
on  Gerbert,  die  «ich  in  der  königl.  Bibliothek  zu  Paris  (Nr.  7185 
od  7377)  finden,  wir  nur  römische  Zahlen  gesehen  haben  nnd  die 
'«eichen,  durch  welche  die  Lateiner  die  Bruche  ausdrucken.  Diese 
deichen  sind  von  Pez  in  seiner  Ausgabe  der  Geometrie  von  Gerbert 
reu  wiedergegeben  worden. 


n«cht,   Inuew  httet  ''' 

nenutin  wollen,   eiufdtnl,   so   wird   si« 


Einheit    des  Làngrnnaas***,   die 


M  niihcrl  flieh  uro  so  mehr  dem  genauen  Aufdruck—, 
fiîr  die  Funke  des  Dreiecks,  je  kleiner  d  tat. 
Mob   sieht  aus  dieser  Anahse  dcrCieoiue:r 
dann   sie   i»   de»  ff«ia«  der  Schriften   v»o   !•<  i  ■: 
nligf-fasst  ist,  und  dass  man  dar«  nicfai  n>« 
epruag  erkennen  luutn,    welchen    man   so    »tn*ol.iu   und  » 
Kritik  den  Wissenschaft  liehen  KeasUü 
schreibt. 

Es    srhrint,    äaes  Serben    viel    fil.fr    die  Arithmetik 
schrieben   tint,    besonders   fiUrr   ein    Zahl<-it«r«iem,    d« 
dem    damals    gebrùnehlirhen     lateinischen    vi 
und    dieses    ist   hauptsächlich  dir  Grund,    wesh 
in    der  Geschichte    der  Wissenschaft    serin  mt 
Wir    italien    bei  Gelegenheil    der  Stelle 
Roctius  viin  ilcr  Abhandlung  lie  numrrorum 
rtw  nas  Ihm  ««schreibt ***) ,  gesprochen,  nud  indes  "sit 
merkten,    dass  diese  Pièce  sieb  in  deu  beiden 
man    von   den    Werken    des    Heda  hal,     vorfindet,    liaUi 
vernnlhet,    dass    sie   diesem    letztem  angrhorcii   kurier.     1 
tîr-rliert  und  seine  Schuler  haben  noch  nwttn 
übet    denselbeu    Gegenstand   hinterlasse».  >     1  i  ■■■ 
das«  sie  damals  eine  hedeolende  Kennlniaa  der  Ili-rsum 
retfahrea  in  diesem  Zahlensystem  ballen,  da» 
des  Abacus  nannten     Die  Schriften  t-mt  (irriter! ,  welche 
grossen  Theils  in  der  Bibliothek  des  Vatican  finden,  sind 
titeil:      I)  Gcrbrrfi  nchiiliistici  Abacu*   romjintilut:   1) 
numeris;     3)  Regula?   Jiari;     4)   l'ragmentttm    (ierbi 
regulae   de   Abaco;     5>  Gerberti  aritbtnelx 
Schrift,    Abacm  compositum,   extstlrt    noch   in    rii-lm  a 
Bibliotheken.     Als  Pei    m    der  Bibliothek  der 
m»  zu  Regens  bürg  hieran  eine  andre  Picce   »i 
iintiT    dem  Titel:    fr.  Liber  aubtith*imux    r/> 
so  schrieb   er  sie  wegen    des  Aufaugsbnchati  ''•■ 
bert  in.     In  diesen   Hauuscripl  sn   l> 
haadluug    über  den  Abuc.ua    auch    den    Kanten  Algorü 


225)   Der  erste  Heran  sedier  der  Briete  Cerliert'n    fc«  ■** 
lOlaten  und  leine»  Brief  dt«  ersten  Seilen  dleani    t 
Klar*.     Der   eiveite  Herausgeber    hat   mir   diucu    Di 
»iicr  Hern  craten  Bellen  unterdrückt 
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>  ist  an  Otto  III.  gerichtet.  **)  Biè  Bibliothek  zu  Leyden 
sitzt  auch  zwei  Manu  scripte,  die  sich  Ton  Scaliger  und 
iss  in  s  herschreiben;  das  eine  hat  den  Titel  :  Libellus  mui- 
plicationum,  in  quo  epistola  Gerberti  ad  Constantin*** 
?  doctrina  Abaci  \  und  das  andre:  Gerberti  de  Division*- 
i*  cum  notis  ad  illas.  (Catalogué  Bibliothecae  Uni* 
rsitatis  Lugduno  -  Batavae ,  p.  341  et  390.) 

In  Bezug  auf  die  Abhandlung  De  numerorutn  divisione 
l  es  höchst  wunderbar,  dass  sie  sien  unter  diesem  Titel  in 
»item  der  grossen  literarischen  Depots  findet;  wenigstens, 
»lien  wir  lieber  sagen,  wird  sie  unter  diesem  Titel  in  kei- 
:m  Katalog  aufgeführt.  Dieser  Umstand  hatte  dazu  beige« 
igen,  uns  annehmen  zn  lassen,  dass  diese  Abhandlung  Ton 
eda  sein  könnte,  indem  wir  übrigens  ganz  anerkennen, 
um  das  Rechnungsrerfahren,  um  das  es  eich  handelt,  dem 
erbert  bekannt  war.387) 

Welcher  auch  der  Verfasser  desselben  sein  mag,  wir  be- 
irren dabei,  sie  als  eine  Nachahmung  der  Stelle  de  Boëtius 
kr  denselben  Gegenstand  zu  betrachten  und  zu  glauben, 
iss  sie  sich  auf  ein  Zahlensystem  bezieht,  das  nur  in  einem 
snkte  von  dem  unsrigen  yerschieden  ist,  nämlich  in  der 
tnwendung  der  Null,  welche  erst  spater  eingeführt  ist  und 
&  zugleich  gestattet  hat,  die  Colnmnen  zu  unterdrücken. 
n  dieser  Betrachtung  würde  in  Bezug  auf  den  Abacus  nnr 
ie  Frage  noch  zu  beantworten  sein,  ob  diese  glückliche 
[enerung,  die  Anwendung  der  Null,  eine  directe  Verroll- 
smmnung  des  Systems  des  Abacus  gewesen  ist,  oder  aber, 
b  die  Europäer  sie  aus  der  arabischen  Arithmetik  im  Uten 
der  12ten  Jahrhundert  entnommen  haben. 

Hehre  Zeitgenossen  Gerbert's,  welche  man  als  seine 
(driiler  betrachtet,  haben  auch  über  die  Arithmetik,  die  bei 
em  System  des  Abacus  in  Anwendung  kommt,  geschrieben. 
Wehe  sind  Adalboldus,  Bischof  ?on  Utrecht,  Heriger,  Abt 
vi  Laubes ,  und  Bernelin. 


226)  Gerberti  Abacus  seu  Afyorismus  ad  Ottonem  imperat&rem. 
ft\  Thesaurus  aneedotorum  novissimus,  t.I,  Dissertatio  isagogicOy 
w  ULXV11I.) 

227)  Zwei  Exemplare  dieser  Schrift,  welche  sich  in  der  konlg- 
cfcen  Bibliothek  zu  Paris  anter  andern  Titeln  befinden,  führen  den 
asten  (rerbert's,  welcher  freilich  einer  spätem  Epoche  angerechnet 
L  Bas  erste  ist  betitelt  Rationes  numerorutn  Abaci  (Manascr. 
r„  «620)  und  das  «weite  Tractatus  de  Abuco  (Nr.  7180  A.).  Wir 
suaett  an,  dass  ein  Theil  der  Mannscripte,  deren  Namen  wir  oben 
Cageben  haben,  besonders  die  in  der  Bibliothek  su  Leyden,  auch 
Bmt»  andre*  sind,  als  die  Abhandlung  De  numerorum  devisions. 


lern    i«l   n-rh   is   Jrr    Bi 
rinn  Sofcrifl    iiHria,   nnlcr  dem   Tileli     .IdaUf.'d, 
tmm    teknlaUirttm    de  j4ttrom»mitt,    ..-»  jfliri. 

Bnilrl    in    dem   T.  III    «Jr«    7*A<-«i"J»'   flllfJrtii  »M 

m  [Vt  (2,  |>.  Hti)  «in«  «rai 

tait  :   Lihitlm  de  rat  fou*  imtemieitdt  cra**ttmdim*\ 

worin  er  für  dns   Volnmrn  drr   Kop'l 

ti,-|jt  (/»   i*t  der  Dnrchnruwr),    wrlrbrr  «fa..  Twj 

Ail  ■     -m     num-r 

brdidit  stcli   Ail.iltiulilun,    e-o  wie  li 

der  rûmisrbfuCbarakterc,  «fiche  dir  Brücke  —  . 
«usdrilrkrll. 

B«rigw  «iinineiilirt  den  Atoru.%  it-%  flrrbrrt 
Schrift,  die  «ich  is  der  Bibliaibrk  «a  LeeaVn  I«4* 
Jîatiu  Abart   »ecwdum  divum  Hm'gmm.  **•) 

Bernrlin    b.u    ein   Werk       I 
AriiWiik   VtrfaMt,   du»  in  drr   Bill  »iL 

ilrm     l'ii.-l:    Berttelini  Ah  i. 
met  ritt  ***),    anr^richrirfcfn   Ut|    udJ   ri*    .1 
.'i,-    ,4hi%ca   et   numerit,  %«m    de» 
Bibliothèque  hittariale   trr<irfc»>t ,    «Lui   1 
Pierre    Fitbou    a   lesest«*    habe  **'j        S! 


2»)   Montnweon,   BiMiodkse«  »iHterfcM«m«  um 

«peu  ,  t.  I ,  p-  »7. 

2»)  BUtotr*  I  m  er  tire  aV  tm  fVa-afe,  L  7.  f.  JOt 

230)  MontfkacMi,  UU.,  LI,  pli:    Man  «lekl  a»l  « 

die  B.biiüthek  de*  Vatkaa  n*ok  «mir*  Sara«  «•>  I  ■  it» 
•er  boiut,  unter  den  Titel  1  MtrmtUmut  jmmimr  <le  lu 
■tari*. 

231)  Wir  «rollen  d(e»a  Meile  da*  Vunler  ■■mm. 
Kiekt  fie  Aiircerrkxainkelt  auf  .11  li  e'«'i'o  aa  eaaaa  aal 
jr.Irjrh  eine  nkht  an  »rrarhtende  Wie*!  f>ft  bat)  *aaa»  ■ 
DBB,  da-,  nun  im  IMen  Jakrfcuaae«  taur*  BiaTm  mmt  ■ 
leii*jitra  ata  at>(elHf*l  betracktele, 
■  lfm  .!»•  I».um  «plli»!. 
■)■  ttmu.  l>i"P  Ktril*  ■ 
voa  Irai  .!•*<-■<  «te»   kWlm*  ce*ea<tfi  I 

mGerirrt .  *W   Y  tenter,    n(™n>r 
ditrfplt  t»   ulrnret   Jfi'Wfrta-wri  et  mnlkrmmttrm*»  1 


»m.  V"1  r*aq*B(d  v 
"  f>eat  jrr-rr-Jri-  t'ariftne  dt  Clifrt  dumt  >aeu   ■  «-»•  «■ 
'■  mmptri  tarilkmriiqu*.     t*tq**lt  Itrri  fm . .—  |*1f*pa  ■ 
etwlr  *n  ••  ttttiW »reue ,   rt  rrv.v-o'rv  ™  *r.  -. 
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'.  III  der  Histoire  littéraire  de  la  France,  geschrieben 
773,  dass  sich  damals  ein  Exemplar  dieses  Werks  in  der 
btei  St.  Victor  sn  Paris  befand.  Die  Vorrede  hat  iura  Titel  : 
mcipit  praefatio  libri  Abaci  quem  junior  Bemelinus  edi- 
it  Parisiis.  ***)  Vielleicht  ist  es  auch  noch  diese  Behand- 
îng  des  Abacus,  auf  welche  sich  eine  andre  Pièce  von  Bcr- 
elin  bezieht,  welche  sich  in  der  Bibliothek  in  Lejden  nach 
em  Abacus  des  Gerbert  findet,  betitelt:  Scolica  (wahrschein- 
ch  Scholia)  DerncUni  Parisiis  ad  Amclium  suum  édita 
e  mittut iis. 

Man  citirt  noch  einen  Mönch,  mit  Namen  Halber,  wel- 
ker zu  derselben  Zeit  auch  über  den  Abacus  des  Gerbert 
eschrieben  hat.  (Histoire  littéraire  de  la  France,  t.  7, 
.  138.) 

Es  würde  Ton  grossem  Nutzen  sein  für  die  Aufklärung 
er  historischen  Fragen,  die  sich  anf  den  Ursprung  nnsrer 
rithmetik  und  anf  deren  Einführung  in  Europa,  und  beson- 
ers  auf  dieses  System  des  Abacus  beziehen,  welches  eine 
richtige  Stelle  in  der  Literar-  Geschichte  des  lOten  Jahrhun- 
erts  einnimmt  nnd  welches  wahrscheinlich  nur  nach  einigen 
ihrhunderten  der  Vergessenheit,  aus  den  Werken  des  Boè- 
us  und  einiger  Andrer  ans  derselben  Zeit**3),  die  es  selbst 
us  der  Schule  des  Pjthagoras  erhielten,  wie  Boctius  sagt***) 
ufgefrischt  war,  —  es  würde  von  grossem  Nutzen  sein,  sag* 


fux  là  furent  encore  fort  renommés  au  même  temps  en  la  France 
lu&ieurs  autres  grands  personnages,  à  cause  de  leur  grand  sçavoir 
r  mêmes  sciences  philosophiques  et  mathématiques,  comme ,  etc.19 
Bibliothèque  historiale,  3  Vol.,  infoL,  Parla  1588;  Toi.  11,  p.  642.) 

232)  Es  existirt  in  der  Abtei  8t.  Victor  eine  andre  Abhandlung 
ber  Abacus,  welche  Montfaucon  unter  dem  Titel:  Badutphi  Lau- 
unensis  de  Abaco,  aufführt.    iBibl.  bibl.  T.  11,  p.  1374.) 

233)  Wir  «lud  x.  B.  geneigt  zu  glauben,  das*  Victorias,  ein 
[athematiker  aus  der  Zeit  des  Boêtius,  auch  fiber  dieses  System 
eschrieben  oder  wenigstens  Rechnungen  hinterlassen  hat,  die  sich 
trauf  beziehen;  und  dass  es  in  Bezug  hierauf  geschiebt,  dass  Ger- 
ert  uud  «eine  Schüler  oft  den  Calcul  des  Victorias  und  seine  JLQrze 
itiren,  denn  es  scheint  nioht,  dass  dieses  von  dem  neuen  Osier  - 
anon  zu  verstehen  sei ,  den  Victorias  berechnet  hat. 

234)  Es  finden  sich  nicht  selten  in  der  Geschichte  der  Wisseo- 
shaft Ideen,  Principlen,  selbst  Theorien,  die  auf  diese  Weise  mehre 
[sie  und  in  längern  Zwischenräumen  erschienen  nud  verschwanden 
nd,  bis  *ie  einen  dazu  vorbereiteten  Boden  fanden,  am  darin  feste 
Wurzel  zu  fassen  und  sich  dariu  eine  dauernde  Existenz  zu  sichern, 
ie  sternförmigen  Polygone  liefern  ans  ein  Beispiel  ahnlicher  Unter- 
rechungen.  Zuerst  in  der  Schule  de«  Pvthagora*  betrachtet,  sc- 
ann wahrend  zehn  Jahrhunderten  vergessen,  exsttèt  Aas  stemför- 


,„,    wenn   man    von   Grrbcrt    nad    «film  Sc  ■■[<•<-» 
<tr)ii«ilvucii   Wwki»    Amu   Tilrl    wir   obta     . 
und  »ran    mus    ,. 

ekrtflM,    Am    wrà 

dtuin  Linden  inûM«nf   «ine  AnfmcrL,«aa»k' , 

litt*  Im  Hirn  J.iiirlitinJ'M    hw  itr* 

j<**r*u».vrf.      Coalradn  ■arth  n 
DtallimUQi  rim-n  Kamr-n  growitlit,  unler  tfra< 
I   Zirkels  um)  eine  tilur  «i.i- 
ii„,|i'i.       Diese«    IvUlcre,    in    iweJ  Bûrhim,    trlck* 
>inn     iiml    d>ra    Grbrnnrk    il--*    Aurai .ilna*a* 
IM    in  T.  il<    in  Thetauru*  mvtuimm    **»    Pf»  j 
Wnllis   Mgl    in   »iner  (.»»chiehte  an  Alettira,    i.i«  n 

in  mmn  ftliM  AUiMcripl  i  Bvdimmm 

der  Mi'iniins    t.«'f relitiec,    *in~-  Ufnaaau  (  •  ■lu.  In.    « 
M     gtJuttM     halte:     Und     W   «flll   iaa     ■  irk    'r- 
die  SvilM    der  andern,    die   über  diratn  ÜapttltM  { 
b*u  haben.  ■») 


■aiar  W«/«*  fa   drr  Ofwfrlt  d«  lto«ita>;   Mri.ii.   . 

buudrrl«    v««f««.     Hrtufa    MkMI    Thr*rM>   ttr   >■■—    J 
CuHU'Oiii!»  ;   nu   Jahrfcuutrrt  daxaul   ertrugt  a|r  iL«    Ihaurl 
r '  u.Ml<rif    'rUrt    m 
Nana  und    dre  dnik-*  Mtgaa   jtrWftni    Ki*Im*> 
ehlii/niilr   und  dauanai  Moll*   *■>  d 
(in/lidic-  V*r<r«rn»eiB   «ttarrad   « 

iiii.BfSilutiifilt  Kittieat  aa  ailaiifiai,   niknM  tm  • 
die  analMiKlwn  •etrarktuBeca  e.rci.fccrt  wird,  4h)  •■  Mi  àr  r  — 
ri«  der  crwMallcbaa  Pvlagoae  rcraarra. 

MC*  fl^nviimi  aaralkuuraa  r<7^rt*  »«  yWa»  JHJBk» 
■A«**  H'.»iW«>«  .V.S« ,  »Vi  ,/fr.rcr  fMuf  o«  llrrn.,«  -  *— 
rtmu  dhlirrriit  A  tat  um.   An.    r>(  Cal*«  ■■«■tue  )    <  fjTari  i 

Hermann  Contraria«  RÜt   In   d 
der«  Vru<  k"'*.  dkfur,  «»■«  er  ii*»»e'" ■■  dl*  araMatt*  ?    i 
Utirl  imü  dht  rr.len  Uteuuu  kea  UtWritin^n,  «v.  AnaaMa  />- 
liefert   limiw. 

t  Jnunliim    *d  «ter  pn»t!o   dtearr  Malawi,  ■aatafjaaL 


fakii«i  ThMkukaa«  «•.•■■.pu,  « 
•ta  aar  «>«  •dirr-  tu«,  iIB. 
da»  tuait  ■  all*  I 
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Das  12te  Jahrhundert  zeichnet  sich  durci  lit  es 

nige  Anstrengungen  gegen  die  allgemeine  Jahrhundert. 
nwissenheit  ans.  Mehre  Europäer  rerliessen,  nach  dem 
»ispiele  Gerbert's,  ihr  Vaterland,  um  sich  in  der  Ferne  xà 
tterrichten.  Man  unterscheidet  unter  ihnen  Adhelard  oder 
Lhelard  und  Gerard  von  Cremona.  Der  erstere  besuchte 
panien,  Aegypten  und  Arabien ,  und  übersetzte  bei  seiner 
ickkehr  mehre  Werke  aus  dem  Arabischen,  worunter  sich 
a  Elemente  Euclid's  befinden.  Diese  ist  die  erste  Ueber* 
itonng,  welche  man  in  Europa  von  diesem  Werk  gehabt 
if.  Man  kannte  es  bis  dahin  nur  in  einem  sehr  beschrank- 
n  und  mit  der  Aussprache  einiger  Sätze  sich  begnügenden 
nsiug,  welchen  Boëtins  in  dem  ersten  Buch  seiner  Geometrie 
Bgeben  hatte.  Adhelard  hatte  mit  seiner  Uebersetznug  noch 
oaunentare  über  die  Sätze  des  Euelid  verbunden.  Dieses 
ferk  ist  Manuscript  geblieben.  S86) 

Jourdain  schreibt  dem  Adhelard  ein  Werk  über  das 
strolabium  und  eine  Lehre  vom  Abacus  zu.  ***)  (Reckcr- 
kes  sur  les  traductions  d%Aristote ,  p.  100.) 

Gerard  von  Cremona  (1114 — 1187)  ging  auf  längere 
ieit    nach  Toledo,    um  dort  das  Arabische  zu  lernen  und 


236)  Es  findet  sich  in  der  Bibliothek  der  Dominicaner  von  St.  Mar« 
us  su  Florenz  unter  dem  Titel:  Kuclidis  Geometria  cum  Commento 
iéelardi;  und  in  der  /Jibl.Bodleiana  unter  diesem:  Euclidis  elemenia 
mm  scholiis  et  diaarammatis  latine  reddlta  per  Adelarduni  üa- 
kamiensem.  Die  königliche  Bibliothek  su  Paris  besitzt  auch  eine  Go- 
t*  CNr.  7213  der  lateinischen  Manucripte).  Kiu  andre«,  das  dein 
Legiomontanos  gehört  hat,  befindet  sich  in  der  Bibliothek  zu  Äürn- 
•rg. 

237)  Wir  wissen  nicht,  auf  welche  Antorit.lt  sich  Jourdain  bei 
lieser  Lehre  vom  Abacus  stützt,  auch  nicht,  ob  sie  genau  auf  dem 
System  des  Abacus  von  BoÖtius  und  Gerbert  beruht.  Dieser  histori- 
que Punkt  i.«t  von  grosser  Wichtigkeit,  weil  alle  Arbeiten  Adhe- 
artVs  zum  Zweck  haben,  die  philosophischen  und  mathematischen 
Werke  der  Araber  bekannt  zu  machen,  ludern  er  den  bedeutenden 
Vorzug  derselben  vor  den  Lehren  der  Scholastik  jener  Zeit  aner- 
kannte; und  wir  wären  geneigt  zu  glauben,  da*s,  wenn  er  über 
Arithmetik  geschrieben  hat,  es  über  die  Arithmetik  der  Araber  Be- 
traten sein  mochte,  welche  auf  demselben  Priucip  vom  Stelienwerth 
1er  Ziffern,  als  das  System  des  Abacus  beruhte,  und  sich,  nach 
■nsrer  Meinung,  davon  nur  durch  den  Gebrauch  der  Null  unterschied. 
Vielleicht  bildete  das  Werk  de*  Adhelard  den  Uebergaug  von  dem 
System  des  Ahacu.«  zu  dem  der  Araber  uud  zeigte  die  Identität  bei- 
der Systeme,  von  denen  das  zweite  nichts  desto  weniger  sich  leich- 
ter anwenden  Hess  und  das  erste  ersetzt  hat,  indem  es  den  Namen 
Atjforismus  annahm.  Dieses  Werk  von  Adhelard  kannte  daher  *ehr 
irerthvoll  sein,  indem  es  vielleicht  die  noch  nicht  gelüste  Frage  Aber 
den  wahren  Ursprung  des,  seit  fünf  oder  sechs  Jahrhunderten  ge- 
bräuchlichen, Zahlensystems  auflöst 

Getcb.  der  Geom  «8 


KaiiIrricV  U-l.fr«<1inn*rn   tn   ■nvrfcfm,   J.»    rr   ta  •»■■  li 

|Uq    hrurhlr.      «ir   rrMrrrWn    .irh    ûkrt   *IW   Tk«t*   «M 
■aajiha.iV  II.    "if    nnl«    *«■    M»fMi    Sp»»i*ai     bl.klra.      Va 
bcmrrki  darnalrr  aV»  Aitiuc-i  il"  l'iiilrmia*,    -i-a  Trat» 
(m  tlt  trefmêcmtU    rm  Alkaw-a    ami    ta*   Bark  «V   *■■»* 
ion    A  If«  rabins.  «•)      Joordai»   (-rAubl.    da««  »an   «rat  UM 
m. ii   CréavnMi    nurh  dit«   \Wrk    IWf    dir    Prr»p*rtn 
hiti<-n     ni    Trrilaiikrn    hat.       (Hrchrrrkrt    rriNfin   av  *■ 
Iraiiurtium    tCAritlolt ,     p.    ÜB.)        Solltr     --in     H 
Anllin'iik,    wlrbM   sirh    in  rirr  Hikl.   Batllrian*  uxai 
Tilrl    -■i.'^nrt\mm*    magùtri  (irrarnV    im    imlegrn    tt    •— 
ftV.«  -■»»>    limdl,     nurh     tob     drai    Gérard     ><•     Ir-ratra*    a«. 
<ler  m   ilor  Thal,  iBdVai  rr  ann  Hpaaira  r.n.a   Ta 
•rn*rli;mliitn-n    Kraulali**"    d»r   Arahrr    brrâhr rbrarair      ira 
iiir     gaialraiaafj    ZaJileiiprMfm     haï   «rraacklaaaùavs   kaaam 
wenn    «    uji-lil    srhnn    dram  ,    -lu-   »ira   draj    Madiae 
■Maofcsfl    »iilmrtrn,    Inulânrlira    hrkaaal    war.       W 
srarii-t   aa  Sfl   clanbra,   »niu   »ir  dir  ira«**  Abu» 
inrcit  drs   r-.l^i-ijrff it  Jnhrbitndrrl*  kaatatra,   dir-  ftlavé<nlaV 
01    ï.-,rlirirbra  halira    «*>r    dtr  sirk   draarlk«*   i«  aaaa 
■ 

Dm  ladra  Ulnaer,  /.riijc«-na»»pa  dr*  AdtrUrd 

rard  vou  Crriniinft,  b»miïlil*n  nira  aurh ,  dir  I 
»rrl.n.l'-trn  BUUhrroaiiwKrn  Wrrka  brkaaal  ib 
»ni    l'in-  ■■'■•    T.hurtimu,),     drr 

IM     N.iibf«     J»h. 
Umii,  iiixl   Kadolph  ron   Bnùjçttt  (  Urup *»*•»**). 
Ji.r    anaa  IbtJtMWt  an«  dm«  Arabiacan  d« 
Thradotlnn,    am    do«    Jahr    1120   (gvdraYÉI   151 

MBB    Itrhnndlnne    drr  (iraatclri«   dfi 
■ad   rrr*.  liinlrur  andrt  Wrrkr. 


ïlttl   fahrlcin«    hut    tin   ml«)  Vrrarlcaatas   «tr 
wrlrba    d»«i   llrraril    van   Virmnnx    iip«  «rlrkr«    wrrt— , 
(fliOf,   fard,   ri   infimar    l.il   ,   l.   S,   p.   IIV)      JrurJii»    e*» 
Ira,  brinakr   duppclt  M  Mark**.      Da«   %V«rk   ira 
»khi  mUbrgHfrii,     K>  1*1  Muri,  wcHtaar  ai  la  a* 
kÉaigttotwn  n  Micllirh  cmlrr  «ta  TlüH  (■".'  :   I  .' .  r    < tfir**m 
!•...  <r....,i«tut  m  mmiUtraUKrr»rt*Vrrma»rm.ii.  •>  TWrte 
ttn  in  Mitttm.      (fltifiirc   ilri  irirarr« 

i.  r.  p.  it.-) 

3J«)  Brilbr«aa<T,  ffitluri«  MltnMi,  p.  Ml. 
taWr  rTut^iniK  a  X**,t*T.t*  >•***•  ai 
■ir«..   rt  a  plmlmnr  r.*  —  /..,.,  i«  /.,(.  —  .  trnawat 
»"'"•<»«•  »■  ««■■.  lM*i>ir»««M  rtaraai 
'"'<'••    »««il«    "'««r    Uflmirr    «V.    ariVacM 
a».i. •■  «uaw.  HiiMia«.  \\>rk»  gvata. 
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Johannes  Hispalensis  übersetzte  die  astronomischen  Ele- 
mente des  Alfraganus  (im  Jahr  1142,  nach  G.  J.  Vossins 
nmd  mehren  andern  Autoren)  und  verschiedene  Werke  über 
astrologie,  wozu  ein  Werk  von  Albumasar  gehört,  das  sich 
àtm  Mannscript  in  der  Bibl.  Magliobecchi  findet,  anter  dem 
Titel:  Liber  introduetorii  majori*  in  ma  g  ist  er  io  scientiae 
jlstrorum,  editione  Albumaxar  et  interprétai ione  Johan- 
■M  Hispalensis  ex  arabico  in  latinum*  Diese  Uebcrsetznng 
scheint  im  Jahr  1171  verfertigt  zu  sein,  denn  sie  schliesst 
Vit  diesen  Worten:  scriptus  est  liber  iste  anno  domini  no- 
mtri  Jesu  Christi  1171.  Sie  ist  deshalb  von  Wcrth,  weil 
sie  astronomische  Tafeln  mit  arabischen  Ziffern  enthält.  a41) 
Es  sind  violleicht  die  ältesten,  welche  ein  bestimmtes  Datum 
luibcn.  Johannes  Hispalensis  hat  auch  ein  Werk  über  ara- 
bische Arithmetik  unter  dem  Titel  Algort  s  mus  hinterlassen. 
Es  ist  dieses  das  älteste  Werk  über  Arithmetik,  welches  die- 
sen Namen  führt,  den  wir  in  alleu  Werken  des  12ten  Jahrb. 
wieder  finden.  Dieses  Werk  fängt  so  an:  Incipit  prolo- 
gue in  libro  Algorismi  de  practica  Arithmcticae  9  qui  edi- 
fuM  est  a  Magistro  Johanne  Hispalensis  Es  ist  sehr  voll- 
ständig und  umfasst  die  sieben  Operationen:  Addition,  Sub- 
traction,  Duplation,  Mediation,  Multiplication,  Division  und 
Wurzelnusziehung,  zuerst  für  ganze  Zahlen,  sodann  für 
Brüche.  Unmittelbar  hinterher  und  mit  derselben  Schrift 
ladet  man  nnter  dem  Titel:  Excerptioncs  de  libro  qui  di- 
èitur  Gebra  et  Mucabala  ***)  >  ein  Stück  der  Algebra,  das 
davon  einen  Theil  in  bilden  scheint.  Es  ist  dieses  die  Auf- 
lösung der  Gleichungen  des  zweiten  Grades.  Man  löst  darin 
■lehre  solche  Aufgaben  auf,  wie  folgende:  Welche  ist  die 
Zahl,  die  hinzu  addirt  zur  zehnfachen  Wurzel  39  gieht?  Wel- 
ch« ist  die  Zahl,  die  zu  0  addirt  gleich  dem  Sechsfaches  ih- 
rer Wurzel  ist? 

Dieses  Werk,  das  bis  jetzt  unbekannt  geblieben  zu  sein 
scheint,  ist  auch  von  Wcrth3*8),  da  es  das  älteste  bekannte 
Werk  über  arabische  Arithmetik  und  Algebra  ist.  Man  hat 
bisher  das  des  Leonhard  von  Pisa   als  das  älteste  betrachtet. 

Dem  Rodolphns  von  Brügge  verdankt  man  die  Bekannt- 
schaft mit  dem  Planisphärinm  des  Ptolemäus ,  welches  er  aus 


241)  Targioni ,  RslazUnU  dl  aleuni  Viapjl ,  etc. ,  t  II ,  p.  67. 

242)  Das  aiauurfcrtpt  sagt  Exception**  de  libro  qui  dicitur  Gleba 
$H  MutablHay  dieses  kommt  aber  wahrscheinlich  von  einem  Irrthoa 
den  Abschreibers. 

243)  Die  Abschriften  davon  müssen  sehr  softes  sein,  dosa  die 
Mssnscrif tes-  Katalogs  ftsrea  Mue  an. 

38* 


dem  Arobisdi«   »»rrvuia,    rla«    «rlW   ■ 

arUuug    «ar,   romiar-atirl  ilurrh    rinra    \nU: 
maint   wird.      Per  grierhUch'-  Tcxl   i«l   mrhi   *«f  ■•*  < 
mcn.        I'**   Wirk    dm  H«>l«tpk«-    Dragn««*!    arard«   i 
■UM   Mal    1507    K^driirkt,    an    BqUum    dar  l-*orri| 

tlMHÜlM  (Itoni,  in  fol);  daran!  1536.  *••)     Car» 
davon   IÖ68  i-inr  rorrwiiT*  lîrdwrs'Umif;,  »rcU-w  *m 
iir,    dir  inn  ajraoarii  Thril  nur    »I 

Iuris   ilcr    t'rr«pFrtiTf   î»t[    fin    Werk    in   fifi  i 

träckn    Siil   ptdirMM,    »lr  mai   ihn   ii 

ili-n   uklntckni   Werken   librr  P«nprcii(r   n<   dm   16m« 

17tea  Jiihrliuadrrl   niclil  nndru 

lata  Das    13le  JaWnnndn-t    »Wi*,rka*  • 

Jahrbwlert.      „,llf  ArrA  in  d«  GttuictW  d 

Ri  lur.'ii.-t  iar» Wiwhrfctf Hdl—y *u,  iadraa  rt  J>-K 
»rnhinhi-n  Xnhl<-n*,ra»nia ,  drr  Aigrira  und  rae-hrrr  i 
W.rk<-  uns  «Irr  pîackUdra  Srhuir  ■•TknriifL  D*SM  I 
ja!  reit  h  41ii  Schriftsl-ll-rn  ;  ma  a  fiii.t.i  -n  iLr  Jarda*  * 
raritn  ,    t.™»ard    i'iWi.irr-i    vun    IV. >. 

iaceat  a*  I 
»ai?,    lUfef    Bai1»,    Vitrllin,    d.-rm    \imn    WrnftM  | 
d   uud   dein  Miili'bllrr  rnr   Kbrr  t-;- 

Campnnai    überwUIe  dia   13  Main    4V 
!'*   und  dir   liridcn,   «rlrbr  »an  uVm  Hia» 
lim    hfll,    aus   riiinn    nr.iLiirhrn   Trll,    and    (1 
ir  hiuni.  «*)     Dinca  Werk    i-t 


244)  Kanal  drai  !>Unl<rl>*rfnai  a>*  .Tarda»  a»< 
andern.  ntif  A-tronoalt  lia-anglichen  Slnrfcaa,  autrr  4 
Tilrl;  .VAurraf  niffnr  tilrar««  ,  ./tn(i-M   r«H»,  M 

"Uderni,  MaUaU  lin.,  in  4. 

Dalaatbre  i.i!    la  M-iurr  ttutuirt  et  tmmtrtmmmti» 

p    tu,  |  ■■)<■:   la  tri»  Uchcn  UrlnneUim    iU>  rW..:r>a.  | 
Dataa    1M4  »Uli  IIM««riU«.      I.,..«  |lm.t 


i   diuer   i 


.1,1.  . 


>  War*   I 


»mi«,    die    1544   *raac*I  wurde, 

iut.  fttrw 

'  Hittarikar  (UsW*.  aaaa  «■>•*■  Wart  ■ 

tat,   •!■  dir  I'l>l|llH— |  In  Adfc*tnrt, 

Ultimi*    den   lu.MiiUr   Intnefiltir      Andre*  <nk«I    - 

'      ..m/Kinv)    mim    trtdmnr   um  «I  aWna  i 

la  44/tulr*  r*a  rvaarnil  I  K..IW/,  I.  *J-1(»  fn  im  d 

I.—  atoir  fnfirrr  Attlarda   GMkm,     emmt/    km    /-(*-  ■ 

Mb  trat»  af 

rrdl-nr,   Ml 
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nintniss  der  Geometrie  in  Europa  verbreitet  wurde.  E*  Ist 
m  ersten  Mal  1482  gedruckt  und  hat  mehre  Auflagern  er- 
it.  Noch  lange  Zeit  nach  dem  Wiederaufleben  der  Wis- 
ssehaften  stand  es  in  grossem  Ansebn,  und  der  Cöm- 
mtar  des  Campanas  wurde  stets  Ton  den  Geometern,  die 
•er  die  Elemente  der  Geometrie  schrieben,  bd  Rathe  geio- 
n,  so  Ton  Zamberti,  Lucas  de  Burgo,  Peletier  dn  Maus, 
■▼ins  etc.;  nicht  weniger  auch  Ton  den  Algebraisten ,  die 
■  den  incominensurabeln  Grössen  handelten ,  so  wie  Stiefels 

der  jirithmetica  intégra. 

Bei  Gelegenheit  der  Stelle  aus  Boëtins,  in  der  wir  das 
rnförmige  Fünfeck  wahrzunehmen  geglaubt  haben ,  haben 
r  gesagt ,  dass  diese  Figur  ausdrücklich  Ton  Campanus  he- 
chtet ist,  in  seinem  Comineutar  cum  32sten  Sats  des  ersten 
ehe  Ton  Euclid,  und  dass  Bradwardin,  im  folgenden  Jahr- 
idert,  hiervon  die  Idee  seiner  ausspringenden  Pol jgone  ent- 
imen  hat,  wovon  er  eine  ziemlich  weitläufige  Theorie  ge- 
en  hat. 

Am  Eode  des  vierten  Buchs  findet  man  zwei  Sätze  von 
npanus346),  Ton  denen  der  erste  die  Trisection  des  Win— 
i  zum  Gegenstand  hat,  und  der  zweite  die  Ein  beschreib 
g  des  regelmässigen  Neu  neck  s  in  den  Kreis.  Der  zweite 
gl  Ton  dem  der  Trisection  des  Winkels  ab.  Die  Anf- 
ing, welche  Campanus  dafür  giebt,  ist  wegen  ihrer  Ein- 
iheit  merkwürdig;  sie  reducirt  sich  in  der  Praxis  auf  die 
»traction  einer  Conchoidc  des  Nicomedcs.  Das  Princip 
ei  ist  dieses:  Um  den  Scheitel  des  Winkels  als  Mittei- 
let beschreibe  man  mit  einem  beliebigen  Radius  einen 
isbogen,  der  die  beiden  Schenkel  des  Winkels  in  den  bei- 

Fnnkten  a  und  b  schneidet;  auf  dem  ersten  Schenkel 
rhte  man  als  Perpendikel  einen  halben  Durchmesser  und 
rh  den  Punkt  b  ziehe  man  eine  Gerade  so,  dass  der  Tlieil 
trlben,  welcher  zwischen  diesem  Halbmesser  und  der  Pe- 
jerie  liegt,  gleich  dem  Halbmesser  ist;  und  endlich  ziehe 
i  durch  den  Scheitel  des  Winkels  eine  Parallele  mit  dieser 
ad  en,  so  wird  diese  Parallele  die  Trisection  des  Winkels 
fuhren. 

Campanus  sagt  nicht,  wie  man  die  Richtung  dieser  Ge- 
rn bestimmt,  welche  von  einem  Punkt  der  Peripherie  aus- 


m  artis  geometricae  translatus  ab  Arabieo  in  Latinum  per  Ade» 
'mm  Gothum  Bathoniensem ,  $ub  commmto  MagUtri  CamptnU 
mrriensi*.  (MS.  aas  dem  14ten  Jahrhundert.') 
246*)  In  der  Aufgabe  von  1537  (Ba*el,  in  fol.),  die  alle  auf  un* 
un  mené  n  Werke  dc*£uclid  enthalt,  tflcbtu  di«*c  beidcu  Stitfäe  am 
i  de«  Baude«. 
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geht  and  deren  ,  iwischen  dem  Durchartaatr  «fcd  im 

Tkeil  der  Peripherie  liegendes  Stück,  de»  Radio»  gkkh 

#•11.    Vielleicht  war  dieses  ein  Problem,  wem  er  an  dÉp 

andern  Stelle  die  Lösung  gegeben  hat.     Mam  aiefct^ 

sieh,  wie  wir  gesagt  haben,  dureh  die  Coaekaide  des 

»edes  aasfuhren  lässt.     Dieses  Problem  hat  gage*  das 

des  17ten  Jahrhunderts  einige  Berühmtheit  erlangt,  wvLt| 

aebst  swei  andern,  in  dem  Journal  des  Savrnno  (Aagasl  Hty 

öffentlich  aufgestellt,    ron  Vifiani  in  seiaem  Werke:  Eu> 

datio    problematum   universis  gttmrtrim  prmpaoBmrumi 

0.  ei  R.  D.  Claudio  Comicrs,    Canontc*   gl  i  «Amant 

coUegiatis  eccUsiac   de   Ternant  Praepooilo    digmsmmjk 

Praemissis,  korum  occasion* 9  tenta  mttutSm  vmritm 

tionem  illustris  veterum  probtematis  de  mngmH 

(Florentine  1677,  in  4.)  gelöst  wurde,     Vrriani  neigt 

einen  sehr   einfachen   geometrisrhen  Bciweii,    dann   die 

Punkte,    in    denen   die  Conehoide    den  Kreis  *  sçhaéidft 

welche  den  drei  Ldsnngen  fur  das  Problem  der  TrisectîtMÉr 

sprechen ,  anf  einer  gleichseitigen  Hyperbel  liege*. 

Man  weiss,  dass  die  Theilnng  der  Linie  Sa  das  Iu*Ä( 

and  mittlere  Verhältnis«  bei  der  Theorie  der  tacenummstf 
beln  Quantitäten  eine  grosse  Aolle  spielt,  im  löten  m%\ 
Euclid's,  im  30sten  nnd  in  der  Theorie  der  regOlIreiÖN 
per.  Die  zahlreichen  Eigenschaften  dieser  Theilnng  eut 
Geraden  sind  dem  Campanus  nicht  entgangen,  er  bexeiebd 
sie  als  wunderbare  und  solche,  die  sich  ans  einem  Prisrip 
ableiten,  das  der  Aufmerksamkeit  der  Philosophen  virig 
ist.*47)  Dieses  ist  die  Theilnng,  welche  Lucas  de  B«f» 
proportio  divina  nennt,  in  seinem  Werke,  das  znm  Titel 
hat;  Divina  proportion c  etc.,  und  wovon  er  dreizehn effetti 
oder  Nützlichkeiten  aufzählt.  Hcnt  su  Tage  sind  diese  B- 
geuschaften  wenig  bekannt ,  weil  man  in  der  Theilnng  einer 
geraden  Linie  in  das  mittlere  nnd  äussere  Verhältniss  nicMi 
Andres  sieht,  als  die  Anflösnng  einer  Gleichung  des  sweitm 
Grades,  die  alle  diese  Eigenschaften  in  sich  seh  Hessen  assk 
Dieses  ist  aber  nur  wahr  für  diejenigen,  die  rein  analytiicl 
sind,  die  merkwürdigsten  und  zahlreichsten  jedoch  sind  ge- 
rade die,   welche  ans  geometrischen  Betrachtungen  easfebm. 


247)  Mirabilis  {toque  est  potenti*  Uneae  seeundum  pnrnntiê- 
nem  habentem  medium  duoque  extrema  divisa*.  Cui  cum  ftnrnm 
philosophnntium  admirations  digna  convenions ,  hoc  prineipimm  fé 
praeeipuum  ex  superiorum  prineipiorum  invariabili  procedat  netmrs, 
ut  tarn  déversa  solida  tum  magnitudtne.  tum  basium  numéro,  twm 
stiam  figura \  irrationali  quadom  syntphonia  ratUnusoittter  csntuut 
(Lib.  XIV,  Prop.  10.) 
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ie  Twdienten  et,  dass  man  Ton  Neoem  alle  darauf  bei&gi 
dieu  Sätze  zusammenstellt,  so  wie  es  einige  Geoaeter  in 
esug  auf  die  harmonische  Thcilung  einer  Geraden  gethan 
ibeu.  **•)  Dieses  würde  gewiss  eine  Sammlung  Ton  (iiter- 
santen  Sätsen  sein.,  welche  su  neuen  Entdeckungen  über 
«selben  Gegenstand  und  su  ähnlichen  sehr  allgemeinen  Re* 
iionen  fuhren  würden. **•) 

Campanus  citirt  in  einer  Note,  die  auf  den  ersten  Sats 
?s  14ten  Buchs  (des  ersten  Ton  den  beiden  des  Hypsicles) 
Igt,  den  Aristäus  und  Apollonius,  dass  sie  folgenden  Sats 
»wiesen  haben:  Die  Oberflächen  der  regulären,  in  die- 
Ibe  Kugel  eingeschriebenen  Dodekaeder  und  lkosak'dev 
rrhalten  sich  unter  einander,  wie  die  Volumina  dieser 
lörper.  Das  Werk  des  Aristäus,  sagt  er,  war  betitelt; 
jepositio  scientiae  quinque  corporum,  und  das  des  Apol- 
nios  hatte  sum  Gegenstand  die  Vergleichung  des  Dodc- 
i'edcrt  und  des  llosacdcrs.  Zu  Anfang  des  lOten  Satzes 
i  demselben  Buch,  welches  genau  der  angeführte  ist,  spricht 
ampanus  auch  noch  die  Namen  Aristäus  und  Apollonius  aus« 
>ie  Werke  dieser  beiden  berühmten  Geomcter  des  Alterthums 
iid  nicht  auf  uns  gekommen  ;  und  vielleicht  waren  sie  auch 
em  Campanus  unbekannt,  welcher  sie  nur  dem  Hrpsicles 
achsprach,  der  sie  beinahe  mit  denselben  Worten  zu  An* 
mg  des  zweiten  Satzes  seines  ersten  Buches  anfuhrt, 
i  seiner  Vorrede  hatte  Hvpsiclcs  schon  weitläufig  tou  A  pol. 
inius    und    Ton    seinem   Werk  De  dodeeahedri  et  Icosa- 


248)  De  Billy,  Traetatus  de  proportions  harmonie**  Paris  1658, 
i  4.  —    Saladini,  Deila  jnroporzione  armoniem.  Bologna  1761,  in  8. 

249)  Z.  U.  die  Thcilung  der  Geraden  in  das  mittlere  und  Aus- 
»rr  Verhältnis»  redudrt  sich  darauf,  «wischen  swei  gegebenen 
unkten  A  und  B  einen  solchen  dritteu  Punkt  C  au  finden,  da** 
an  hat  AC2  =  Aß.CB;  ein  leichtes  Mittel,  diese  Aufgabe  zu  ver- 
Igeraeiuern,  besteht  darin,  sie  als  aus  einer  andern  abgeleitet  xn 
rtrarhten,  in  welcher  man  nur  Einen  Pnnkt  der  gegebenen  Geraden 

die  Unendlichkeit  übergehend  annimmt.  Es  sei  J  dieser  Punkt; 
?r  gesuchte  Punkt  C  wird,  in  Besag  auf  die  drei  gegebenen  Pu uk te 
j  B>  J,  der  Gleichung: 

cP.Ib^cb.cj.ba.ja. 

Mifieen  müssen.  In  der  That,  wenn  man  den  Pnnkt  J  in  der  Un- 
idlichkcit  annimmt,  redudrt  sich  diese  Gleichung  anr  die  obige 
ste  Gleichung. 

Diese  Gleichung  hat  das  Merkwürdige,  dass  In  ihr  jeder  der  darin 
»gehenden  Punkte  dieselbe  Rolle  in  Besug  auf  die  drei  audern 
>lelt,  und  dass,  welcher  tou  diesen  vier  Punkten  auch  In  die  Un- 
ldlichkeit  verlegt  wird,  die  re  sol  tir  ende  Gleichung  immer  die  Thei- 
mg  einer  Geraden,  In  das  mittlere  und  Äussere  YerauJtuis*  auf- 
rückt. 


600 

Uteri  in  cttdcm  sphaera  dcscripiorttm  comparatione  9- 
9|i roch«  11  .|  tis  scheint,  das«  mau  im  Allgemeinen  nur  id 
diese  rStelle  geachtet  hat,  denn  man  citirt  gewöhnlich  m 
das  Werk  des  Apollonius  und  'nicht  das  des  Aristans,  vi 
ivli  finde  nur  bei  Ramns,  dass  er  diesen  letztern  xo  deijea- 
jçen  rechnet,  die  über  die  fünf  regulären  Körper  gesrkntfca 
haben.  Die  Geschichtsschreiber  der  Mathematik  sprechet  ni 
ihm  nur  in  Bezug  auf  die  fünf  Bûcher  der  EletmetUa  conte 
nnd  in  Bezug  auf  seine  Loca  gcometrica7  ron  de  Bf  ■  Vi* 
viani,  wie  man  weiss,   eine  Wiederherstellung  versucht}*. 

Uebrigens  ist  es  nicht  wunderbar,  dass*  AriMâns  ikr 
die  fünf  recula  reu  Körper  geschrieben  hat,  denn  diese  TW* 
rie  wurde  von  den  Griechen  sehr  cuJtivirt  nnd  stand  hei  ih- 
nen in  grossem  Ansehn  seit  den  ältesten  Zeiten  der  AViaw- 
gchafl.  Pythagoras  bildete  daraus  das  Princip  seiner  C«- 
roogonic,  in  welcher  die  fünf  regulären  Körper  den  vier  De- 
menten und  dein  Universum  entsprechen  sso),  weshalb  Ml 
sie  die  fünf  Wclt/iffuren  (Jigurae  mundanac)  nannte.*1; 
Plato  nahm  diese  Ideen  an  *5*)  nnd  bildete  auch  die« 
Theorie  ans2**),  von  der  man  gewöhnlich  annimmt,  da« 
Thcätctus,  einer  seiner  Schuler,  znerst  darüber  gesrlirirbi 
hat.  *M)  Hernach  findet  man  dann  Aristäns,  ferner  Eidi- 
des,   Apollonius  und  Hjpsiclcs.  S55)     Dieser  letztere  citirt  ii 


250)  Der  Kubus  repräsentirt  die  Erde;  das  Tetraeder  da*  Ffcff; 
das  Oktaeder  die  Luft;  das  Iknsaödcr  das  Wasser,  und  da*  iK-it- 
kaCder  das  Universum.     (Plutarch  ,  Pi a rit.  philos. ,  Liib.  XI.  Ca?.6.) 

251)  Proclus,  Commentar'utx  in  Enclidem%  \Abm  XI,  Cap.  4. - 
Kepler,  Ilarmonices  mundi ,  liber  seeuudus,  p.  58. 

252)  Timaeus,  Par.  III.  —    Plutarch,  Platonicae  quaestione*. 

253)  Pappus,  Collectiones  mathenwticae^  Lib.  v,  na.*ii  der 
XVII.  Proposition.  —    Proclus,  in  Euclidem,  Lib.  XI,  Cap.  4. 

254)  Thcitftetus *  Atheniensis ,  Archytae  sortaHs,  Groinirirë 
mtxiti  pri/uustnie  de  quiuqnc  sotidis  traetavit,  ut  l*aert ius  et  Proctut 
produut.     (  llrilbronner ,  Historia  mallieseos,   p.  149.) 

255)  Man  ist  nicht  einij;  über  die  Zeit,  in  welcher  Hyp*?rie* 
«reicht  hat.  Die  Einen  setzen  ihn  in  das  zweite  Jahrhundert  innrer 
/jcitrcchming  und  die  Andern  in  das  zweite  Jahrhundert  vor  Çh.G., 
bald  nach  Apollonius.  Diese  zweite  Epoche  haben  wir  an^eucnafH. 
als  wir  von  Kuclid  sprachen;  wir  t*a*;tcii  dort,  dass  JlypJi«  le«  rfira 
150  Jahre  nach  ihm  auftrat. 

Dieses  war  die  Meinung  von  Bernardin  Baldi ,  in  seiner  fronten 
di  materna  t  ici,  p.  37,  und  von  Vossius,  welcher  glaubte,  das*  Hy- 
P .siel es  um  die  Zeit  des  Plolcuiäua  Latliyrus  gelebt  bat,  und  Kidori»« 
magnus.  sein  Lehrer,  von  dein  er  in  seinen  beiden  flüchcm  >i>richu 
unter  Ptolemüus  Physkou.  Dieser  Isidorus  ma^nus  küniile  nach  Vo*- 
siua  derselbe  sein,  den  PI  in  ius  in  seiner  Geometrie  anführt.  (.Vm- 
sius ,  de  scientiis  malhematicis ,  n.  328.) 
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•einen  beiden  Btfchern  seinen  Lehrer,  den  Isidor  magnus  j  Ton 
den  er  das  gelernt  hat,  was  er  über  diesen  Gegenstand  weiss. 
Diese  fünf  regulären  Körper  haben  in  Folge  der  pjthagoräi- 
sjehen  und  platonischen  Ideen  eiue  so  grosse  Rolle  im  Alter- 
tlinii  gespielt,  dass  man  sie  als  das  endliche  Ziel  betrach- 
tete, fur  welche  das  Studium  nnd  die  Wissenschaft  der  Geo- 
meter  bestimmt  waren.  S5°) 

Pappus  berichtet  uns*57),  dass  Archimedes  gesucht  hat, 
diese  Theorie  au  erweitern,  und  dass,  da  er  nicht  mehr  als 
fftnf  reguläre  Poljëder  bilden  konnte,  er  eine  andre  Gattung 
erdacht  hat,  welche  man  semiregularia  nennt;  ihre  Seiten- 
flächen waren,  wie  bei  den  fünf  ersten  regelmässige  Poly- 
gone, aber  nicht  alle  unter  einander  gleich.  Diese  neuen 
Körper  waren  ihrer  Zahl  nach  drciiehn.  Pappus  gab  von 
ihnen  eine  sehr  deutliche  Beschreibung,  welche  Kepler  im 
zweiten  Buch  seiner  Harmontcea  mundi  reproducirt  hat,  in- 
dem er  die  darauf  bezüglichen  Figuren  gab.  Die  Historiker 
übersehen  diese  Arbeit  des  Archimedes  mit  Stillschweigen, 
nnd  es  ist  wahr,  dass  sie,  ihrer  Natur  nach,  weit  unter  den 
andern  Entdeckungen  dieses  grossen  Mannes  stehen.  Es 
wäre  für  das  Genie  des  Archimedes  würdiger  gewesen,  weil 
er  in  dieser  Theorie  der  regulären  Figuren  über  Euclid  und 
die  andern  Genmeter  hinausgehen  wollte,  die  nenen  stern- 
förmigen Foljëder  su  erschaffen,  welche  Poinsot  beschrie- 
ben bat  und  welche  die  wahre  Erweiterung  bilden,  deren 
diese  alte  und  herumte  Theorie  fähig  war« 

Wir  kommen  auf  Campauus  zurück.  Lucas  Ganricus, 
ein  neapolitanischer  Astronom  nnd  Astrolog,  hat  su  Anfang 
den  IGten  Jahrhundert*  unter  dem  Namen  dieses  Geometers 
ein  Werk  De  tetragonismo ,    seu  Quadratura  circuli***) 


Der  gelehrte  Medlriner  Mentel,  In  der  Vorrede  seiner  lateinischen 
Uehersetzung  den  kleinen  astronomischen  Werks  von  Hypsicles,  be- 
utelt: Anapkoricus ,  Mire  de  Atccntionibu* ,  Paris  1657,  in  4.;  und 
neuerlich  Delamhre  IHintoire  de  l'astronomie  ancienne ,  1. 1,  p.  246) 
and  Krnncliini  (Saggio  delta  ttoria  délie  matematiche,  p.  146)  haben 
Hypsicles  auch  un  das  Jahr  146  v.  Chr.  gesetzt.  Aber  FabHrius 
llWßUotheca  graeca,  t.  II,  p.  91)  und  nach  ihm  Weidler,  Heilbrun- 
ner, Montucla  und  Lalntide  lassen  Ihn  im  sweiten  Jahrhundert  un- 
serer Zeitrechnung  geboren  werden. 

256)  Nihil  in  antiqua  Geometria  eperiotius  visum  est  quinque 
earfforibu*  ordinatis%  eorumque  gratia  G  eo  me  triam,  ut  ex  Proclo, 
initia,  dictum  est ,  inrentam  es*e  reteres  tili  crediderunt.  (Eantua, 
ückolarum  matkematicarum ,  Lih.  XXX.) 

257)  CoUectiune*  mathemmticae ,  Lib.  V,  nach  de«  17ten  Satx. 

258)  Tetragonismu* ,  id  eut  circuli  quadratura  per  Campanum^ 
Archlmcdem  Syracusanum  mtque  UoCtinmj  mmthtmmtiaße  ptrtpicm- 
cië*imoé  adinveuta.    Voncüia  1503,  in  4. 


iVkftn»!   RH  V'it#r-« 

huit,     tmm   C-ioipann«    «b*r    dia    VfliidrjiHr   £ 
\I.it    il*«   Wirk ,    nm    da* 
I  n «  >* ~*-n h' il    arl 
i  uwirlh,   den    Nainr»  dr*    iV-nilimir»  lui' 
rlid'a    in    ntttttti      DH>    Vh(ji»(    nituKl    aar  t.roadlar»    i 
l.iujiluiiii   — -  ni*  liai    Vrrb.iUn.-ï  dar   P-rjakarii 
tnr««T,    „*rr»fiiinim  çuorf  ptrriqur  miitkrmalici  «mp 
i-f  ju.Tfa    ftktuttam   tcrilatrm'i     anil    >til-  in   ft    dervfc    ■ 
"wiicliïn-I'r.'pnrtionni  in-bl,  ublMM 

unikal»,    wHi-li«"»   drr  Flirni*   dr«   hr^i«-»    glncJj    i*t,    }«*J 
.   uni    dir    sufcrtile  Tkcil    des    Durr&ra    ■ 


weiiu   X)   di?i 


DnuMHR    il, 


H*  FUtk.    4«  Knwt  -. 


/  1 1  i«  D*      /  M  V 

(t)'1iwt-W 


wird*. 


Sacra    Doaro    Tfrilnalt    tiie    lanjr    D«rù»>aLBrit 
Wrrk   De  »pharra   mundi  ,    WrJrfcr*  >m  A»ti|    ■*.  * 
iim^evi   dft    l'inlVaiiitii   i«l    lUtil    Wclrhr*   400    J^ittu-    ktitfvrt   ■ 

il-n  ScIiuImi    mm  Ualerrirbt    ia    der   Aitraouair    fntiei 
/un   ersirn    Mal    1472    iu    Ferrari»  grdrurkt  , 
»rlMK-UU1-    l'ulllii(r    AnflaRrn    rrktn 

AiiltiMii,   wir    l'itrbarh,    il' ri'.in»ulnnii- ,     Kliaa  Viawi, 
u.  a.  Indien  c»  ilurdi   Nul  en  oder  t'amotroUrr  crUaûrL 

Ab»r    es    i«(    liier    n  irait*    ta    LennLra. 

iTlgtS  Zaslaad  aVr  VU 
inailirn,  itaa  lies«!  Wart  nur  dir  rl^aifaïai 
an«    ilrm    Flulrmâii*.    fnth.illt     m    lehrt    die    hr- 

keuBi,    An  bat.   Bmr-«*j 

«ioi*»    W«rta    iil'ir    dir    |'inilrrai«r. 

«pnier  çing  man   in  der  K*iintnin*  dra  A1m.iv 

.  itinrii    A*    ThMffa     di-r    l'Iimut    . 
»clrbi-  i!er   wirLrigste  and   acW  irrig*  te  Thrît 

Sarro   Rnuro    aal  aulrr  dem  TilH   /'r   .Yf-on  •«  #é  a 
V»r»rn     gettlritfctajU    Wrri     librr     A  ri  ihm- 

>l   iin.rt  jeta!««  Arithmetik  *»»,),  K*rr»   D— * 
ait  drn   bdara  an.     Er  ifcrill  ai«  ta  9  TWilr,   tua 


Utl  Man  hat  an*  denrllMit  T.*H   aaet  rta   Mai 

Vnlhamk  .    ■■<  h    U   Ui.tol-  ken   V«.»      : 

'•»  Viu«n*w.    <Vi 

••g,  IlittoiT*  lai tr*ir*  4*  U  ft+an,  t.  JLW.  | 


•ration,  Addition,  fiubtractiou,  Mediation***),  Duplâtien**1); 
nltiplicatton,  Division,  Progression  und  Extraction  der  Qua- 
nt- nnd  Kubikwursel.  Sehr  lange  Zeit  hindurch  waren 
!  Werke  über  Arithmetik  ans  diesen  nenn  Kapiteln  *usam- 
»ngesetxt;  man  findet  dieselben  noch  in  Werken  des  löten 
hrhnnderts. 

Man  hat  Ton  Sacro  Bosco  einige  Schriften  über  Astro- 
mie,  in  denen  die  Rechnungen  mit  arabischen -Ziffern  aus- 
fuhrt sind.  Diese  Fiecen  und  der  Tradat  über  den  Algo~ 
imus  sind  Manu  script  geblieben.  Die  Ziffern  des  Sacro 
»sco  sind  die  unsrigen,  man  verfolgt  sehr  leicht  in  den 
annscripten  des  14tnn  nnd  löten  Jahrhunderts  uid  selbst 
mehren  Werken  aus  der  ersten  Zeit  der  Buchdruckerkunst 
s  kleinen  allmähligen  Veränderungen,  welche  ihnen  endlich 
»  gegenwärtige  Gestalt  gegeben  haben. 

Dem  Jordan  Nemorarins  verdankt  man: 

1.  Ein  Werk  der  Arithmetik  ' in  swei  Büchern,  welches 
eine  Behandlung  der  Eigenschaften  der  Zahlen  ist,  nach- 
geahmt denen  des  Nicomachus  nnd  Boetius.  Dieses 
Werk  wurde  mit  dem  Commentar  des  Faber  Stapulensis 
im  Jahr  1496  gedrnckt;  seitdem  erschienen  von  ihm 
noch  mehre  andre  Ausgaben. 

2.  Eine  Behandlung  der  praktischen  Arithmetik ,  im  arabi- 
schen Stil,  betitelt  Algorismus,  welche  Manuscript  ge- 
blieben ist. 

3.  Ein  Werk  über  das  Planisphärium,  welches  1507,  1536 
nnd  1558  mît  dem  des  Ptolemaus  gedrnckt  ist.  In  die- 
sem Werk  findet  man  snm  ersten  Mal  in  ihrer  ganzen 
Allgemeinheit  die  schöne  Eigenschaft  der  stenographi- 
schen Frojection  bewiesen,  welche  die  Grundlage  der 
Construction  des  Planisphärium  ist,  dass  nämlich  jeder 
Kreis  sich  als  Kreis  projeeirt.  Etolemäus  hat  die- 
ses Theorem  nur  für  gewisse  Lagen  des  Kugelkreises 
bewiesen,  weil  er,  indem  er  überall  Klarheit  und 
Leichtigkeit  suchte,  wie  Proclus  im  Xten  Buch  sei- 
ner Hypotyposis  sagt,  in  seine  Werke  nichts  Andres 
einführte  und  darin  nichts  Andres  bewies,  als  die  geo- 
metrischen Sätze,  die  ihm  unumgänglich  nothwendig 
waren. 


260)  Divinum  durch  Zwei. 

261)  Multiplication  durch  Zwei.  Diese  Operation  und  die  Medfa- 
iii  werden  in  den  Werken  den  16t en  Jahrhundert*  tinter  den  all- 
meinen Regeln  der  Multiplication  und  Divimon  ai  Umgriffen,  so  da** 
eue.  Werke  nur  sieben  Kapitel  »tatt  neun  enthalten.  (8.  iio  Smwuna 
•  Arithmeiicm  von  Lucas  do  Bnrgo.) 
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ImMh  di*  Pi 


Fmlrman1 

1   in    du*  An? 


.vT  drr  Fk-oi- 


J.TÙu    *ef  J.r 
W-»-  Kl**nr ,    dir    ilurrli    dm     tmilffl    l'nl    a 

,iir  *n>d  Miutil^rin    und    .inlir  d^axri    iU 
.in  CHI     l  alT-rhjcdc     H>i>r| 
Wirkr   IM   J'iiiMli    und    drin   dr*    l'i- 

'/rit    wirMirlii'     N    "  wclid»    dir    rr».rn 

B)rMckU£«-   und  Eriitiiliini>£ri*Lri    »im,    d>r 
l8tBi    l.ihrliiiiidrii  *o  wriUa  ttntt'i,  «•  drr  V. 
nu-    in     Ihiin    hflltv.    ■trh    dir    mn    drn    AraWa 
KeüwtahM   n(ltnri«nrn. 

Di«  Bnii'iitiniiji    "Irr  »ferro; 
HIHI    det    WW    l'lnli-m.  I  ■  l*»kar<«a« 

im     I'rnJTtinn     fli'Krbrii     hat,      j«l    dl*     nrarrr;      nr 

m  Agailni  h>r,  nwr   ik  in   iilw  Optik  *<ararMi 
»  mMa  ***) 

Dir    Mrrrnn.rnphi»rlir   ProjrctinR    tu*  ■  : 
wrrtlw  Rijjciist'Iiilfi,    di<>  d»ria   bftlrnl,    dii,  drr   ft  imlted  t 
Krette    auf  der  Kugel    gleich    ist   dem    H  imlet   dsr    taaliai 
Krrite  im  der  Projection.      DÎMfi    *rn««r   I 'In  ..r.  m    im  «na*a 
•  »n    Piniealm    noch    «am   Jordan    Inner  Li.  ""i      II*.   Jaaa* 
Wirk,    so  Tirl   Dclambr*  wniw,    in  itm  *>eh   Itaarl 
i-t   Ja.*  Iker   "SaiiRMi.m   iun  Rubrrttljin  (17M).      {- 
d'tutronomie ,  t.    III.) 

i-cripl    De  tri.tnrmlti    iun 

Bf     b*l     imrb    drti    litti'hrr    /*.     poim.lfiii 
mu    di'iii'ii   VfVill    gclniibi,    da»«   aie    *irh    ia 
■im  Yaliran  finden   mü*»*n  ***),    aaJ   weltkr  aarb  Ain  1 
ilirk   fon   Lripiig  bt&csM-n  bat.  *•*) 


26t)     l^ul(n-.if  Orffror.«  fiftrt  irr.      Pari.  ICH.   I-  M. 

n  Unart  tmmtetil  'tem^mpUctt  mmmin*  ■«• .« am  raaadnai  I 
«n*M  rei-trtmui  :  y»l*  tarnten  nee  all«  aataé—a  «a»  - 
fam  <■•!  arpeUiri,  »lamH  ük  >u*nrai  ■•arrrwrc,  \~-tt  ■■  tl>  ajai 
<>-n(i  riiuat  i1*!  aa"  r<«  tauaai  yituai  Miim  «n» 

r  aabpti  In  untw  «Uftrn  EtMir  |aiil     4a.  •  «■  « 
iTucrapil«*«    Prrjrrtioa     Mca     riar    aadra    irkr    ,       " 
hanfe»,    ein  aUA  auf  41a  a>MI»™n.e   •>•  feUIMai 
oi   der  r>r>»rvtlrc   hrmi-hli   and   ■(»•-   Abt  V 
banrmsal    auf   dir    UbrrUr-aea   daa  awntra  Grnnc* . 
um  JuVthoda  der  Anfiurbunt   In  dar  ratKmrthm  iivaaai 

■■    Wart   laaM   .iril   in   dar   WHaMaab   *>r  I 
«n  »'lurrua  (Maallaucua,  BM.  kiU.)(    In  irr  Anr  *:*.;» 
"'I.    i-itfj/fijri.  rlt-),    und    In     der    ktalcUcbM 
■ 
»A>  fic  teimtii,  mntkemoHeiM,  r.  ill, 
2«0J    L.  Dcannr,  //.Wwfao«  ««rcr.-fM, 
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Ramas  schreibt  ihm  den  Beweis  der  eleganten  Formel 
!Ür  die  Flüche  des  Dreiecks,  als  Function  der  drei  SeiteM, 
tu.  9m)  Wir  wissen  nicht,  in  welchem  Werk  Jordan  sie  ge- 
geben hat;  Ventnri  hat  sie  in  dem  Werke  De  trianguli* 
liebt  gefunden.268)  Dieser  Beweis  ist  derselbe,  als  der,  wel- 
chen Leonhard  Ton  Pisa  in  demselben  Jahrhundert  in  seiner 
praktischen  Geometrie  gegeben  hat  Er  scheint  arabischen 
Ursprungs  zu  sein,  denn  er  findet  sich  in  dem  Werke  der 
Irei  Geometer,  der  Söhne  von  Musa  ben  Schaker  nnd  in 
lern  des  Jnden  Sayosarda. 

Jordan  hat  auch  über  die  Optik  nnd  nber  die  Mechanik 
geschrieben. 369) 

Albertus  magnns,  der  so  genannt  wurde,  wie  Montucla 
tagt,  entweder  wegen  seines  Ansehns,  oder  weil  sein  Eigcn- 
inrne,  der  Grott  ist,  in  der  Sprache  seiner  Zeit  grots  bed- 
ientet, hat  über  Arithmetik ,  Geometrie,  Astronomie  nnd  Musik 
rhrieben.  Diese  Werke  sind  nicht  anf  uns  gekommen, 
war  durch  seine  Gewandtheit  in  der  Mechanik  berühmt. 
loch  besass  dieser  ausserordentlich  fruchtbare  Schriftsteller 
sine  ausgedehnte  Kenntniss  der  arabischen  Werke. 

Roger  Baco ,  eines  der  kräftigsten  Genies  aus  dem  Mit- 
einher,  nimmt  den  ersten  Rang  unter  denen  ein,  welche  die 
illgemeine  Wiedergeburt  der  Wissenschaften  beförderten.  Er 
mg  hanptsächich  su  den  Fortschritten  der  Mathematik  bei, 
ndem  er  in  mehren  seiner  Werke*70)  den  Rang  zeigte,  den 
liese  in  der  Gesammtheit  der  menschlichen  Kenntnisse  ein* 
limmt,  nnd  die  Hülfe,  welche  sie  bei  allen  wissenschaftlichen 
Tntersuchiingen,  deren  Grundlage  sie  ist,  leisten  kann.  Seine 
>ptik  enthalt,  wie  Jedermann  weiss ,.  gelehrte  Bemerkungen 
ind  reelle  Entdeckungen  in  der  Theorie  nnd  die  Erfindung 
nehrer  Instrumente,  die  vom  grössten  Nutzen  geworden  sind. 

Seine  Kenntnisse  in  der  Astronomie  liesen  ihn  die  Fe  li- 
er des  Kalenders  erkennen,  dessen  Reformation  er  vornahm. 
Der  Kalender,  den  er  berechnete  nnd  der  Mannscript  geblie- 
ben ist,  zeichnet  sich  durch  seine  Richtigkeit  und  durch  den 
îebrauch  der  arabischen  Ziffern  aus,  welche  dieselben  sind, 
Ja  die  des  Sacro  Bosco, 


;7)  Sckolae  mathematicae ,   nach  dem  XXXIsten  Buch. 

268)  Commentait  sopra  la  storia  e  le  teorie  delV  ottica.    Com- 
kentario  11  ;  del  Tragunrdo ,  cap.  XXX. 

269)  Jordani  de  ponderibus  propotitlones  XIII  et  demonttratic- 
et.     Norimhergae  1531,  in  4. 

270)  Spécula  mathematica.  —    Opuê  majus.   4ter,  6ter  nnd 
ter  ThoH. 


:[,<)   li«    eti   pelrkrlei  Wrrk    über   ■. 
Ia«»ea_    da-    di-iu    d«    Aralirr»    Alk**»    n*rwrvt>iÛ*(     ,.,     , 

■ 
d>     Pniuip'«B    der    BfeMMtrif     am    Art     et; 
nnf  drum  «  beruht,   brarrkratm i 

llv«   pnnie  er«le    Uarb    i«l   «Irr   (rraarlria   f— idtTT, 
Verfasser    »irlll    d.irin    die    Sitae    lo.jiuitim .     <-,* 

■■dl  m.i-  iim  will    < 
in  dm  Klmenleii  »!•-«  Rnrtid  befind 
Krp'l'rhniUm    îles  Apolloaina  ruln,.*m-n  . 
andre,    dï«   «■  Rh   atif  die   li*rm*«i.  I.e    I  h> ,]  n  ,«   ,.», 
Linie    bmienen,    Bind    in   itt 

aillwalaB    Uiich    iliT    ui-illf'iii.tll-iLivi    S.iiuinliiBgra    .=»    | 

findet;    nadre    emJlinh    »iud    »on    ««lehrt  An,    «„   Ml 

dent    W.'rk    /).-  iiulimaliumibui  «on   Apallmt<»  fr^Hw 

r.    gcaih'rkl    Wrder    Ton.    diese  »    Werk,     Hack    »na    i 

l'appui   V.t* jlinuu;. 

Indem   Vilellto    die  fc'lraiente    de-   I'nrhd    und    «fn  b>i 

m-hnitle  de»  AnnlUniii»,    mit   denen   er  vtvtfan 

rilitl,    .■■ 

d*w  Km  lui,    al*  die  damnla  nurli  m  am«  i 

Rnmpit  arliua   c-boiur.Mirk    war,   no«  J„.r. 

ilat    lirrikhmiü    Werk    der  CoMfoi    m-hoa    kr*. 

K  i(  gvplaMwt,    Im*    m    w*I    200  Jak»  •.[•.irr,    ms  4«  I 

de*    I6lH  J.ihrhDIniorl«.   wo    tlrAiPmwuUaaa   1 

tbflMrtkjto  ***),   aag;rjaiijieii  hak*  brluuuil  an   »-r^n. 

Ein   .-!<  .     Peeram,    Knkiwhai  «*«  t 

1  iTl.tin  ,     ein    Zf)l«ViMM   de«   ViiHl.n,     kat    aark   *rt   I 

Optik   kialerlaiteat   »   iti   aber   wva 
da»  dei   jn.hii'fhen  Qrnnvtrr*. 

>:    von    BraaraSi    i-i    Irin    aria-ineHer 
»ein    tperulum    mmttli ,    ein     na-efc- 
men   narr    fCrtryffapddif    ilrt   13frw  Jakrkmm 
hat,    terJinii   nncrfiilirl    in  wrrden, 
Zaalnud  girlil,    îa  welrkem   d 
b'pn<ke  befanden,    wenn  man   dann: 
»rh  rille   m  la   ili— ■— i   )*brh«i 

Markt  haben.      Man  findet   m   dir*»  1 
clid  ,  Armtotrlri,   Vitroti«-. 
bekannt    jrm«'n   jii  «ein   »rkriat,    an« 
Uidarn«   ton  Senil«,   Alfarakiu«,   Anrean«  «*J   1 
1  arabiubrn  Aolarn, 


VI)  Manuela,  Btltoirt  Jt,  njl.r«!^!,  Li, 
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Viucent  von  Beauvais  sagt,  das9  -Al.farabiss  *72)  acht 
^thematische  Wissenschaften  unterscheidet:  Arithmetik,  Geo- 
»trie ,  Perspective,  Astronomie,  Musik,  Metrik  oder  die  Wis- 
îschaft  vom  Gewicht  und  Maass,  und.  die.. Wissenschaft  des 
istes  (d.  i.  Metaphysik).  Es  sind  hier  nicht  mehr  als  sie- 
n  Wissenschaften;  die  achte,  welche  ausgelassen  ist,  ist 
>  Algebra,  welche  Alfarabins  nach, , der  Arithmetik  gesetzt 
t.  Vincent  von  Beauvais  spricht  nicht  weiter  davon;  was 
f  die  Vermuthang  führt,  dass-  damals  die  Algebra  kaum  in 
ankreich  eingedrungen  war,  oder  wenigstens,  dass  sie  nur 

lern  kleinen  Kreise  von  Mathematikern  bekannt  war. 

t     ■  i        ■  i 

Unser  Zahlensystem  ist  nebst  der  Null  sehr  klar  au?- 
iandergesetzt,  unter  dem  Titel  Algorismu*.  Die  Geometrie 
locirt  sich  auf  Definitionen  und  auf  einige  elementare  Bé- 
ffe;  was  uns  beweist,  das  die  Gegenstände,  worauf  .sich 
t  gelehrten  Werke  von  Sacro  Bosco,  Camp  an  us,  Jordan,  VI- 
lio  beziehen,  noch  ganz  nen  waren,  und  dass  die  Ketitft- 
ise  davon  nicht  bis  zn  Vincent  von  Beauvais  gedrun- 
a  war. 

Wenn  wir  bei  unsrer  Prufnng  der  Schriftsteller  aus  dem 
ten  Jahrhundert  die  chronologische  Ordnung  hätten  befal- 
lt wollen,  so  würden  wir  ohne  Zweifel  mit  Fibonacci,  ge- 
brauch Leonhard  von  Pisa  genannt,  angefangen  haben,  da 
b  Liber  Abbaci  das  Datum  1202  führt.  Aber  dieses  Werk 
I  einen  solchen  Einfluss  auf  die  Richtung  der  mathemati- 
den  Wissenschaft  im  löten  Jahrhundert  gehabt,  dais  wir 
ausdrücklich  von  denen  absondern  wollten,  von  denen  wir 
»her  gesprochen  haben.  Diese  gehören  der  griechischen 
hole  an,  obgleich  sie  durch  die  Vermittelung  der  Araber 
d  in  deren  Sprache  in  Europa  Eingang  gefunden  haben, 
e  des  Leonhard  von  Pisa  dagegen  scheinen  uns  indischen 
-sprungs  zu  sein,  obgleich  sie  anch  durch  die  Hände  der 
•aber  gegangen  sind.  Hieraus  entspringt  der  Charakter, 
r  sie  Tön  den  andern  unterscheidet« 

Leonhard  Fibonacci  reiste,  wie  man  weiss,  nach  dem 
ientj  und  auf  seiner  Rückreise  Hess  er  ein  Werk  aber 
•ithmetik  und  Algebra  erscheinen,  das  mit  den  Worten  aar 
igt  :  Incipit  Liber  Abbaei  compositus  a  Leonardo  fiUo 


272)  Alfarabius  war  einer  der  toerfiJuatesten  Araber  des  IQten 
hrhundert* ,  besonders  als  Geometer  und  Astronom.  In  4em  Ver- 
ichniss  seiner  sahireichen  Werke  bemerkt  man  eines,  dessen  Titel, 
lus  felicitatum,  teu  dUcipUnarum  matkemäticarwm  Th4*auru*y 
■  gnnxen  Werth  neigt,  den  man  der  Abbildung  in  4er  IUUnmUJc 
Hegte.  .....       .'.i  »jii  4j .. .  .   .-jj 


ponacci  Pîtano,    in  amma  12ÜJ. 

(ii^puwârii!:**'   SjrtMl    mit    art    Ni 

■Ira   loJrm   m: 

nTfov«m Jlgmrai  tméormm  hat  mut 
\11LI,     VIII,     VII,     VI,     V,     MM,     M! 
0,         ».        7>       0,      5,       4,        3,       2, 

ru«    *m   i'/aowc  wwi  Jigvriê  et   mm    Aor  j. -«. 

artili/cr   zr/ikirum   appeliatttr ,    afjtflltj«    yataVawni 

r*j,  Hc."  *'•) 

Dm  Werk  «1li*r  Alnbn,  wrlrhn  Fil.»»««-;.  — 

Ar.ilirr,    jitgrbra  et  Alwtueabala   ornai,    c   kl    ■•♦ 

Usnne   'l'i   (ilrii-hiiu«rn    d---    iWtttM  «.raili«     a  ad    rta 

ilnn,    dit-    sich    il  I 

dmji'iiÎRf  u ,   toii   Mohammed   Ih-h  Ma«*  Ufc  m.l'k*»   " 

nu)    bei    dm    Aralirra    ia   1 

autta»    d-irin     Ab« 

roii  ifitseï  »f  iln-  i;pnmrir>r  ;   un.  ■ 

dn*  ew**   (frii|>ii'l    und    «uskirb,    l.-i    dra    pi 

ikrmalikern,    der   Uripriiiiit    fiir    dir   Ri.Hikm 

in    die  Beweis«    uii.i   Sjicraliuiou    der    l^an: 


Î7J>  Pin«  Ziffern  *!■■  Ikolira  d««**  dw  Barr«  ta 

vida    andre  Auluren    m    ihm  Wutea    aaofûart    kiWm. 

tlvra    Unllir tf    tinj    H !>,)       L'ahrt«-«a     »Um     m* 

Ziffern,    w«Jc-e   man    In    rlurr   croaara  Xaal  ««H  lalriata 
■eripttt    de*    liifu    und    Hirn    Jahrhundert*    ta*««,    Iskaj 

1741  «an  ilaht,  da«  htfnafc*  all«  Aatare*,  4a*  IIb 
dert»,  VihonMcl,  Jordan,  Harnt  ante*,  Vlaraail  «r  ■**■ 
ander  »im  VillrrfiHH,  Hu(»r  Harn,  Ilaer  da*  >[|i.hm, 
wahr  UdlKlur  y.iMeat.»  uro.  tmirirbf,  hak 
«Dbar,    da»»    unter    dt»    Mail 

iirkaaal  war  and  na  (tarn  tjafti 
dir  l)n(«rmucl.a«a*a  ffcf  dl»  «Mm  ■#!»*•«»■ 
la  Kurnpa.  I#*  #■•  r*ifcai 

UO«    da*    I  Ire  J«l.r»i»ndrr»     Mihi»   aaa-ftrkf-j 
in  d*r  Thal  nicht  rlaahru,  d«-- 
Jait  Ixiiiilcit* ,   itrlclil  ■  »'■Im-  i..    i 

r 'i^arfcrarawai, 
Bekannt  hohen  «ollien ,  *>«voal  aa  und  <lr 
darchan»  iwilk«»ndlfi  uar,  im  ihre  i'lri'.,n. 
d-rn  W'eiha  an  utierMtawa,  aaloaa  wia  «IIa  i 
Ui   ii.    A 

im]  In  .Irr  Thal,  wir  «ihr«   --(.»n  •>»  Wer*  ahar  < 
■au  aarrfuhrt.    iialHa**    »••>  lirrard    tiaa  fmaaaa 
ni>d  «4«  andraa  vm  Jaiaaa»     HlipaJanaM.     Dtaa»  ■ 
1er  luhlara  !■>  Htm  JalubaBdort  cclrlit. 
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nigong  der  beiden  Wissenschaften,  die  bei  don  Griechen  so 
»schieden  waren ,  bildet  den  eigentlichen  Charakter  des  Wer- 
ts von  Fibonacci,  worin  sie  nicht  allein  in  Anwendung  ge- 
rächt wird,  sondern  worin  es  ausdrücklich  als  zur  Natur 
eser  beiden  Wissenschaften  gehörend  ausgesprochen  wird, 
ins  sie  sich  gegenseitig  unterstützen  müssen;  denn  in  der 
errede  sagt  Fibonacci:  Et  quia  arithmetica  et  geometriae 
sunt  connejrae,  et  suffragatoriae  sibi  ad  invicem, 
potest  de  numéro  plena  tradi  doctrina ,  nisi  inseran- 
$r  geontetrica  quaedam,  vel  ad  Geomctriam  speetantia; 
id  er  fügt  hinzu ,  dass  oft  die  Regeln  und  Verfahrnngsarten 
ir  Algebra  ihre  Evidenz  und  ihre  Beweise  aus  geometrischen 
ignren  und  Betrachtungen  ableiten.  Darauf  kündigt  der 
trfasser  an,  dass  er  über  das,  was  die  Geometrie  betrifft, 
citliutiger  in  einem  Buche  über  die  praktische  Geometrie, 
18  er  Terfasst  habe,  sprechen  werde. 

Dieses  in  acht  Kapitel  getheilte  Werk  ist  betitelt:  Le*- 
ardi  Pisani  de  filiis  Bonacci  Practica  Gcometrfuc ,  com- 
Btita  anno  MCCXX.  Es  ist  Manuscript  geblieben,  eben 
»  wie  das  Werk  über  Algehrn.  Bernardin  Baldi  berichtet 
BS,  dass  Co  m  m  and  in  eine  Ausgabe  dieses  Werks  über  Geo- 
letrie  vorbereitet  habe,  dass  er  aber,  ohne  seine  Absicht  er- 
seht zu  haben,  gestorben  sei.  *"!*)  Eduard  Bernard,  ein 
dehrter  englischer  Geometer  und  Astronom  des  17ten  Jahr- 
nderts,  wollte  die  Behandlung  der  Algebra  in  dem  sieben- 
m  Bande  der  herrlichen  Sammlung,  die  er  von  den  Wer- 
m  der  alten  Mathematiker  vorbereitet  hatte,  mit  aufneh- 
me) 


275)  Cronica  de'  maternât  ici ,  p.  89. 

276)  Diese  Sammlung  sollte  14  Bande  enthalten;  das  Verzeich- 
nis der  Werke,  welche  dariu  aufgenommen  werden  sollten,  findet 
kh  in  der  Bibliotheca  graeca  von  Pabriciu*  (Lil>.  111,  cap.  23). 

Im  toten  Baude,  der  für  die  Algebra  bestimmt  war,  bemerkt  na n 
Mfmden  Titel  ffir  ein  Werk  von  Thebit  beu  Corah,  welcher  den 
Mgen  Zusammenhang  zeigt,  den  die  Araber  zwischen  der  Algebra 
fei  4er  Geometrie  aufstellten,  und  der  deu  eigentümlichen  Cha- 
Ikter  ihrer  Mathematik  bildete:  Thebeti  tract  a  tus  de  reritate  pro- 
MfiomuM  algebricarum  demonstrationibus  Geotnetriti*  atUtruenda^ 
«m  aliis  tractations  egregii$%  quae  Gebricam  artern  spectaM.  Ara- 
iee  et  latine. 

Die  ungeheuren  und  kostbaren  Materialien,  die  von  Ed.  Bernard* 
•tbereltet  waren,  sind  nach  seinem  Tode  in  die  Hl/W.  Bodleian* 
Hkommen.  Man  mnss  sich  wundern,  dass  ein  so  schönes  und  nttfcs- 
afces  Unternehmen  nicht  aufgeführt  worden  ist,  und  «war  in  einem 
Mde ,  in  dem  die  Wissenschaften  so  oft  noble  und  grasartige  4Ju- 
rsCfkUung  gefunden  haben. 

Gctrh.  der  Geom,  «• 


I 
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Fihunarri  liai  auch  riu    tlihasdla 
sahlft  klautiUNR,    »''Irlr  a.irh  dm  ,   *U  Ui 

Un  i«  der  .S*B»*a«  Ma*  aritkmetii  , 
ûr  Bnrgn  mu!  in  der  Af ithmriik  «di  Cardas ,  wa>  «m  i 
»rlhrilm  kann,  *irh  auf  die  mi  lu  «(nantir  A  a  al  ni«  •*•  i 
laeîteu  tirades  »rang.  DirKnrmelii,  «lira«  dir*»  hait 
irr  ini<*end?D,  sind  Tnn  drnrn  ,ir  .  Diopfcaalaa  T*raaJ 
miiiI  ilii-fll.rn ,  ni*  dir,  «HrKr  maa  ia  dra  iadrjrw 
finJi't ,  wir  alrt«  mil  il iT  Ausnahme,  du«  air  «irai  i 
nef  uni!  «n  Allj-rmriiii'  Asfgûni  la  ira.  jli  nia*  i 
■livi-liiii  Werken  findet.  Wir  nutzen  dir»»  Akhaa 
Fümruiri  als  eine  Kapir  irfrnd  eine*  atabtrbra  * 
.   du  nrlbit  wieder  aa«  denen  dar  ladt*  Un 

Im  Allgemeinen  alon  hallen  dir  Scbridra  des  1 
drr  im  16ien  Jahrhundert  da«  Vorbild  «ad  da*  f 
für  Linas  ilr  Durga,  Cardan  aad  Tartalra, 
rein  araliisrhen  und  im  Grunde  iudiu-Wn  lr»pmit 
daher,  wurauf  wir  inriirLkomuvB  niiira , 
Hon BKg,  da*«  *ir  miarr  VTinw  »n.|  uatr»  Fart 
dir  Hi.«  u-.rh.in  direct  im!  autark!  int  heb  de  a  & 
Verdanken  hahen. 

DieW-rlr  ma  FibnMrci  -ind  nnrli  airkt  ein 
■nun  pgnWirllg  ihre  panii-  Wiehupkrii  n-irta 
fcrri|>tc  il.unn  mod  «ehr  Kelten  and  did  AlikaaJUic 
^ii.iJr.iiiiilileii  bjl  aajun  teil  SO  Jahren  i. 
Diaaflk«  Lui  uu.  du  Werken  »her  Algebra  aad 
turiirklili-iuni,  wenn  der  Drnrt*  nirbt  bald.  I  - 
rnni;  dic»rr  fiir  die  lieteWIiir  dir  W  i-envk^  t« 
ropirrn  nu  wirbligen  Drnkmjler  avril.  *") 


377)  „Wrjmhjnn.  welrite  ab*  »trat  •»eefrnl  **• 
IfÛgl    luden,    kJliinet. 

mi«  vir!«  ha •etan   afan—iilaia  an  * 

H11»l    »oïl.    In    dm   In/Im   Zeilen 
laul«aelt,    Ufa    urf    MU    du    i.v.     vm   «ff  V 
haaf      An*    Furrkl, 
NaeaweK  rnr  Harbarra  an  nelie«  .  nun.*»  ■ 
7.n. immi*    èaiwbalirn.  "      {Hittvirt    été    ..itn. 
lUtlr.    I.    I       I     \    i 

\v;>   nlaWaa  —  Mr  Pfllobi,  diaa-a  Aa»*rarfc 
■ml  wltnarhan.    •!■»  er  r\„  .jtin  ti.  g,**  1*4* 
Uaf  die  Pnirhi,   H  «  tr  »uftrlrRt,  ntend  dl« 
I«,   «indern    *>al««*r   d«   der    ftrxi»mn*n.     h- 

■  rnM*afl  und  aar  Knuairkitnaf,  da*  «w 
rt— um  briauira««ii  ■■«ml  *>ad-  1-er  Urach  **■«■*  an 
aa  wwtrate  »it»  ela  w  Um»«  h»  Ol  ira».  i.*d  *l  minla 
U«,n.  »ia.1  dia  l>bril.«j:  ut  «nicvr  '"»^en^anwnwaafl 
"l*fr«à«,   orara    lk»r  »ein    nm   u.nluw  «»4   pjhéU 
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Das   14te  Jahrhundert  erscheint  in  der  Utes 

Geschichte  des  Mittelalters  mit  weniger  Glanz  Jahrhundert. 
als  das  13te,  weil  in  der  That  die  neuen  und  wichtigen  Er- 
Bengnisse,  welche  die  Namen  Ton  Fibonacci,  Sacro  Bosco, 
Campanus,  Jordan,  Vitellio,  Roger  Baco  berühmt  machten, 
im  Stillen  überdacht  nnd  stndirt  zu  werden  verlangten,  nin 
▼allständig  begriffen  sn  werden  nnd  ihre  Fruchte  zu  tragen. 
Jedenfalls  scheint  nns  das  noch  r.n  wenig  bekannte  14 te  Jahr- 
hundert seine  Bestimmung  erfüllt  zn  haben.  Die  mathemati- 
schen Studien  wurden  weiter  ausgebildet  und  rediicirten  sich 
sieht  anf  blosse  Reproduction  oder  Nachahmung  einiger  ara- 
bischen Werke;  es  wurden  die  ersten  Anstrengungen  ge- 
macht, um  die  erlangten  Kenntnisse  anzuwenden  und  darüber 
hinauszugehen;  die  Geister  wurden  auf  die  Lecture  der  grie- 
chischen Texte  nnd  auf  die  schnelle  und  allgemeine  Bewegung 
▼orhereitet,  welche  im  nächsten  Jahrhundert  die  Erneuerung 
der  Wissenschaften  hervorbrachte. 

Das    erste  Drittheil    des   I4ten  Jahrhunderts    bietet   uns 
•inen  Maun  dar,  der  durch  seine  Kenntnisse  in  der  Philoso- 
phie, in  der  Mathematik,  in  der  Theologie  und  in  der  ara- 
bischen  Literatur    eine    bedeutende  Berühmtheit   erlangt   hat, 
Thomas  Ton  Bradwardin,   Bischof  Ton  Canterhurj.     Wir  ha- 
ben schon  die  gelehrte  Theorie  der  ausspringenden  Polyotie 
1  erwähnt,   die   dieser  Geometer  ans   dem  einfachen  Datum  des 
>  Stern fünfecks  Ton  Campanus  erdacht  hat.     Diese  Theorie  war 
f"  wirklich  eiue  neue  Auffassung,  welche  dem  14ten  Jahrhnndert 
Ehre  macht.     Sie  findet  sich,  wie  wir  gesagt  haben ,  in  einem 
Werk  unter  dem  Titel:  Geometria  êpectuatha ,  welches  1496 
gedruckt  ist  nnd  später  noch  mehre  Anfingen  erlebt  hat.  *7*) 


noch  wenig   kostspielige  Unterstützung   der  Arbeiten  ron  M&nnern, 
die  sich  dem  Studium  widmen. 

Eine  zweite  Maassregel,  die  su  nehmen  wflrc,  un  die  Vernich- 
tung der  literarischen  Seltenheiten  («olehe  js.  R  wie  die  Productlouen 
4e*  17ten  Jahrhunderts,  die  täglich  versch winden)  sn  vermelden, 
wlre  die  Errichtung  einer  speciell  fflr  die  Wissenschaft  bestimmten 
Bibliothek,  gewisser  Maa**en  eine  hisorlsche  Bibliothek,  worin  »ich 
Jahrhunderte  hindurch  alle  Eraengnisse  de*  Wissen«  und  des  Genies 
vereinigt  finden,  und  die  ein  Vereinigungspunkt  sein  m ûka te,  wohin 
jeder  es  fflr  Pflicht  und  fur  eine  Ehre  hielte,  seine  kleinen  eigenen 
Arbeiten  hiuatiliefern ,  welche  man  jetzt  verloren  gehen  JAnnt,  weil 
wan  nicht  weiss«  wohin  nun  sie  bringen  soll,  um  sie  nfiulich  su 
■aacben  und  ihnen  eine  dauernde  Kxistens  an  sichern. 

278)  In  einem  Mannscript  der  kiinlgl.  Bibl.  (Nr.  7368,  Kopie  au* 
elem  Uten  Jahrh.)  findet  sich  eine  Pièce,  die  fat  Katalog  betitelt  ist: 
Fragmenium  elementorum  Geometria* %  worin  wir  Stellen  aus  der 
Geometrie  von  Bradwardin  erkannt  bähen.  IMe  Theorie  der  nttx- 
»pringenden  Polygone  steht  auch  darin,  aber  nnier  den  Figuren  findet 
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i.lniu    m    L4M    H&MI    die  lir*eh.rhl«eamhcf  aW- 

ii  ;i  ni  in  Hal.1i ,  HriluroiiniT  und  Moulu  ri  .1  ■■  de«  Irrthaai  »— 
leitri  ni  liiiliiu,  dosa  aie  ihn  an  da«  Kode  dr»  l-'ie»  iaka* 
huudem  »elïfli  ;  imtl  e«  é*1  dir«»  tieliekhl  du  Grand.  »•»■ 
halb  non  lti*her  auf  sein  Week  nicht  |reacble«  kai-,  4ru  4m 
Verjüngen  hirruri  am  mehr  al»  anderthalb  Jahrhander»  ha  ai 
Jirsal  bcdentrad  iTi.ti-.Tii.  K«r  4ie  Z«.l,  ■■  èar  • 
goc*  rieben  wurde,  Khlùll  es  au»  rarrkwurdrr  ta  «il,  «a» 
iHJir  mi  hl  allant  wrjîcn  der  Theorie  der  Aiiuprwiufci  K- 
IjgMt,  -  milvrii  .Mii'h  noch  wenren  mehre«  Andern,  ••«• 
man  (iiigt  Säue  über  die  isapefimctriaehetj  Figana  »- 
merkt. 

Dh   A  »air».«  dies«  Wer  Vf  f«t  fêlerai*: 

Kl  Titrl  iit:  Beere  Cmmpemdimm  mrtH  <■*»- 
mrlrine  a  Tkama  Braniritini  tr  itbii*  h\>  .ni 
rt  OnnfHini  perùptime  comftilatwm.  Der  YeruUaar  k— • 
aiirb  Arrlilmrdcs  and  Theadiuîne  nennen  Mi«ri ,  - 
nfl  rilirl  um!  nu«  denen  er  Mehre«  entlehnt,  and  ■■■r  en» 
dem  llnrli  /)<■  tjuadratmra  circali  de»  er»lrm  nnd  anm  «a 
Sfthacricii   in    nndprn. 

ili    in  »ier  Tbeile: 
Dit  ent«  enthält  die  Irrinilionru  ,   AxîaaaUl   and  faaa- 
UtA,    «rleaa    tu   Anfang    der   Rlr«ente   Kndid'i    aaeant  «a* 
die  Theorie  drr  aiiiiprin-euilrn  Palrsone. 

D«    iwtiU  Tbeil    behandelt   die  Dreiecke ,    d'rt  TaaaaK 
den    Krei*    und    die   iHoprrimrtrurhrn  l'ipfutfti  ,    ion    èVi 
BrndwAriliu    bemrrkt,     Bâclai    in    ■aiaw    tieomeirw    : 
■prorhrn   hnl.     A  lier   m.ni   «fia«,  iln"   in  der   Schale  de*  I 
thaxora«  diese  Theorie  entworfen  wurde,   «nd  das*  Zca 
ein   Seh  Blei   dienet  I'biloiophra,     Cher  dietea   (^erveuad  « 
lnüt-rlaeaen  hat,    welche   dam   beiiimtat 
Mdaaag,  ab  halten  licarm  »un  elf 
<rh    gleichen   labnlt,    in    brk.îni|>ren, 
■  ;•■     um     Jen     auf    an*    (trlmmm-iirn    peeawtr^ 
der  Griechen,    i-i    ran  Thren    ia   aeiiic«  ('naar 
■äffest  nnfbewnhn.  »*»)     I'nppn«    Im 
Anfunc  den  finflrn  HM.h*   inner  ■alhecnaii>cbea 
lirhandt'li.      Ilradw.inlin    Mit    nicht,    ab   di>. -■ 


I    enr    da»   Kdftfeeli    4er    «wellen   Galt«««    «na    4M 
«"ritt«  Gallo*«,  wHebe,  wir  la  «V*  na* 
-r.fc»  Ur.t„U:.fi    >it<l   Mieaeweeh    drr    )«-**(«•  Orataaay 
X«  aniirn   au» er liiaemlen   Polttow   »<a4  atCM    ' 
CT]    1  iitiM    hat   « 
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•  beweist,  aus  diesem  Werke  oder  ans  dem  Almagest  ent- 
minen sind,  oder  aber  ob  er  sie  selbst  erfanden  habe.  Die 
ätze  sind  diese: 

Erster  Satz.  —  Unter  allen  isoperimetrischen  Pohj- 
onen  ist  dasjenige,  welches  die  grossie  Anzahl  von 
Kinkel  hat,  seiner  Fläche  nach  das  grossie» 

Zweiter  Satz.  —  Unter  allen  isoperimetrischen  Poli- 
nnen ,  mit  gleicher  Anzahl  von  W iniein,  ist  dasjenige 
is  grossie  ^  welches  gleiche  Winkel  hat. 

Dritter  Satz.  —  Unter  allen  isoperimetrischen  Poly- 
onen,  die  eine  gleiche  Anzahl  von  Seiten  und  y  nier 
nander  gleiche  Winkel  haben,  ist  dasjenige  das  grossie, 
dehes  gleiche  Seiten  hat. 

Vierter  Satz.  —  Unter  allen  isoperimetrischen  Poly- 
gnen ist  der  Kreis  die  grossie.  Der  Verfasser  fügt  hinzu, 
138  die  Kugel  dieselbe  Eigenschaft  unter  den  Körpern 
t  sitzt. 

Der  dritte  Theil  des  Werks  bandelt  von  den  Proportio- 
sn  und  der  Flächenautmessung  des  Dreiecks,  des  Vierecks, 
er  Polygone  nnd  des  Kreises. 

Bradwardin  sagt,  dass  die  Fläche  des  Kreises  einem 
echteck  gleich  ist,  dessen  Seiten  die  halbe  Peripherie  nnd 
»r  halbe  Durchmesser  sind.  Er  schliesst  diesen  Satz  aus 
»in   des  Archimedes,   welcher  derselbe  ist,    nur   mit   andern 

•  orten,  und  den  er,  ohne  Beweis,  ans  dem  Buche  De  qua- 

raiur  circulé  entlehnt,  wo  er  so  ausgesprochen  ist:  Irgend 

n  Kreis  ist  einem  rechtwinkligen  Dreieck  gleich,  des- 

>n  eine  Kathete  gleich  dem  Radius  des  Kreises  und  des- 

m  andre  Seite   gleich   der  Peripherie  desselben  Kreises 

t.     Bradwardin  fügt  hinzu,   dass  das  Verhältniss  der  Peri- 

22 

derie  zum  Durchmesser  —  ist;  „hoc  ut  habetur  ab  codem 

7 

trehimenide*90)  in  praedicto  libello  (De  quadratura  cir- 

Der  vierte  Theil  bandelt  von  den  Figuren  dreier  Dirnen« 
onen,  von  denOortern,  vou  den  körperlichen  Winkeln,  von 
»n  fünf  rogulareu  Körpern  und  von  der  Kugel. 

Das  Buch  über  die  Kugel  ist  eine  Sammlung  von  ver- 
miedenen Sätzen  über  Kreise,  die  auf  dieser  Oberfläche  ge- 
>gen  sind,  von  denen  Bradwardin  sagt,  dass  er  sie  ans  dem 
aber  sphaericorum  des  Theodosius  entnommen  habe. 

Endlich  findet  man  noch  eine  kleine  besondre  Schrift 
ber  die  Quadratur  des  Zirkels,  betitelt:  Tractatus  de  qua- 


280)  Bradwardin  nennt  Archimedes  Arckime*ides. 
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dratura  cirevli  editus  a  quodtitn  archiepiicapn  mriint 
fratrum  mimunm.  Dies*  Schrift  stimmt  gen  an  mit  in 
nliiTi'in,  welche  Gaur  Ions  di'in  Campant«  sneebrieli 
dum,  was  wir  gesagt  haben ,  wird  inan  verinuih-n  ,  dais  m 
eaaaaowoh)  den  Namen  des  Uradwurdiii,  als  den  dea  C*ast> 
nus  fairen  darf. 

Bine  Idee  de«  Bradwnrdin,  die  Frucht  des  orale»  Sth'n> 
mers  der  platonischen  Philosophie,   welche  antins,  in  Ear»ft 
Eingang   m  linden,    feraient    bemerkt    iu    wem 
a  an  lieb    versuchte   nntl  ihr  g«  .. 
ihode  auf  i)ie  Theologie  »umwenden,    and    »erhi 
ersten  Keim   in    dem    fJnabhitiigïgUilssiiiii ,    fol 
den    Klöstern    h  ml    Seminnrieu    fühlbar    luarhlr-    and    der  il 
nächsten  Jahrhundert  von  einein  andern  Kinhenffirsirn,  in 
Nicolas  von  (.'tr.su,  einen  platonischen  PUloanphea,  sorlrtub 
eutlivirt,   das   Joch   der   Scholastik   ans    dem    M 
sich  abschüttelte    iinil   auf  die   BCtterc   Philosophie    hiearbntt*. 

Wir   fahren    iu    der   Geschichte    des 
fort.      Zu    Anfang    dieses    Jahrhunderts    hat     !"■ 
Geometrie  und  Geodäsie  geschrieben;  der  Mim 
ein  Werk    über  Arithmetik    und    eines    iibrr  .V  . 
Büchern  hinterlassen;  das  letztere,  muer  dem    > 
libri  VI,    iu   griechischer    Sprache1*11),    obgl 
ein  Italiener  war,    drr  aber  im   Orient  gelebt 
grtff-hisehe  Sprache   zu   erlernen,     I 
■ung  rnn  dem  Werke  über  Algebra  ist  1752  (Hl 
gedruckt,   darauf  1606  (Paris,   iu  4.)  mit  Scbalitt  ?■ 
Chamber.     Das  Originalwrrk  iii    vielleicht    ttai 
über  Algebra,    das    auf  uns    gekommen    ist,    wenn    mai 
vu«  Fihonacci    abrechnet,    welches  mehr    als    ein  Jakrhi 
alter   ist. 

KiUinjrworlh    hat  astronomisch«  Tafeln    und   eine 
über  «li'ii   Algorismni  hiuterlasseo. 

Simon  toil  Bredon    hai  den  Ahnageal  U<: 
etimmenlirt  nud  über  Arilhmelik  geschrieben. 


ïSl'i    Indem   Detanilire     von   demjenigen    B-icii     in   dU*ea  W« 
Heriieii..cinHi  ((lebt,   welch«  sich  »uf  dir  Mtronnalf 
besieht,  stellt  er  den   Verfasser  vur  Bcda, 
er   die  E|ioclio    nicht  geiinn    ivl»e.    in    der    er  geldit.       i ■ , , 
samkeit  l»l  ei«eiiihflmlicli,   denn   Rarlanm   ist   an.: 
r  Sri  seilen    und   poliUiObeu   Geschieht*    dca    Uten   Jatirfconeena  «i« 
beriihnitc  Pane*. 

282)    Ed.  Bernard   hatte  diese«  Werk    in   den  Vlllten  Tkrll  m 
ner  oben   erwähnten  Mauimltoii;   mit   eafgennmaMti,      Kr  fcaUe  i 
titelt:    Suput  lieatawttratianei    iilti/uat    ViiuiyeUi:    up">  fi 
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Isaae  Argyrus,  ein  griechischer  Mönch,  hat  astronomi- 
•die  Tafeln  berechnet  und  mehre  Werke  geschrieben:  über 
das  Astrolabium;  aber  Arithmetik,  De  ear  er  actione  radicis 
fmadraticae  quadratorum  irrationalium\  über  die  Geodäsie, 
Ctmpendium  geodaesiae  seu  de  dimensione  locorum  me» 
thodus  brevis  et  tuta\  und  über  verschiedene  Theile  der 
Geometrie,  De  inventione  quadranguiarium  laterum\  Theo» 
temata  de  triangulis;  De  dimensione  triangulorum  atia- 
rmmque  figurarum  ;  De  figuris  non  rectangutis  ad  rc- 
eUmgulas  reducendis. 

Keine  von  diesen  Schriften  ist  gedruckt,  nnd  wir  be- 
n,  nicht  angeben  zu  können,  welches  ihr  Object  war  oder 
sie  für  die  damalige  Zeit,  in  der  sie  erschienen,  Neues 
Md  Nützliches  darboten.  Ed.  Bernard  hatte  eine  von  ihnen, 
griechisch  nnd  lateinisch,  unter  dem  Titel  De  ßgurarum 
trmmsmutatione ,  in  seine  Sammlung  der  alten  Autoren  mit 
angenommen. 

Paolo  di  Digomari,  bekannt  nnter  dem  Namen  Paolo 
deJF  AbbacOy  hat  über  die  Algebra,  die  Geometrie  nnd  die 
Astronomie  geschrieben,  nnd  war  auch  ein  ausgezeichneter 
Literator,  der  neben  seinen  berühmten  Zeitgenossen  Dante 
lad  Petrarca  genannt  sn  werden  verdient. 

Montucla  stellt  in  das  14te  Jahrhundert  Biagio  di  Parma, 
der  über  Arithmetik ,  Geometrie,  Astronomie  nnd  Optik  schrieb 
lad  der  ein  für  seine  Zeit  ausgezeichneter  Mann  war.  Lu- 
cas de  Bnrgo  citirt  ihn  unter  einigen  neuern  Autoren ,  die  ihm 
tri  der  Abfassung  seiner  Summa  de  Arithmetica  etc.  von 
Hatiem  gewesen  sind.  Aber  er  stellt  ihn  unmittelbar  nach 
Ltonârd  von  Pisa  nud  vor  Sacro  Bosco  nnd  Prosdocimo  von 
Padna,  was  nns  zu  dem  Glauben  veranlasst,  dass  er  ihn  in 
4as  13te  Jahrhundert  setzt  ;  denn  sonst  beobachtet  er  die  chro- 
lelogische  Ordnung  in  seiner  Anführung  der  Autoren.  Diese 
sind  nnter  den  altern,  Enclid  nnd  Boëtins,  nnd  nnter  den 
Innern,  Leonard  von  Pisa,  Biagio  von  Parma,  Sacro  Bosco 
md  Prosdocimo  von  Padua. 

Dieser  letztere  lebte  am  Ende  des  14ten  Jahrhunderts  nnd 
nj  Anfang  des  löten  ;  er  berechnete  astronomische  Tafeln  nnd 
fefcricb  ein  Buch  De  algorithmo,  von  dem  Montucla  an« 
ittmt,  dass  er  darin  die  Algebra  behandelt  habe  (Histoire 
Us  Mathématiques,  t.  II,  p.  716).  Dieses  Werk  ist  aber 
Nkrscheinlich  eine  einfache  Behandlung  der  praktischen  Arith- 
tr.ik,  so  wie  alle  die,  welche  denselben  Namen  des  A  Igor is- 
Mn  führen;  nm  so  mehr,  da  Bernardin  Baldi  den  Prosdo- 
iar>  nnr  in  der  Art  citirt,  dass  er  über  die  Arithmetik  und 
icht  über  die  Algebra  geschrieben  hat.  Las  Werk  De  a/- 
Twithmo  wurde  übrigens  1483  gedruckt,   und  ist  vielleicht 


i   ir-ilr  Wrrî.    ril.rr    (i[ï«rr    X  il  : 

n.1,1    ,;rw.»nlrn  lai.      Du«    («MJM-*«Vaa»    *-il' 
l-l    («ar     MM    | 
bfaiakt  mrh  «or   auf  dir  ipnUii' 
nirttk    «iW    îiul'    dit-   Thearîr    ikr    Znblon,    vrlrkr 

in   /.ihlvii    î»t,    iaoVw    »k  lut  »* 

ii   allô  M'Iitj   au-.!uOrnrkïH.  ***) 

[fthri,     in    «ia«    tiV'rbitht*     d*r    AlTaW»*"»* 

mi-lirr      ,  i  .     Jir    ulx-r    i!.-w    \1      >-»««di   « 

14i-ii  Jahrliumtm  gracariafarn  h.iln'tt.     Mua  atekt  djaiaaa,  4m 

Marbra    <]*■*     Mobaoawd     U«J  !■ 

unlrf  ilrm  Tilrl    l.a   regain  dclC  »Iffbra    nhfr»-.il  «M.     *ï 

lialini,   ni*   wir  tiiii   der  tii>f.airiri*  in  d'il   AtjWi   vn*m 

il.»"-    ni.i'i    im    ISlru    und   I4fu  Jahrh«ad»r*   idif» 

iln'   taltiniMB«   IrWwUnnccu    »*a    ilt'-*-»»   Wrri   i-kiku 

' .   l.itiri    ia   den   rraUa    C»»4»   aaaa* 

llistoirt  oVa  iciençet  muthi-naiirpie*  rrnmd'i 

Ke  nalronoana  war  di*  ia  14tr«  J.ibrhncJni  ia  aaaV 
■irn  nillinrti'  Ui«sen«rhaft  ;  ihr  ntftalvn  ilrr  iltc^lc«  '--* 
muuru  ■abm  Srhritfu  ftt.cr  du  Ai  travaillant  l  ii'rij— t 
Wir  bahea  dira«  aber  nirhl  hier  m  l'uurn,  wril  «ar  iâ 
iiciniiili-r«   tilirr  (ji-nmrlria  (rr«rknrbrn    an    habea    acMaaav 

An*  !«■    VorliTs-'liradrn   »irhl   man,    •)*** 
lliemaiinhe  Wisii'tL.rlmU  Iwi  J-n  Cariai**,    i«   Mititlalt«  *•* 
Iltnjrnni    vnm    #\'<\    lu«    mm    14lfii    Jijxhnad'rl   y  *iU*  i» 
»■PMl    mua  r*   nur  abrribralii-hr   Rr-nfv 
von   lieu   (irifcttm  entlehnt    und   »ar.   B 
Kidoru--    tun    Srvill.i    ùt><  rli3ff»a    trnnlra  ,    nail 
lieh   gelehrte  Wrrke,    dir    mm   n    dl 
Spanien    zog  and   am   dm   Arnlt>«Thra    ia«   LaHîai 
■Mllt,      Dirwr   acbvinra    ahrr    bral   an   Ta-»,    ajrb 
wir  davon  angpfiihrt   hnUru ,  rtnr  «rhr  £nri*: 
Ha   m  MJat    drnn    nnrbilrin   wir    iii      I 
ili-l,  Thrudosiu«,  Ptoleaviu*,  Alkaira,   .Mab. 


■  Wall»  «a*  -  ■  a— 


ï«)  Pi*  Wark  De  al^rfflaa» 
lut"«-  a«  »«-la,    w«il  m  ««  Mein 
tmiï    ilrr     \V"rto   ttanri    und    •I^jiUl 
c!.miM,    itï..    la   dtn    total»   /."Um    •>•     »! 

I  bat»    Da  \\  il  h  la  ■  m  ■    ■ 

frlHM   cHorti   hall*,   dt-.   llrrnaaa  ».iiima  «a*   n 

<lm  »Mm,  fjaMwriaMa  aatt**,   •■»  ra=i  «t   Ma«*,  «a 

unJrin.   >4Ui>n.     .if,i. rriimui    t.. Irr    ainLi-, 
ItxkltrrllHl   (nllbamiBeit  peine   Mmbhc*. 

,'Mi  rr, .,.>„<»    ,  «T«.. 


kÉh»     I 
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gefunden  hatten,  haben  wir  ans  einigen  Stellen  in  der  Optik 
nur  vermethet,  dass  die  Kegelschnitte  des  Apollonius  be- 
kannt gewesen  sind,  wir  haben  aber  keine  Uebcrsetznng  die- 
ses wichtigen  Werks  Anfîîbrcn  können,  eben  so  wenig  als 
tob  denen  des  Archimedes,  Hero,  Mené I an 9,  Pappns,  Sere- 
bus,  Proclos.  Indessen  können  wir  nicht  glauben,  dass  die 
Werke  dieser  griechischen  (ï compter,  von  denen  es  vielfache 
arabische  Vebersetznn^en  giebt,  bei  den  Christen  Enmpa's  im 
12ten  und  13ten  Jahrhundert  nicht  gleichzeitig  mit  den  Ele- 
menten Enclid's  sollten  Eingang  gefunden  haben.  Und  in 
der  That  giebt  es  lateinische  Uebersetznngen  von  einigen  der* 
selben.  sg5)  Aber  ihre  Seltenheit  und  das  Stillschweigen  über 
die  Gcometer,  welche  deren  Verfasser  gewesen  sind  oder  wel- 
che sich  ihrer  bedient  haben,  beweisen,  dass  diese  Werke 
wenig  bekannt  waren,  und  dass  sich  die  mathematische  Wis- 
senschaft am  Ende  des  14ten  Jahrhunderts  noch  in  ihrer  Kind- 
heit befand,  im  Vergleich  mit  dem  blühenden  Zustand,  den 
sie  seit  den  ersten  Zeiten  der  nlexandriniscben  Schule  bei  den 
Griechen  und  seit  dem  Uten  Jahrhundert  bei  den  Arabern 
erreicht  hatte.*86) 

Im  15ten  Jahrhundert  aber,  welches  die  lStes 

Zeit  der  allgemeinen  Wiedergeburt  der  Wis-  Jahrhundert. 
Seilschaften  und  Künste  in  Europa  ist,  erhielten  die  matne- 
1  malischen  Wissenschaften  einen  neuen  nud  fruchtbringenden 
Impuls,  der  schnell  die  grossen  Fortschritte  Torbereitete,  wel- 
che sie  im  folgenden  Jahrhundert  machen  sollten.  Dieser  Im- 
puls wurde  durch  die  Kenntniss  der  griechischen  Werke  her- 
vorgerufen ,  die  man  zum  ersten  Mal  in  ihrer  Originalsprache 
sludirte  und  Ton  denen  man  sogleich  Uebprsetzun^en  vorbe- 
reitete, welche  die  Geometrie  des  Euclid,  Archimedes,  Apol- 
lonius nnd  andrer  grossen  Schriftsteller  des  Alterthums  be- 
kannt machen  sollten. 

Diese  ersten  Schritte  waren   schon  ein  bemerkenswerther 
Fortschritt  in  dem  Studium  der  Wissenschaft,   welcher  allein 


28."0  Besonders  in  dem  Mannscript  der  königl.  Bibliothek,  be- 
titelt Mathematica  (Suppl.  tat.  Nr.  49,  in  fol.).  Libri  bat  in  «ei- 
ner Histoire  de*  $ciencrs  mathématiques  en  Italie,  T.  I,  p.  265, 
da*  Veraeichniss  der  Werke  gegeben,  die  sich  in  diesen  Bande 
finden. 

286*)  Man  raus  gewi**  allgemein  zugestehen,  da**  wir  nnr  *ehr 
wiYnlMfttidig  die  (»c*chichtc  de*  Mittelalter*  kennen,  welche  man 
bMier  vernachlässigt  bat.  indem  man  seit  dem  15ten  Jahrhundert 
cinzii:  mit  dem  Studium  der  Literatnr  und  den  Wi**en.«chaften  der 
Griechen  he*rhAft«gt  war,  welche  un  vergleich]  lob  gehaltvollere  Quel- 
len für  die  Begründung  unarer  Kenntnis**  uns  darboten. 
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hinreichen  wiirilr,  den  Ruhm  Ata  löten  Jahrlina derti  ti  W- 
gründen.  Zu  gleicher  /.rit  «her  wurde  ein  andres,  in 
Keuntnisscn  der  (irinli  D  .-u  fi-m.l.s  l.Umm 

die  Indische  Algebra,  welche  seil  300  Jahren  in  Europa  gka 
Beachtung  darnieder  gelegen  hatte,    von    Neuein    « 

regt;   ihre  Anwendung    winde   geaeigi    und  ihi 
ins    gehörige    Licht  graciât.      Pie    Verbiudang    m 
und    der-  Geometrie,    welche   Fibmiarri 

war   nicht    mehr   eine  unlriiilitharr  Mm,    sondern  eia,  anaa 
in  die  Praxis  übergegangenes  l'riitci|i.      Einige  (i 
endlich,  die  ersten  Ergebnisse  des  Genies  und  die 

Pwciiiliiogi'ii    der    von    den    Griechen    und    Arabern    enthrbeaa 
Kenntnisse,   traget!    noch  eu  dem   Ruhme  des   I5lcn  J*a>l>u- 
derts  bei.     Hinu  kommt  noch,  dasa  dir?  Erfind «ug    : 
dr uckerei,  in  der  Mille  dieses  Jahr] 
gen  des  menschliehen  Geistes,  der  früher  durch   .], 
und  Mangelhaftigkeit   der  Mannscriple  gebrmmt   !.. 
gwlaaasH    wurde,     ausserordentlich    iu    Ilülfa    kam.      Dieu 
denkwürdige  Entdeckung    war    gewisser    Maas -.en    die  Breit. 
Hing    tu  einem  andern  grossen  Ereignjaa  des   lötm  J.O.ran- 
derts,   der    Eroberung   von   Conslatiliuopel,    wodurch  Etriii 
die  Künste,  die  Literatur,  die  Philosophie   und    die  Wögta- 

(schafiia  des  alten  Griechenlands  erhielt. a8T) 
Wir  wollen  noch  schnell  die  GeoBWter  durchgehen,  »fJ- 
cheu  man  die  ersten  Arbeiten  verdankt,  um  denen  sich  nam 
Fortschritte  in  der  Wissenschaft  herschreiben. 
An   ihrer  Spitze  Endet  man   Pnrliach    und    ror  Allen  «n- 
neu  berühmten  Schüler  Krgio montan us. 
Der   erste    ist  besonders    als  Astronom  und   als  YerfMMr 
der  Tkcoricae  Planetarum  *M)  bekannt.      Diese«  Werl 
eine  Fortsetzung  der  Sphäre  von  Sacra  Bosco,    hrtilaal. 
Kenntnis*    des  Almagcst    von    Plolemaits    in 
den  Pmb.ich    von    der  Rechnung   und  von    den    genmHrii 
Beweisen     befreit    hatte.      Sodann     unternahm    Pnrhaeh 
neuerlich     durch    den    Cardinal    Bessarion     b*i 
brachte  Uebcrsettu.ua;    des  geometrischen  Tacila 


2*7)   Mehre  andre  gletchaeitif*  Erei;;nl<*r,   wie 
Amerika'",    des   Ca\i    der  guten   Hoffnung,    Itetfndlen 
Vervollkommnung    der   Astronomie,    der   Optik    tturi 
veraiiln*-ldii ,    tniften    aucli    cor   allcemeineii    Thülißkeii   dr.  i 
und  ku  dii    ;  iMMina  *iW 

■HMUbafi  iu  dieser  K|>ocbc  erhielt. 

288)  Die  TKtoricet  Planet ot  -t   gcdrucki  I 

xu  Venedig,  in  4.,  M  Jahrs  nach  dem  Tode  de»   \  ei 
»och    seht    Ott,    und    itii-iBlru    Tlieil-    uiit    tviummurcu,    Hin 
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Ton  Ptolemäus.  Diese  Uebersetsung,  an  deren  Vollendung  ihn 
ein  na  früher  Tod  hinderte,  wurde  Ton  Regiomontanus  fort- 
gesetzt and  erschien  1496  sa  Venedig  nuter  dem  Titel: 
Plmlcmaei  Alexandrini  astronomorum  principis  in  ma- 
gnant constructiontm  Georg ii  Purbachii,  e jusque  disci- 
pmli  Johannis  de  Regiomonte  astronomicon  epitoma.  Ve- 
metiis  1496,  in  fol. 

Die  beiden  gelehrten  Uebersetser  führten  in  die  trigono- 
metrische Rechnung  des  Ptolemäns  die  Sinus  statt  der  Chor- 
den ein,  so  wie  es  Albategnius  und  nach  ihm  die  andern 
Arabischen  Schriftsteller  gethan  hatten;  aber  sie  behielten  den 

Aisdruck  bei ,  und  wandten  nicht  die  Tangente  an, 

cosinus 

.  welche  schon  tot  500  Jahren  Ibn  Jounis  und  Abu  '1  Wefa  in 
j  die  Trigonometrie  eingeführt  hatte.      Später  erdachte  sie  Re- 
giomontanus auf  seinem  eignen  Wege,  und  bildete  dafür  eine 
.  Tafel,  die  unter  dem  Namen  Tabula  foeeunda  bekannt  ist. 
Regiomontanus    ist  einer    der    merkwürdigsten   Männer, 
welche  die  Geschichte  der  Mathematik  aufzuweisen  hat.    Die 
,  Uniyersalität  seiner  Kenntnisse,  die  ausserordentliche  Frucht- 
\  fcarkeit  seines  Geistes   und   die  grosse  Zahl  seiner  Productio- 
nen    lassen  ihn  uns  als  den  eigentlichen  Wiederhersteller  der 
Wissenschaft  in  Europa  betrachten.     Diese  Productionen  um- 
fassen, eines  Theils,  die  hauptsächlichsten  Werke  der  grossen 
Georaeter  aus  der  Alexandrinischen  Schule,  Euclides,  Archime- 
des,  Apollonius,  Menelans  u.s.  w.,  welche  Regiomontanus  zuerst 
in   ihrer  Originalsprache  gelesen    und    ?on    ihnen   correctere 
Übersetzungen  geliefert  hat,  als   die  sind,  welche  Ton  den 
Arabern   herkommen;    und    andern  Theils    enthalten  sie   die 
eigenen    Entdeckungen    von    Regiomontanus.      Unter    diesen 
zeichnet  sich   besonders  sein  Tractat  De  triangulis  omni- 
modis  libri  quinque  (Nürnberg  1533,  in  fol.)  aus,   welcher 
eine    Tollständige  Behandlung    der    ebenen    und   sphärischen 
Trigonometrie  ist.      Die  beiden    ersten  Bücher  sind   für  die 
rechtwinkligen  Dreiecke  bestimmt;    sie  enthalten  eine  Menge 
▼on  Aufgaben,  die  zum  ersten  Mal  erschienen.     Es  handelt 
•ich  immer  darum,  aus  irgend  welchen  drei  gegebenen  Stük- 
]ten  eines  Dreiecks  die  andern  so  bestimmen.     So  z.  B.  wur- 
den in  der  siebenten  Aufgabe  des  zweiten  Bachs  der  Umfang 
wnd  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  gegeben;    in   der  zwölften 
Aufgabe  desselben  Buchs  die  Basis,   die  Höhe  und  das  Ver- 
bal t  ni  ss  der  beiden  andern  Seiten.    Regiomontanus  sagt,  dass 
dieses  Problem  noch  nicht  geometrisch  gelöst  worden  ist.  ***) 

289)  Die  LcMung  dieser  Aufgabe  durch  die  reine  Geometrie  bietet 
keine  Schwierigkeit  dar,  und  ich  weiss  nicht,  weshalb  RegiomonU- 


Und  er  wendet  dabei  Me  Algebra  an,  Mhh  er  or« 
WBMM  nennt,  watartfc  er  snl  eine  f>I>-iebunç  du  i 
Ur.nIi'S  pftfcrt  wii<l,  und  er  f  ij .".  t  hinzu  ;  7«W  retlat  fim 
ce  pi  a  artia  tilua-hinit.  iim)  Man  riebt  liirran»,  da-n  fc. 
gitJnontanni  die  Kenntnis)  bwseen  haï,  «fia« 

er  entweder  ans  dorn  Werk  îles  Leonard  ran  Ht»,  i!.i>  * 
iu  Italien  benutzen  konnte,  boVt  ans  den  LVbirsrtiurna  fe 
Algebra  van  Mohammed  tint  Musa  sir  h  erwerben  hallet  mi 
hierüber  darf  mau  sieh  grir  nicht  wundern,  denn  ein  m  a» 
fuse n der  ond  durchdriujrenrfrr  Grisl,  wie  der  de*  H !■;..•■'► 
JaniW,    konnte   ein«  mi  hei  'iriiüiei. 

Ht    EU    den     M-ITlIiwill-LiTi    ■  -"  ■  ■  -i-Ti  ■  ■  :■  I.     :i    fol      ''. 

ignoriren;    aber  dîcsc  Sicile  bietet  aiirh   it ■ 
dar,    weil    sie   beweist,    dnss    selioa    nn    die    Mitte 
Jahrhunderts    die    Kenntnis    der    nlseliraischüti    Ti- 
den   MallK'inatikem    allgemein    verbreitet    war.       l'od   ia 


mi'   gcglanht   hat,    dalirl  nOtlnvendi's;   die  Al£ebrtl  tmrtidnn. 
Ken.     In  der  Thal,   nach   der  Auffalle   belnM   »ich    feg 
llreiechs  zner«  auf  einer  Geraden,   die  mit  der  (•« 
r.iliel  i-t,    und  sodann  mif  einer  krci'|ieriiilierir.    n 

11  I    für  alle  Punkte  tal  ,    deren   E 
Endpunkten  der  Basis   in    dem  Verhlltnlsi  ilri    /■ 
liîe-er  S»ta  war  den  Alten   bekannt:    Pappn» 
neu  von  denfenlijen  ans,  welche  eien   In  dein   .*  weiten  Rneh 
planta   um   A|iollipiiin-   finden,  und   fcntndsi' 

Commenter*  su  den  Kegel  »oh  ni  tien   dienen  Geomn. 

■ 

AnTin-un-     von    Anfallen     dienlich    waren.       Kr     (im!.-: 
Trnité    tltx  connues  «VeaertrffU«    des  Arabers    Iln-im     li 
H.üi.  I,    i'rnn.  9).     Bei    den  Nmin    finden  wir    ihn  In  •'.<  ■ 
propofl iauibas    nuinrrarura ,    motuiim   ■ 
einem   Werke    von   Alriauder   Aniler»oii   («.  im-  ■ 
Portameit);    in    den   Disrarsî   e   dii/mstt 

Galt!«  (|i.  99)1    hl   den   lau-U   jil.inl*   *un    Aj 

stellt  von    Fermât,    Schneien   imil  A     Si 

llii.Viteni.    und  in  viH-n  au  dem  Werken.     Ls&eiidre  hat  Uu  in  ttt" 

Elemente   der  Geometrie  aurgcuvmnieii. 

290)  Wenn  die  Basis  20,  da«   Pcr|iendiliel   5  Uttal    <■ 
der  lieiilen  Seiten    ',■'..  Ist,    bo    nimmt  Be  g  [«montan  os   de  tüfetm»  fcr 
beiden  dnrcli   d.-i,   Perpendikel   nehildelen   !>i>;>»ieiiie 
nnlieltaniit  an,   und    kommt  durch  geometrische   On 
i.ien  liniii;     2I>    cew-ïHï    /»lu«    2000   acqu-ttf    680    rrtlw-     i| 
+  2000  =  fit»,  i. 

Im  23ctfit   Prohletn,    worin   <■■■ 
Dreieck«   handelt,    von    dem    mnu   die    II  i 
Uiiheunerpendikel    und    die    Differenz 
-"vyinenle    der  Ila.-i*    kennt,    wcndcl    ft< -, .■■■■ 

Inder,   ee^UEt,  dn«  sieli  diese«  Problem  tu  dem    t 
rar«  aufgelöst  findet. 
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Thal  schrieb  Regiomontanns,  der  noch  häufig  tob  der  Regel 
rei  et  census  Gebrauch  macht,  in  den  Briefen,  welche  der 
berühmte  Bibliograph  De  Mur  bekannt  gemacht  hat291),  an 
iea  Astronomen  Blanchinns,  er  glaube,  dass  er  mit  dieser 
Knst  sehr  vertraut  wäre392);  und  dieser  bedient  sich  auch 
wirklich  derselben  in  seinen  Antworten  an  Regiomontanus. 

Die  Bücher  111,  IV  und  Y  handeln  von  den  sphärischen 
Dreiecken. 

Das  dritte  Buch  ist  in  der  Weise  der  Sphaerica  yon 
tfenelaus.  Das  vierte  Buch  enthält  eine  vollständige  Trigo- 
nometrie, und  das  fünfte  verschiedene  Aufgaben,  welche  cum 
ersten  Mal  aufgelöst  werden.  Man  bemerkt  darin  einen  Satz, 
1er  einer,  schon  den  Griechen  bekannten,  Eigenschaft  der 
efcewen  Dreiecke  entspricht,  nämlich:  Der  Bogen  des  gross- 
Uns  Kreises  y  welcher  den  Scheitelwinkel  eines  sphärischen 
Dreiecks  halbirt ,  bildet  auf  der  Basis  zwei  Segmente, 
deren  Sinus  sich  unter  einander  verhalten ,  wie  die  Sinus 
der  beiden  andern  darüberstehenden  Seiten. 

Regiomontanus  hat  ein  Werk  über  praktische  Arithmetik 
geschrieben,   das  er  Rigorismus  demonstratus  nennt.     Die- 

ist   das  Werk,    welches  Schoner  unter  dem  Titel  Algo- 

mus  demonstratus  drucken  Hess ,  indem  er  also  das  Wort 
tigorismus  in  algorithmus  umwandelte,  weil  er  glaubte,  dass 
las  Werk  des  Regiomontanus,  von  dem  er  eine  Abschrift 
!efimden  hatte,  von  diesem  Geomoter  algorithmos  «betitelt 
rorden  sein  müsse,  da  dieses  Wort,  wie  er  sagt,  von  dem 
Iriechischen  dçt*9poç  herkommt,  das  nur  von  den  Sarazenen 
■geändert  wäre.  Schoner  wusste  also  nicht,  dass  das  Wort 
igorismus  schon  seit  mehren  Jahrhunderten,  wie  man  ans 
m  Werken  des  Sacro  Bosco,  Yincent  von  Beau  vais  n.  A. 
ieht)  dazu  bestimmt  war,  nnser  Zahlensystem  zn  bezeich- 
en  ***);  und  dass  es  also  mit  Absicht  geschah,  dass  Regio- 
Lontanns  es  anwandte.     Dieses  Werk,    welches   wir  schon 


2911  Id  dem  ersten  Bande  seiner  Sammlung,  betitelt:  Memora- 
llte  Bibliothecarum  publicarnm  Norimbergensium  et  universitatis 
iidorfinae.    Norimbergae  1786,  2  Vol.  in  8. 

292)  Sed  nunc  eam  eligi  quam  vobis  arbitror  familiarisslmamy 
tr  artem  videlicet  rei  et  census  quod  quaerebatis  absolvendo% 
.  94  fm  ersten  Bande  der  angefahrten  Sammlung. 

293)  Die  alte  von  Clichtoveus  unter  dem  Titel,  Opusculum  de 
raset  numerorum^  quod  alporismum  vocant,  bekannt  gemachte 
lece  und  einige  andre,  die  Manuscrfpt  geblieben  sind  (von  denen 
wei  In  der  Bibliothek  der  Stt  Geneviève,  und  eines,  französisch^ 
I  der  Bibliothek  des  Arsenals  vorhanden  sind),  sagen,  dass  das  Wort 
Mmorismus  von  dem  Namen  eines  Philosophen  Algus  herkomme.  Aber 
im  findet  keinen  Beweis  für  diesen  Ursprung. 
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mehrmals    «   ciiiren    firlrRenlicil    hallen,    im    : 

sieht,    woTon  wir  noch   m  etil  geevreehea  hübtB,   Barkvftnjbj 

er  wendet  nämlich  stets  Uuehtlaben  an,   in   S 

Ërtssen  n:\<h  drin  GebrUtÜtl  Jener   Zeit;     «ud  dir<w  iber*. 

Icn    Zeichen,      welche    die    Form     dir    neneru    m^Imnui-'-i 

Wissenschaft    nnsmarheu,    werden    selbst    xur     : 

Zahlensystems    nud    sunt   Beweise   der   Regeln    um*   der  prti- 

fischen  Arithmetik   gebraucht.      Wenn    nicht    ein   iu  friU:«- 

per  Tod  den  RrgiomonUnns  in  der  ersten    Pn 

gtaniroil«  Laufbahn  dahingerafft  kille,    si>  würden  wir  «i 

vielleicht  Sie  grosse  Entdeckung  Vieu's  70  danken  kann. 

In   d«T  vorhin  nner^f Übrtou  BriefsaHimliing  find»  nir  an> 
trifr/ino  metrische   Losflng    der  Aufçnhc,     au«    ,  f 
Seiten  ein  Viereck   zu   construire«  ,   ria*   einem  Arn«  r«>- 
geschrieben    werde»   könne.       Wir    haben, 
rler    Indischen   Geometrie,    ein«    liisln:-'. 
FroMem    gegeben,   mil   dem    sich   wehre  Geometer  de»  Itm 
Jahrhunderts  licsrhnlijgi  haben. 

Wir   wollen   aient   von    den    andern  Wirken    de»  1er» 
montanes  sprechen,  deren  Zithl  sehr  helrnehllii 
nen  Aber,  unglücklicher  Weise,  die  ntei 
sind.     Das  Verseicaniss  derselben  find.  : 
ken,  Ton   denen    wir   aber,   als   die   rall 
Historia  matheseos  toi»  Heilbrunner  und  die  II 
notn/n-r.   vou   Weidler  anfuhren, 

Man  wird  heim  Anblick  dieses  Vcrieichnisse*  gnuwlr 
erstaunen,  da  der  Verfasser  in  einem  Alter  Tun  40 Jahr»  ** 
Wissenschaft  entrissen  wurde  ond  da  er  Wahrend  s'iik*  !•*- 
»en  Lehens  hanptaÄcblicB  mil  utreiiombehin  Bcebaehmpt 
und  BeTOchonngen  beschäftigt  war,  d»  er  ferner  drannrJebt 
umfassende  Ephemeriden  berechnet  hat,  mid  »war  in  n*n 
Zeit,  wo  dem  Rechner  noch  die  DnleretAtzaBg 
men  fehlte,  dn  er  endlieh  ein  gewandter  Mechaniker  **'  '»' 
eine  Ilniekerei  dirigirte:  man  wird  erstaunen  u 
[ich  linden,  dass  Ramm  ihn  711  demselben  Hanfe  rrl 
welehen   die  grossen  Genies  der  Griechen   behaupten.  ***) 

Der    Kardinal   Nicolas     veu    CnsA, 
vielfache  Fehlschlüsse  enthalten,   wodurch   ihn 

aller    Wertli    genommen    ist,     gebort    den i, 

Männern,    welche   am   meisten   zu   der  Wie  der  her  sielt  «*$ 


h 


2941   KoriMherim  tum   Regiomontatto  frvebatnr:    mmUfa^tf* 

inde  tt   ttvitit   st   operit  ri'uriam    tantnm  arlf/ita ,    u/   T-tfrvtat*  4<- 
chj/ta,  syracti-itir  .!<> -him, -.!<■,    liitjintitiM   Prado,      U 
»ibio,  nun    juttiwi   utuim   Noriiergo    Hetfiomotttamt   glari 
ISchutae  mnthematiCétf  üb.  i,  y.  üa.) 
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Wissenschaft  beigetragen  haben.  Er  erkanute  ihren  Wert  h 
an  uud  verbreitete  sie,  indem  er  aie  in  allen  seinen  Schriften, 
selbst  in  deueu,  die  sich  auf  Theologie  bezogen,  anzuwenden 
suchte.  Er  befolgte  darin  das  Beispiel,  welches  anderthalb 
Jahrhunderte  znvor  durch  Bradwardin  gegeben  war. 

Man  citirt  übrigens  Nicolas  von  Cusa  in  Bezng  auf  die 
Quadratur  des  Zirkels,  wo  er  die  erste  Idee  gehabt  hat,  ei- 
nen Kreis  auf  einer  geraden  Linie  fortrollen  zu  lassen.  Man 
hat  in  dieser  Idee  die  ersten  Spuren  der  Cycloide  zu  sehen 
geglaubt,  und  Wallis  bemüht  sich,  den  Ursprung  dieser,  im 
17ten  Jahrhundert  so  berühmt  gewordenen  Curve  bis  auf  Ni- 
colas von  Cusa  zurückzuführen;  wobei  er  ihm  Tor  wirft,  dass 
er  sie  für  einen  Kreisbogen  gehalten  habe.  Es  scheint  aber 
Nichts  in  dem  Werke  des  Kardinals  anzudeuten,  dass  er  an 
die  Betrachtung  einer  Curve  gedacht  habe,  welche  durch  ei- 
sen Punkt  der  Kreisperipheric,  die  sich  auf  einer  Geraden 
bewegt,  erzengt  wird;  und  der  Kreisbogen ,  den  er  beschreibt, 
dient  uns  nur  zur  Bestimmung  desjenigen  Punkts  in  der  Ge- 
raden, iu  welchen  der  Punkt,  der  am  Anfang  in  der  Geraden 
lag,  nach  einer  rollen  Umdrehung  des  Kreises,  hinfallen 
muss.  Es  scheint  uns  glaublich,  dass  er  durch  mechanische 
Versuche  die  Principien  seiner  Construction  gefunden  habe.20') 

Der  Kardinal  von  Cusa  ist  in  der  Geschichte  dadurch 
berühmt  geblieben,  dass  er  die  Principien  der  platonischen 
Philosophie  angenommen,  und  vorzüglich  weil  er  *Jie  Ehre 
bat,  zuerst  unter  den  Neuern  das  System  des  Pvthagoras 
über  die  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne  wieder  angeregt 
so  haben,  welches  seitdem  mit  mehr  Erfolg  durch  Copernims 
and  Galiliti  wiederholt  ist. 

Das  löte  Jahrhundert  liefert  nns  zwei  berühmte  Mab  r, 
Albrecht  Dürer  und  Leonard  da  Vinci,  welche  auch  zu  ilm 
gelehrtesten  Geometern  ihrer  Epoche  gezählt  werden  müssen. 


295)  Die  mathematischen  Schriften  des  Nicolas  von  Cum  bilden 
den  dritten  Theil  seiner  sänimt liehen  Werke,  die  1514  xti  Pari»,  in 
fol.,  und  1565  ku  Dasei,  In  fol.,  gedruckt  «lud.  Sie  bestehen  atm 
folgenden  Stachen:  1)  De  geometricit  transmutât  ionibus;  2)  De 
mrithmeticis  comptementis  m9  S)  De  muthematicis  comptementis  % 
4)  De  quadratur»  circuit)  5)  De  Minibus  et  ckordts;  6)  De  una 
recti  currique  mennura  ;  7)  Comptementum  tkeologicum  figurât  um 
in  comptementis  mathematicis;  8)  De  mathematien  perfectione\ 
9)  Repa  ratio  calendarii;  10)  Correct io  ta  Oui  a  r  um  Al  fönst;  11)  il  fia 
quaedam  ex  Gaurico  in  Cusam  udjeeta. 

Der  grossto  Tlteü  dieser  Schriften  bezieht  sich  auf  die  Quadratur 
de*  Kreke*,  welche  Nicolas  von  Ca»a  benlAndfjg  beschäftigt  zu  ha- 
ben scheint.  In  dem  Buch  De  matkematicU  comptementis  npricbt 
der  Vertäuter  von  deu  Kegelschnitten  und  lehrt  sie  in  der  Ebene  be- 
«chreibeu. 
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«im109)  im  folgenden  Jahrhundert  bewiesen  haben.  Wegen 
ihrer  Leichtigkeit  jedoch  ist  die  Construction  Ton  Dürer  tou 
4en  meisten  Architekten  angewandt  worden. 

.  Das  dritte  Buch  handelt  von  Körpern,  von  Säulen  und 
(Pyramiden  von  verschiedener  Form,  und  von  den  Linien, 
iwelche  man  in  deu  Küusten  auf  ihren  Oberflächen  sieht;  von. 
■1er  Construction  der  Sonnenuhren  nnd  Ton  der  der  Buchsta- 
ben des  Alphabets. 

K  Im  fünften  Buch  giebt  der  Verfasser  die  Beschreibung 
^tar  fünf  regulären  Körper  und  mehrer  andern  Körper,  wel- 
eke  durch  regelmässige  Polygone,  die  aber  nicht  alle  unter 
einander  gleich  sind,  gebildet  werden,  wie  die  dreizehn  halb- 
.regolüren  Körper  des  Archimedes.  Sodann  findet  man  mehre 
Aaflösungen  für  die  Verdoppelung  des  Würfels  und  endlich 
Arne  Abhandlung  über  die  Perspective,  worin  Dürer  das  erste 
Mutante  Instrument  ausgedacht  hat,  die  Perspective  mecha- 
nisch auf  Glas  oder  auf  transparenter  Leinwand  su  bilden. 
Dieses  ist  übrigens  die  Partie,  um  derentwillen  das  Werk  Ton 
Dfcrcr  in  der  Geschichte  der  Mathematik  citirt  wird. 

Leonard  da  Vinci,  einer  der  grössten  Maler  Italiens,  ge- 
rn den  seltenen  Genies,    welche   mit  gleicher  Leicbtig- 

nllc  Gegenstände  der  menschlichen  Kenntniss  bearbeiten 
■nd  deren  Name  sich  iu  der  Geschichte  jeder  von  ihnen  fin- 
det. Er  cultivirtc  hauptsächlich  die  Mathematik  und  die  Wis- 
senschaften, welche  davon  abhängen,  so  wie  die  Physik,  die 
rationelle  und  praktische  Mechanik,  die  Hydrostatik,  die  Mu- 
nik  n.  s.  w.,  überieugt,  wie  er  sagt,  dass  es  "keine  Gewiss- 
Ae/l  in  solchen  Wissenschaften  gebe,  in  denen  man  nicht 
irgend  einen  Theil  der  Mathematik  anwenden  kann ,  oder 
ivelche  nicht  auf  irgend  eine  Weise  davon  abhängen. 
Eine  Wahrheit,  die  noch  in  nnsern  Tagen  sn  wenig  gefühlt 
.wird,  ungeachtet  der  Fortschritte,  welche  der  menschliche 
Verstand  seit  drei  Jahrhunderten  gemacht  hat. 

Leonard  da  Vinci  hat  sahireiche  Mannscripte  hinterlas- 
sen, in  denen  sich  seine  nenen  Ansichten  und  seine  Speku- 
lationen über  alle  Theile  der  mathematischen  Wissenschaft 
rertheilt  finden;  sie  sind  aber  unglücklicher  Weise  noch 
aieht  untersucht  worden,  und  sind  bis  auf  den  heutigen  Tag 
moch  übrig  geblieben,  ohne  irgend  eine  Frucht  su  tragen. 
Yenturi,  der  gelehrte  Professor  von  Bologna,  wollte  die  wich- 
tigsten Partien  daraus  bekannt  machen,  und  swar  iu  drei 
Abhandlungen,  welche  sich  auf  die  Mechanik,  die  Hydraulik 
wnd  die  Optik  besiehen  sollten.     Leider   ist  aber   dieses  Un- 


298)  Qeonutria  practica ,  üb.  VIII ,  prop.  29. 
Cfetch.  der  Ge«B.  40 


tcrnehmen  ohne  Ansfahrnng  geblieben«  Ma«  rerdailt  m 
Yentiiri  die  Kenntniss  eiliger  abgerissenen  Fragmenta  èi 
physikalisch -mathematischen  Werke  Ton  Leonard  da  Vom.*) 
Aas  dem  ersten,  betitelt:  De  la  descente  des  corps  j 
combinée  avec  la  rotation  de  la  terre  3  sieht  m, 
der  berühmte  Maler  die  Idee  der  Bewegung  der  Brie  m 
nimmt ,  welche  schon  einige  Jahre  snvor  tob  Nicola*  m 
Ctisa  ausgesprochen  war,  dessen  Werke  aber  noch  nicht  b- 
kannt  gemacht  waren. 

Wir  wollen  uns  nicht  weiter  über  die  physikalisch-^ 
thematischen  Arbeiten  des  Leonard  da  Vinci  aasbreiten,  fe 
giebt  aber  eine  Erfindung  Ton  ihm  in  der  Mechanik,  vd 
wir  hier  anffihren  müssen,  da  sie  sich  wesentlich  arf 
Geometrie  bezieht  und  da  wir  sie  als  den  ersten  Keim  CSV 
Theorie  betrachten,  die  seitdem  wenig  cultivirt  ist  nd  eil 
nichts  desto  weniger  die  Aufmerksamkeit  der  Geomettr  w> 
dient.  Wir  wollen  von  der  ovalen  Drehscheibe  ■■mhak 
welche  Lomazzo,  ein  Schiller  von  Vinci,  diesem  mit  Mgn> 
den  Worten  zuschreibt:  „Vinci  war  auch  der  Erfmim 
der  ovalen  Drehscheibe ,  ein  bewunderungswürdige*  Wen\ 
welches  ein  Schüler  des  Mclzi  den  Denis,  Bruder  im 
Maggiore,  gelehrt,  der  sich  heut  zu  Vage  desteUemuË 
vieler  Geschicklichkeit  bedient"  (Lomaxso ,  Tratten  idk 
Pâtura,  p.  17.) 

Aber  es  scheint  uns,  dass  die  orale  Drehscheibe,  sd 
welche  die  Geometcr  nur  wenig  Aufmerksamkeit  «ewandt  to- 
ben, weil  man  dabei  keine  mathemalische  Theorie  findet,  uf 
einer  durchaus  neuen  Idee  beruht,  die  sich  auf  die  Beschrâ- 
hnng  der  Curven  bezieht  ;  und  dass  diese  Idee  zu  einer  leM 
Spéculation  in  der  Geometrie  Veranlassung  geben  durfte. 

Bisher  hat  mau  die  Curven  nur  dadurch  beschrieb«, 
dass  ein  beweglicher  Stift  dieselbe  auf  einer  festen  Eben 
verzeichnete:  Vinci  fasste  ihre  Beschreibung  in  umgekehrter 
Weise  auf,  d.  h.  vermöge  eines  festen  Stifts,  der  seinen  TOg 
auf  einer  beweglichen  Ebene  verzeichnete.  Dieses  ist  dt% 
was  die  ovale  Drehscheibe  leistet,  welche  cor  Beschreib«! 
einer  Ellipse  dient. 

Welche  Bewegung  mnss  man  also  einer  beweglich! 
Ebene  mittheilen,  um  eine  Ellipse  zu  erhalten?  Dieses  ist 
die  Frage,  die  sich  Leonard  da  Vinci  hat  vorlegen  ■■"«OT» 
Sie  war,  wie  man  sieht,  von  ganz  neuer  Art;  und  dieser  be- 


299)  Essai  sur  les  ouvrages  physico- mathématiques  de  ba- 
nn rd  da  riiict,  avec  fragment  tirés  de  ses  manuscrits.  Paris,* 
V,  in  4. 


on 

rate  Maler  hat  unter  Je»  unendlich  rieten  Lêsnngen,  de- 
i  aie  fähig  ist,  die  «bestritten  einfachste  anfsninden  ge- 
sst;  sie  redueirft  sieh  darauf,  der  beweglichen  Ebene  die 
wegung  eines  Winkels  tos  constante*  Grösse  mitsutheilen, 
isen  beide  Schenkel  dnrcb  iwei  feste  Pankte  gleiten»    För 

Geschichte  der  Wissenschaft  wäre  es  tos  Interesse,  die 
metrischen  Betrachtungen  sa  kennen,  welche  zu  diesem 
tonen  Resultat  gefuhrt  haben. 

Ungeachtet  des  Interesses,  welches  diese  Aufgabe,  als 
tes  nnd  allgemeines  Mittel  der  Currenbesehreibnng  betrach- 
,  hatte  haben  müssen,  nicht  allein  für  die  Künste,  son- 
rn  auch  als  rein  geometrische  Spéculation,  so  hat  sie  doch 
i  jetzt  fast  noch  keinen  Fortschritt  gemacht.  Wenn  unsre 
dorischen  Forschungen  über  diesen  Gegenstand  uns  nicht 

einem  Irrthnm  verleiteten,  so  glauben  wir,  dass  nur  ein 
taiger  Gcometer,  der  berühmte  Clairaut,  darauf  seine  Auf- 
rksamkeit  gewandt  hat,  der  1740  in  der  Académie  der 
iasenschnften  ein  Memoire  hierüber  Torlas.  Nachdem  er  die 
ne  Beschreibungsart  der  Cunren,  wozu  dio  orale  Dreh« 
seihe  das  einsige  bekannte  Beispiel  lieferte,  angedeutet  hat, 
gt  Clairaut,  dass  er  zuerst  angenommen  habe,  die  anf  die- 
r  Scheibe  beschriebene  Curre  müsse  eine  Kreisconchoide 
in,  dass  er  aber  bald  erkannt  habe,  sie  sei  eine  wirkliche 
lipse  des  Apollonius.  Sodann  macht  er  swei  Anwendungen 
n  dieser  neuen  Erzeugungsart  der  Cunren.  Bei  der  ersten 
sunt  er  an,  dass  der  Kreis  auf  einer  Geraden  rollt,  und 
i  der  sweiten,  dass  der  Kreis  anf  einem  andern  Kreise 
11t.  Ein  fester  Stift  beseichnet  seinen  Weg  auf  der  Ebene 
a  beweglichen  Kreises,  und  dieser  Weg  bildet  eine  Curre, 
ren  Gleichung  Clairaut  sucht.  Seine  Lösung  ist  durchaus 
talytisch,  und  die  Gleichungen,  auf  die  er  kommt,  enthalt 
■  selbst  Integrationen,  die  noch  nicht  ausgeführt  sind.  In 
dem  einxigen  Fall  rersch winden  die  Integrale,  nnd  man  er- 
sut  die  Spirale  des  Archimedes. 

In  geometrischer  Hinsicht  hat  Clairaut  diese  Aufgabe 
sas  unangetastet  gelassen;  d.  h.  die  rerschiedenen  geome- 
ischen  Eigenschaften  dieser  Beschreibungsart  der  Cunren, 
ire  Beziehungen  zu  der  gewöhnlichen  Beschreibung  dnreh 
aen  beweglichen  Punkt  nnd  die  Art,  Eine  Beschreibnugs- 
eise  für  die  andre  sn  substituiren,  um  dieselbe  Curre  za 
mengen,  sind  noch  neue  Fragen. 

Diese  Fragen  scheinen  uns,  sowohl  in  theoretischer  Hin- 
icht ,  als  wegen  ihrer  Anwendungen  anf  die  Künste,  sn  Tf r- 
lenen,  dass  sie  in  die  Specnlationen  der  Wissenschaft  ein* 
eben.  Wir  werden  in  einer  andern  Schrift  darauf  xirfick- 
ommen.      Für    den   Augenblick    verwetten  .wir  .  anf   Not* 

40« 


\ 


■ 

wf-Mir  O.iir.iul    »*lir   r 

(»mir n  bat,   dii'   ihn    nur   dir  Nuliir  I 

dm   Spiral»,    trkean 

*     nrn     k« 

> 'unkt   b**rarirt»n   »rrueii,    w^lrh-r   f.'<i  m  r 

r mil' h   Liste   lerl.iindea   lit,  die  auf 

rallt  ;    nuil    die    Andern    durrh    rinra    r*aal.; 

dtf    auf   rinçai    fr*lm    hm»r    ftirlr.ltt. 

J.  Vrrncr   wtir   nicht   'in  - 
(hi-hi     um!     (rnclitti.iri'iti   Otts!«,     al«    l.n 
Tirpuinninlimn* ,    dir    li.-ii|.-n    =ri'*4lra    ^1  >i 
bniuli'ri' ,    die   wir  prnnHnt   I 
■Mar    bewirktet,    «dieim  «    na*    oam-i 
■  eelaatt.     Sr 
'.  stimmt«   nd'r   Rti r.. 
e*    in    der   enrtei   /ril    frr   \ii*l<iMaar    d< 
wuriiiliili    w.ir,    snmlrrti    »W    *iad   dir  Fr* 
den   Amor*    uml    tragen    nrltrn    den  Sir» 
»nrb   dfi   dl  ■   ii  tini!    paM 

l22     ÇfdrarVl 

tun    dpa     !. 

ttiul  vini  di  il 

il    twei    Thrill    roi 
Wo.  »•»)     Uta   rierter   Ti 

scwiditi«.  »M      Wir    h 
Hin    einem     | 
■ 

•ein  .   nnr-h   tinrli   d<-ii   hat. 
'■ 
ctuilte    an  Ki-gel    uad    bedient   »iib    . 


300)  Xuutr.ltvt  liât,    m    tr'mtm  ttommm 
nr«  Aflfl  iti  tau  •■ctfaart. 

■  u  fr»*«*  Hawaii* 

im   /pur.i/iir- "Um    ra*rrufl<a 

Haiiteliil  aiaiaiaaa,  «*«  ■<*'" 
lliaa  »...--(  .*«-  a<M 

. 


6*9 


Körpers,  lim  daran  auf  eine  sehr  laichte  Art  die  die- 
le Curven- abzuleiten.  Bin«  rationelle  Methode,  die  auch; 
B  Jahre  spater,,  von  Maorolicas  angewandt  wurde,  und  auf 
p  Jiernach.  die  Arbeiten  von  Desargues,  Pascal  und  De  La 
Ira  beruhen* 

'  Verner  hat  noch  mehre  andre  Schriften  verfasst,  die  aber 
éfct  erschienen  sind.  Heilbronner  giebt  ihr  Verzeichnis* 
*  seiner  Geschichte  der  Mathematik  (p.  515).  Man  finde! 
rouler  eiue  Abhandlung  über  die  sphärischen  Dreiecke,  in 
nf  Büchern,  und  eine  andre,  über  die  Anwendung  der  Tri- 
■ometrie  auf  die  Astronomie  und  Geographie  ;  eine  Abhand- 
le über  Arithmetik  nnd  eine  über  Gnomonik,  und*  ein 
•rk ,  betitelt  Tractatus  retolutorius  qui  prope  pedisequu* 
istit  librië  Datorum  Euclidis,  welches,  nach  diesem  Ti- 
9  sich  auf  die  geometrische  Analyse  der  Alten  su  beliehen 
teint.  Vielleicht  war  es,  als  Fortsetzung  der  Data  des 
elides,  eine  Art  von  Porismen.  (S.  nnsre  Meinnng  über 
«en  Gegenstand  in  der  Note  III.)  Wir  wären  sehr  begie- 
',  dieses  Werk  Ton  Verner  kennen  sn  lernen. 

Es  bleibt  uns  noch  übrig,   von  Lucas  Paccioli   zu  spre- 
»n,  der  allgemein  unter  dem  Namen  Lucas  de  Biirgo  be- 
nnt  ist.     Sein  Hauptwerk   gehört   an   das  Ende  des    löten 
irhnnderts    und    kann   als   der   Ursprung  der   italienischen 
hule  betrachtet  werden,    aus  welcher  Cardan  und  Tartaica 
'vorgingen,   und  die  so  mächtig  dazu  beigetragen  hat,  der 
ithomatik   die  neue  Form   sn  geben,  welche  sie   bei   ihrer 
ledergebnrt   annahm   und   welche   aus  der   Vereinigung   der 
tischen   Algebra   mit  der   Geometrie    der  Griechen    bervor- 
ig.     Dieses   Werk   ist   betitelt:    Summa  de  Arithmclica, 
ometria  9    Proportioni    e  Proportionalita.      Es    wurde 
»rst   1494  durch   Paganino   de  Paganinis  von   Brescia  ge- 
ickt  und  1523  nochmals  aufgelegt.     Wir  haben  schon  hau- 
>r  Gelegenheit  gehabt,   es  zu  citiren,   nnd  den  Einfluss  zu 
nerken,  den   es   auf  die  Erneuerung  der  Wissenschaft  ge- 
>t   hat;    wir  wollen    uns  daher  hier  darauf    beschränken, 
e  knrze  Analj«c  von  demselben  zu  geben,  und  auch  dieses 
rden  wir  unterlassen,  wenn  das  Werk  weniger  selten  und 
ir  bekannt  wäre. 

Es  zerfallt  in  zwei  Haupttheile;  der  eine,  der  sich  auf 
Wissenschaft  des  Calcnls  beziehr,   umfasst  die  Arithmetik 

Algebra,  und  der  andre  handelt  von  der  Geometrie.     Die 

rke,   von   denen  der  Verfasser  anführt,   dass  er  dieselben 

der  Abfassung  des   seinigen   benutzt   habe,    sind  die  von 

üil,    Bor  tin»,    Leonard   von   Pisa,    Giord.ino  BiAgio   von 

ma,  Sacro  Bosco  und  Prosdocimo  von  Padua. 


Der  mtr  Tfceil  i«  eine  r«ll*Ua4if«  AefcdnnliMf 
die  «pMalalWe  Arithmetik,  WtMka  dir  BigiinaihllJM 
'/•hin  betrmchlet,  iid   Ober  die  prakUsra«   Ar>t*j>eaà 

tKe  tperalBlire  Arilhtn'iik  M  in  d*r  Wen 
dra  NieomuHitn,  Tlieon,  Bar  lia»  unJ  Jard*«. 
Sie  wird  Oker  von  einen»  Al'xchnili  nUn  dir 
lietcalùiten,  der  sich  nicht  in  dicern  \Wrke« 
korbst  ■erkwflrdla;  iaL  B»  ist  eine  Reihe  *» 
Wut  *ti  Tage  >o  der  «nVsiitnrairn  Aaajtiik  dee  im 
de«  gekoren.  Lae»  de  Barge  giebt  «an  ihn**  d« 
aber  ehiie  Bewein;  «  enllebnl  ait,  wie  er 
Werk  filier  QuadriUialilm  ma  Leanard  eu« 
ifvrcA  fifometrïirhe  Bftr&cktumgem  mmJ  mm  ftc* 
wiesen  siud.  Diese  Auflnsnagen,  braoadeni  die,  «c 
auf  die  Gleichung  .r*+«*=ï  A  h*»iebt ,  sind  m  i 
Iliopb.inlua  TvT-achiedr«  nud  aind  di'-telbr«  ,  «Ja  die. 
WEM  iu  den  bdilchia.  Wer  kr»  finde!  nad  wrlrke  i 
Julnlmnilerl  van  Haler  erdarht  aind,  wie  wir  icfcaai 
lagaakaii  der  tieomelrin  des  Drakmegapta  graauft  kal 
Die  prakliiilie  Arithmetik  langt  mil  éW  Aaw 
aelioDg  des  Zahlen  st  sir  na  an,  „tan  dem",  eeatt  I 
Bnrga,  „nach  Bmigea  die  Araber  die  trUr»  l.tia. 
wrtli.illi  auch  diene  Kunst  abacu  genannt  wird,  na  i 
arabico  niisindrüi-ken  i  Andrr  aVr",  Tàjct  er 
diese«  Wart  ans  dem  ftrirrhiaehea  ab."*»«)  M'a  ta» 
die   vier   FiuuUmeiiUl  -  Uperaliaaen    der    Amkeartik 


301)  IWeaa  »teile  >«t*t  «ne,  data   -an  -alt  «er  SaM 
dr  Burio  libar  den  Unaniag  «aeean  KaUaacjateaa*  «acM 

»■(»i    itL     Die  Bedmilaftg,    «r!<k>  wir  dam  ■«■  «**-.«■. 

te»  Wort  nimmt   »eitelr«!    haken .    tatrantiu:  ■««.    d-  »« 

mnlhiins    ilci     Lnraa    de   Kuren    aixonrliaim,     4.  ». 

all    au«   ilr*    Briet*  leerten    «hcalaMal   , 

wie    lliat   wolle,    dir««   Mille    irrlirnl    b#i    dra 

den  Urapruns  unar**  /.afclcnajK*«*  In  «*lr«r«4 

aon  Mar  Verfanaer  «.ieat  rar  )ede  Operation 
fahrui>c*ar<eu  au.  L'mer  den«  «er  Mult>H«.atu>*i  I 
dUck«  Methode,  die  l.anr«»  in  »elftem  ['.-«•■ntai 
■kaxara  e*Kchea  kal  unJ  die  durin  fce*teM,  d- 
Produkt  jeJer  y,i«er  de  Mul|jrlk«ada>  iu  jade 
calnr*.  die  7.ifem  der  Eiter  «nd  dar  Xeknar  aha 
den  fretefclnea  Keidrr  araee  0»adr»i 
Hf  ikiiiii- ,  »nf  «ratele«  dr  ,i.  , 
MiUeialtrr    nnd    let   tum  Jtkr'iunderl  nefcefci 

den»    «HM    H.drl    «ir    Kl    iW.rn.    »uitiI|I'>,    (■     *    .       _ 

7)ü  dar  Maaaacrlala  in  tat   kamflttara  ■ta«i«tk*h  #. 

■tehrru   ce.lriH-klrti   Wtrkm,     >.«    dnira     M 

«*«n>   <n«J  Prllna,  dl«    4f-.r<.«Wl<»  fntrflr«    *••    «, 


K 


CS!  _ 

fceorie  der  Progressionen  und  die  Anspielung  4er  Quadrat  - 
id  Kubikwurzel,  arithmetisch  und  geometrisch;  sodann  dt« 
ecknang  mit  Brüchen;  die  Regula  de  tri;  die  Regula 
Isi,   welche  der  Verfasser,  nach  Leonard  Ton  Pisa,    Regel 

•  Helcataym  nennt  und  die  er  den  Arabern  zuschreibt,  de- 
tH  sie  aber  von  den  Indern  zugekommen  ist;  und  die  comv 
miellé  Arithmetik,  welche  mit  einer  grossen  Zahl  von  Auf- 
Jkea  and  Beispielen  behandelt  ist.  Dieser  Theil  des  Werks 
»    Ton  Tiden   deutschen  Schriftstellern,  in  der  ersten  Zeit 

•  löten  Jahrhunderts,  nachgeahmt  worden. 

Indem  Lucas  de  Burgo  sur  Algebra  übergeht  (Distinciio 
tava),  betrachtet  er  sie  als  denjenigen  Theil  der  Wissen- 
haft des  Calculs,  der  für  die  Arithmetik  nnd  fur  die  Geo- 
eirie  am  nothwendigsten  ist.  Er  sagt,  dass  man  sie  mei- 
sntheils  Arte  maggiorc  oder  Regel  der  Co$a  oder  Al- 
röra  e  Almucabaia  nennt.  Da-  dieses  Werk  das  erste  fiber 
lajebra  ist,  das  gedruckt  worden,  und  das  man  gewöhn- 
en* als  dasjenige  betrachtet,  welches  die  Geometer  in  diese 
Issenschaft  eingeführt  hat,  so  ist  es  wesentlich  zu  bemer- 
»n,  dass  Lucas  de  Burgo  die  Algebra  nicht  als  eine  neue 
■nst  darstellt,  sondern  vielmehr  als  eine  schon  seit  langer 
nift  ganz  allgemein  (dcl  vulgo)  bekannte  Sache.  Dieses 
immt  mit  der  Bemerkung  überein,  welche  wir  gemacht  ha- 
rn, als  wir  von  dem  Werk  des  Regiomontanus  Rechenschaft 
ifeen,  der  auch  von  der  Algebra  als  von  einer  bei  den  Geo- 
etern  ganz  gebräuchlichen  Methode  spricht.  Man  kann  dar- 
i«  schliessen,  dass  seit  dem  13ten  Jahrhundert,  wo  die  AI- 
Ära  durch  Fibonacci  8M)  nnd  durch  die  damals  veranstal- 
ten Uebersetzungen  des  Werks  von  Mohammed  ben  Musa 
i  Europa  eingeführt  wurde,  diese  Wissenschaft  nnunterbro- 
ten  cnltivirt  worden  ist. 


•  Arithmetica  practica  von  Peverone  and  die  Schoiae  mathema- 
eae  von  Ramtis  auführen.    Libri  bat  nie  auch  in  einem  chinesischen 
ftrke  gefanden.     {Histoire  des  sciences  mathématique*  en  Italie, 
1,   p.  341.) 

304)  Wir  sind  mit  der  angenommenen  Meinung  einverstanden, 
dem  wir  wiederholen,  dass  Fibonacci  zu  Anfang  des  13ten  Jahr- 
mderts  xuerst  die  Algebra  in  Kuropa  einführte;  wir  glauben  jedoch, 
iss  man  schon  wen  gstens  seit  einem  Jahrhundert  einige  Kenntnis* 
in  dieser  Wissenschaft  hatte;  und  wir  gründen  diese  Meinung  auf 
le  früher  angeführte  Thatsache,  dass  im  i3ten  Jahrhundert  Johan 
bs  Hispa!ensis  unter  dem  Titel  Atgorismus  ein  Werk  über  Arith- 
etik  geschrieben  hat,  welchem  sich  beigefügt  findet  die  Auflösung 
sr  Gleichungen  des  zweiten  Grades,  ausgesogen ,  wie  er  sagt,  au« 
em  Buche  De  Gebra  et  Mucabata. 


1 


WtÊ 

l.lirai   ilr    Borp«    btwrïai    II  ml   .1 

ruhwHiiwhi-a  Qp*T*tia*va  bei 

.     I    hrwriM    d-n    K'"'-'         ' 
i    Iliirti  dir  KlrmfMe   fori  . 
Thrtric  Anrr  Qaaal  •»«da«    c»k 

B    (t*  twnlf«  GratVi    ikrt ,    hn    drar«    i 

j    betl    Haan   br-mtrkt   babrn 
jindre  (ilrirhiin-.'ii    tun    hnhrnn  Grata  »üf  iin*    a 
»'■nli'ii   können.      Er    lirtraralrl  Glrirbanar«  .   *» 
bekannte    GrvMt,   ihr    <Jn.itlr.it    und    il 

flu  M  Witt,    4i*   *> 

gcgtaw&rtign  Bjmfrflwi.  «[  falaeada  Art  a>*4rä 
»•=a,  »«+1* 

»*  =  ■*■.  »'  +  •»•      h. 

,i,+nt«=tx,  »'  =  a+«a».  ■■*) 

Er    lenrl    Air    dm    rmea   nod   die    drei    tritt»«,   i 
aber,    Hllfrl    l 

:     ml    den  streit**  tira 
i   nur  Auf  ilrn  drillen.      Hn-v«   I.  >..-,. i  (    4 

it  liu'=«   dir   Aun>-<iir<£  der  Glataaagea  >«  a 
Irn  Grad   auch   uiil.ck.innl  war. 

Die«™  ersten  Tfctil  J".  Wvrka  (Arithmetik   a*4 

11      <!>r     Itrsd      der    ^•■•rlNr  li.iicrrrli  nu»      »»•    1 
n    AnTcnben.     die    airk    auf  IlaadrlHprralaa 
Mllnd  anf  ola   dnppetle  Uarhkallerri  knwhn. 

An     fielen   Slrllrn    vende!   Lara*    de   Ilona    1 
uiism    an,    nai    «ine    flegeln    Jm 
lern;    er    bewcial    anf    dlete    Wei.r    die    Rer.i.1 
(tri    wrrçea   der    ZrifVn   in   irr  Alfrbra,    und    d 
Auflnituua;   dir    IIIeirbnni;ea    *om    »weit 
si'b'  n    wir   im   »weilen  Theil    d«   ^ 
nr-lrir    handelt,    da.«  Lara«    de  Bare 
ajebraarbt. 


KU)    Lara*  .!r   llur-n   «prlrhl   Min«  OMehnpa    an 
:    nar    Kar   AH«nii«t    IwdlrM 
m; J  n»,    m   |rfa«  1/^.1    und   miMit  fm-n«)    ■•    »««viol 
■rai.e.1    da*  Worl  r<i<*f.    a**r    nhM  .1.    ,' 
L'MkUMrn,d|  lat  iiu.trm   »«*,  »„u 
«rtti.:«i,Wt»,i.  -■■»»*»,    — 

'"'i'  ttUrKttarMi    f*  •■•aarkatj    n—m  dt  r<r«MM> 


Ditte  Abhandlung  mhfasst  zietalich  vollständig  dto  Ele- 
ite  -der  Geometrie,  Sie  beruht  zum  Thal  auf-  den  Elémetf? 
tçn  Enclid's;  da  si  eich  jedoch  in  Ticler  Hinsicht  hiervon 
milèrscheidet ,  so  wollen  wir  ihre  Analyse  geben.  Der  Yer- 
t  (heilt  sie  in  acht  Thcile,  aas  Rücksicht,  wie  er  sagt» 
die   acht    Seligkeiten   (a  reverentia  de  le  8  beatitm* 

)• 

In  dem  ersten,  welcher  ron  den  dreiseitigen  nnd'rier- 
fetitigen  Figuren  handelt,  findet  man  den  grössten  Theil  der 
,   die  den  Gegenstand  des  lsten,  2ten   und  6len  Buchs 
Enclid  ausmachen.     Der  Verfasser  beweist,  nach  Art  der 
■■der,   dass  die  Flüche   des  Dreiecks  dem  Prodokt  ans  der 
CSrandlinie  und   der  halben  Höhe  gleich  ist;  er  beweist  die 
Formel  für  die  Fläche,  als  Function  der  drei  Seiten,  so  wie 
l?iboiiacci  nnd  die  drei  arabischen  Brüder,  Mohammed,  Harnet 
und  Hasen,  in  ihrem  Werk  Verba  filiorum  Moisi filii Schar 
leer.     Er  lehrt  das  Perpendikel   in   einem  Dreieck   berechnen 
-and   bedient  sich   dabei  des  Theorems  Ton  den   beiden  Seg- 
menten, welche  dasselbe  auf  der  Basis  bildet.     Er  giebt  von 
diesem  Theorem  einen  sehr  merkwürdigen  geometrischen  Be- 
-weis.     Es  handelt  sich  darum,   nachzuweisen,  dass   die  -Dif- 
ferenz   der  Quadrate    über    den   beiden  Seiten    des  Dreiecks 
gleich  ist  der  Differenz   der  Quadrate  über   den  Segmenten, 
welche  das  Perpendikel  anf  der  Basis  bildet;  oder  auch,  dass 
die  Snmrae  der  beiden  Seiten,  multiplicirt  mit  ihrer  Di flerens, 
gleich  ist  der  Basis,  multiplicirt  mit  der  Differenz  ihrer  Seg- 
mente.    Lucas   de   Burgo   construirt  eine  Fignr,    in   welcher 
•ich   die  geometrischen  Ausdrucke  der  vier  Factoren  finden, 
welche    diese   Gleichheit   bilden;    nnd    aus   der  Vergleichnng 
sweier  ähnlichen  Dreiecke  schliesst  er,    dass  das  erste  Pro- 
dukt gleich  dem  zweiten  ist*     Dieser  Beweis  ist  sehr  elegant 
nnd  elementar,   weil  er  nur  den  Satz  Ton  dem  Quadrat  der 
Hypotenuse  anwendet.    Er  ist  ron  Tartalea  in  seinem  Gene- 
ral Trattato  di  Numeri  e  Misure   (4ter  Th.,    fol.  8)  re- 
prodneirt. 

In  dem  zweiten  Theil  wird  folgendes  Problem  anf  mehre 
Arten  aufgelöst:  Wenn  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks  gegeben 
sind  nnd  wenn  man  auf  zweien  derselben  zwei  Punkte  an- 
nimmt, die  Länge  der  geraden  Linie  sn  finden,  welche  diese 
beiden  Punkte  ver  bindet. 

Der  dritte  Theil  behandelt  die  Flache  des  Vierecks  nnd 
andrer  Polygone;  es  werden  darin  mehre  Aufgaben  über  das 
Rechteck  auf  algebraischem  Wege  aufgelöst,  indem  sich  Lu- 
ras  de  Burgo  der  Formeln  bedient,  welche  er  zuTor  für  die 
Auflösung  der  Gleichungen  des  zweiten  Grades  gegeben  hat. 


Per   »irrte  Theil  raihnlt  die  Site«,  Um  im  t 

des    Fnrlid    vor  komm' a,    and    die    AisaKaMHUj    4t» 

Per  Vcrf-iaser  beweist  in  Vrrkâltni« —  ,    •*   «)r 

in,     liurrh    dir   Ivnbcrhrfit.iin*    de*    Polrcpa«    tarn 

IM (  und   lehrt    die  CbnrdenlaM   l.i Idea ,    «rieb*    i •■  1 

im   ersten   Bnrh   de«    Altoniirnl  Re«ebra    1-1. 

Itrr     fünfte    TWil     behandelt    dir    Tbetla«    «**•    Pta*M 
Mrh   «:«gebearni   Vrrhültai»».      K»    itl   Jinrv    d"j- 
ii-r   GsMMUtoi     »clrhrr   don   Creva*)»*'   >■    •>*>   W 
tu  perfide  ru  m    liitt'tionîbië     Tua    SlabnaM     U*r4.4.»    Uaa,  I 
da*  man    art  eine  NarbabtBnny  Hat«.  Werl*    «*a   Kava4  ■*»  I 
ah   da*   Kreatinin   diene*    (rraaieirra   «rlbat    Leiri 
rai  dr  llnrgo   Ttrvaltstâadi 

dir   Thrilunjr   des    Krrivct    nach   f»l.ibcia    Brd.niei 
bandelt. 

I)*r    oerhile   Tbeil    bniebt    «irb    aar  Ht    Tat« 
Körper    uni!  enthalt  dir  Salie  an«  drnt  Mtrm  1 

Per   siebente  Tbeil  bandelt   <oi   ter»  bioim-n  I 
tel,    welche    in    der    Praxis    (tua   dienen,     t.e,    i*m    I 
Anblick  die  Pimensiunea  dt-r  Kôrurr  ta  titit^w«. 

Prr  aihte  Tbeil  radlirli   i-[  rinr  }<aaiBil*st   "•  »?•*»• 
Aufgaben    an»    der   ttMMrlrie,    die    mn^r.il,..:. 
Alrrl.r»  p-lost  atud,    begleite!  T»  riaer  Abkaadlan*   »w>  * 
fflnf  regulären  KitWK 

■>•  Toa  den  Aufgaben,    dir  >n  dièses  1 
wen   gehören,  lind   folgende: 

Wenn   »wei  Srilea    riae«  Ilrrierls  aad    i 
gehen  sind,  die  drille  Seite   m   finde». 

Wnin    .lie   Flärhe   uad    die  Pi  ferra  s    awrW  Si 
Brrblerk«   gegeben   »in il ,  drs*ea  Seile«    »■   S »Je*. 

El  «9   a*   die   Riebe   nnd   d  die  P.fT-rr»»   der  t** 
Ira,   *o    nimmt    l.ma«    de  Burg»    für    die 

d,  b.  *■  +  ■ — ,    aad    fur  il>r   awetU  r**a  « 

--—  an.     Pnaa   bat  «a«  tmmiiif  I 

der  tu  bekannte*  die  Glmrb*ng: 

«wa*a  .»b  die   H  tria»  far   die  bruira  Seile»  ..j-W«. 


Diese  Auflösung  ist  einfacher,  als  wem  ma*  Ariel  als 
«kannte  die  beidea  Seite*  annimmt,  was  so  folgenden 
i  Gleichungen  fuhrt: 

y*<=a*,  y— ist, 

su  der  Endgleiohung  des  zweiten  Grawes: 

jrf— dy=a*. 

In  dem  ersten  Theil  seines  Werks  hat  Lucas  de  Burgo 
re  Beispiele  ron  ähnlichen  Kunstgriffen  der  Rechnung  ge- 
en,  welche  zeigen,  dass  in  gewissen  Grenzen  die  Algebra 
on  seit  langer  Zeit  ausgebildet  und  vervollkommnet  war. 
nn  man  z.  B.  zwei  Zahlen  verlangt,  fur  welche  die  Somme 
nr  Quadrate  gleich  20  und  ihr  Produkt  gleich  8  ist,  se 
ilt  Lucas  de  Burgo  nicht  die  beiden  Gleichungen  «r*+£* 
20  und  ,ry  =  8,  welche  auf  eine  Gleichsag  des  yierten 
ides  führen,  die  sich  auf  den  zweiten  reducirt,  sondern 
macht  es  besser:  er  nimmt  die  Summe  der  beiden  Unbe« 
unten  (ar  +  z)  zur  ersten  gesuchten  Zahl  und  ihre  Difle* 
z  (ar  —  z)  zur  zweiten806);  so  dass  man  unmittelbar  die 
den  Gleichungen: 

x*+£*=10  und  x*— z*=8 

11t,  woraus  sich  ergiebts 

x*=9  und  *f=i;  x=S,  «=1. 
s  Zahlen  sind  also  4  und  2. 

Diese  Auflösung  ist  wegen  ihrer  Eleganz  und  Einfach- 
t  denen  ähnlich,  welche  wir  in  den  indischen  Werken  bo- 
rkt haben. 

Den  Durchmesser  eines  Kreises  zu  finden,  welcher  einem 
■eieck  eingeschrieben  ist,  wenn  Ton  diesem  die  Seiten  be- 
nnt  sind. 

In  ein  Dreieck  zwei  gleiche  Kreise  einzuschreiben,  die 
:h  unter  einander  und  jeder  zwei  Seiten  berühren. 

In  einen  gegebenen  Kreis  3,  oder  4,  oder  5,  oder  6 
dre  unter  sich  gleiche  Kreise  einzuschreiben,  die  alle  de« 
gebenen  Kreis  berühren,  und  ausserdem  so  liegen,  dass 
r  erste  den  zweiten,  der  zweite  den  dritten,  der  dritte  den 
tgenden  n.  s.  w.  berührt. 


306)  Lucas  de  Burgo  nennt  die  erste  Unbekannte  cos*  und  die 
irrite  quantita.  Er  sagt,  die  Alten  nannten  diese  cos*  seconda, 
er  die  Neuem  nennen  sie  einfach  qnantUa,  {Disttoctio  ocUwo; 
actstns  stattvs,) 


DeB   Dorrhnewr    rinr*    hrri»r«    a*   ftaaW,    «Vr  i 

Dr*i«ck   uraBcorhriflien  iu,    wca»   nu   diu*»  é,t  Hmm 

Wi'tn.    dla  PUeit   tin«  Drrimk*    gnHx*    itl,    *aa 
di«    cr^w  üt.  . 
ttt-ofjll,    «m    r-a-    Eaafcàl 

tjnrfrifll  aWahika  m  KauVa. 

\V,ili,    di«  Flach  >•  un  Drtwcàs  84  M,    •-  I.-*..«  U 
cas  d«  liitrai>    Irina  Seilt*    narra   mh  <;i.  îrin.n-    d-.  Taaaa 

(irnilri,    di"   Ball    «i«   riur     <|Nadrali*ehr    l**rn    I  *•*■ 

Ab  Sfilai  die  LMhlM   13.   M  und   là. 

Wrtm  man   in  dm  SrarilrU    riar«  Drrrrrla  éni  F  -^a> 
dikel    auf  BtJBtC    Bl  M    «rrlaaft     *a>* 

RbdH   -I"»    l'tmki     m    l>r*iitnmro,    aVr    efi-nli    *-■■■    *«a  èai 
Eod}n>nkt«u   drr   drrî   EVrnmdikrl    mt(n«:  ut. 

Wenn    ein    Dr>-icck    périra    i>(,    ia    »rrlin-t    *  t*   i 
Pure  um  krr&krt  «ai  •*» 

»en  Miltrlnnnkt   m   le*  (irundlinir  Kagt, 

In    nllrti    dÎM'Il    Attfjî.tlirn    -ir.it    di«   Oai«  Z  . 
l.'^tiii'.v    '  i    i.    iaili-ai  lit  nin-l-m    mi    i, 

gea   dr»  twrilrn  Ijradni  BbiiiagM. 

Ebffl  «    «ind   in   den   rr*lri  Tfcril'n    ■' 
d îi*  Elrmtnle   drr  Ontm-trir    li.l.J.n.  dir    Fia*ar**    •«•-r  *•• 
ZbbIbB    .ni'Ui'dri'ii-tiE,    ni*    arma   M   tira    an   »fe*    fcn.r 

«riiiluii-   (-m. -h  Tkaartma  hnndrhr.      liai   i.    !' 

B*W*i*n,     *ikhr     J{a     I*'l  irh-     iï'  ■     i 

drri    Si-ilrn    eirl-l,     nliuait    drr   Vrrfn«vr    rfa« 

EfeHtï    13,     M    and    là  »ind,     and     t. 
im   Vrrloaf  min  «a  Haï «an arum i«    i 

ii    .inf  ri««  abilr  ■ 
dm,    indem   dit«    -i-   .l/J,   tff,  f  I 
Ikndr    »ar   *■■»    dru    'i 
dem    erhirllenj    a>   wnrd< 

irrn    des     lölrn    lahrhanderta    Wfalaii    mi   l'irtt. 
Tnri.ik»,  J.  B.  Ilenedirit«,    îlUaimi« ,   ('«wausaVa 
Sftin  ,     Ad.    Knmnuus,      l.iidnlpk    Wn    I 
Virta  den  fii-liranrh  der  tlarh«tali*B  >a  dir  .4i*»krt  -*'**«- 
Wir    mren    m-iieiliia    den  <>rnad    ia 

iir    darbirlrl,    and  die    \irttmtCMi*%   \»J 
lhailr,  dir  darana  eniairken,   aafabrri. 

Lora«   dr  Ramn    bat    n«rk  awri   aaJre  Werk*  W*saa*aa» 
*»n.   Air  nmh    an -r fuhrt   ia    ««rdrii 
4it*»Ua  Wieliligkril   »*»<n,  al«   d.-,    - 
lahall   aatrcrtira  kabei.      I  -.«■  «V 
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tfétt  divina  proportione,  opéra  a  tutti  gltngegni  pcrspt- 
çaci  t  curiùëi  necessaria:  ove  ciacun  studieeo  di  philo$o- 
phia,  protpettiva,  pictura,  sculptura,  architectura 3  mv- 
nca  t  altre  matematiche  3  eoavisêima,  sottile  e  admtrabiie 
dattrina  consequira  e  delectarasêi  am  varie  questione  di 
wecretissima  scientia.  Vcnetiis  1Ô09,  in  4.  Der  Verfasser 
nennt  proportio  divina  die  Theilnng  einer  Geraden  in  das 
mittlere  nnd  äussere  Verhältniss,  von  der  er  viele  Eigen- 
schaften nachweist  nnd  verschieden«  Anwendungen  anf  die 
Künste  macht.  Das  andre  Werk  von  Lucas  de  Bnrgo  be- 
sieht sich  anf  die  regelmässigen  Polygone  und  Polyeder  nnd 
anf  die  wechselseitige  Eiubeschreibung  der  einen  in  die  an- 
dern; es  hat  zum  Titel:  LibcUus  in  très  partiales  traeta- 
tuë  divisus  quornmeunque  corporum  rcgvlarinm  et  de- 
pendenttum  active  perscrutationis-,  Venedig  1508,  in  4. 
Der  Verfasser  macht  in  diesen  beiden  Werken  über  Geometrie 
noch  häufigen  Gebrauch  von  der  Algebra. 

Aus  dem  Vorhergehenden  siebt  man,  dass  die  Werke 
des  Lucas  de  Burgo,  verglichen  mit  denen  der  griechischen 
Geonieter,  einen  eigentümlichen  Charakter  darbieten,  der  sie 
wesentlich  von  diesen  unterscheidet:  dass  sie  nämlich  auf  einer 
beständigen  Vereinigung  der  Algebra  mit  der  Geometrie  be- 
ruhen. Und  dieser  Charakter  ist  beinahe  allen  mathemati- 
schen Schriften  des  löten  Jahrhunderts  eigen.  Da  die  Werke 
des  Lucas  de  Burgo  die  ersten  gedruckten  unter  denjenigen 
sind,  welche  die  Vorschriften  der  Algebra  nnd  ihre  Anwen- 
dung auf  die  Geometrie  gelehrt  haben,  so  hat  man  sie  all- 
gemein als  den  alieinigen  Ursprung  der  neuen  Form  der  ma~ 
thematischen  Wissenschaft  im  Anfang  des  löten  Jahrhunderts 
and  deren  immensen  Fortschritte  seitdem  betrachtet.  Es  ist 
in  der  That  nicht  zweifelhaft,  dass  die  beiden  italienischen 
Geomctcr  Cardan  und  Tartalea  ihre  Kenntnisse  und  die  Me- 
thode der  Summa  de  Ar  ahmet  ica  etc.  von  Lucas  de  Burgo, 
den  sie  oft  citiren,  zu  verdanken  haben.  Aber  man  hat 
.Grnnd  zu  glauben,  dass,  zumal  in  Deutschland ,  einige  andre 
Werke  einen  andern  Brennpunkt  bildeten  nnd  dieselben  Prin- 
eipien  der  Algebra  nnd  der  Anwendung  der  Algebra  auf  die 
Geometrie  verbreitet  haben.  Man  schliesst  darauf  aus  dem 
gelehrten  Werk  von  Stifcls,  dass  1544  nnter  dem  Titel 
jtriikmetica  intégra  (Nürnberg,  in  4.)  erschienen  ist,  worin 
sich  die  Elemente  der  Algebra  nnd  eine  Menge  auf  diesem 
Wege  aufgelöste  Aufgaben  der  Geometrie  finden,  so  wie  in 
der  Summa  des  Lucas  de  Burgo.  Und  dies  Werk  von  Sti- 
fels bietet  einen  solchen  Unterschied  von  diesem  dar,  dass 
man  darin  eine  tiefere  Kcnntniss  und  eine  ältere  Ausbildung 
der  algebraischen  Wissenschaft,  so  wie  auch  einige  Annähe- 


*imn*ro,  Pétri  Daneeéi  mmudato,  Roma*  anno  Christi 
«•iMO  cenversa. 

9r  Wir  haben  in  diesem  Werk  die  merkwürdigen  Fort- 
'abritte  der  Algebra  and  ihre  Anwendungen  anf  die  Geometrie 
toknnnt,  die  wir  in  dem  Werke  Stifels  angeführt  haben« 
rflàa  findet  noch  in  einigen  kleinen  Behandinngen  der  Arith> 
tteftik,  welche  in  den  ersten  Jahren  des  löten  Jahrhunderts 
im  Deutschland  erschienen  sind,  Beispiele  von  der  Anwendung 
1er  Regeln  des  Calculs  anf  Aufgaben  der  Geometrie;  so  wird 
m  einem  Algorithmus  de  integrie  et  minutiis  (Leipz.  1507) 
lia  Regula  falsi  auf  diese  Aufgabe  augewandt:  Wenn  in 
ämem  rechtwinkligen  Dreieck  der  eine  Schenkel  des  rechten 
Winkels  nnd  die  Summe  der  beiden  andern  Seiten  gegeben 
àméy  diese  Seiten  zu  finden.  Wir  erinnern  endlich,  dass  seit 
lern  löten  Jahrhundert  Regiomontanus  und  der  Astronom 
Blanchinns  in  der  Praxis  der  algebraischen  Regeln  sehr  be- 
ir ändert  waren  und  dass  der  erstere  in  seinem  Werk  De 
triangulis  davon  Gebrauch  gemacht  hat,  um  Aufgaben  der 
Biometrie  zu  lösen. 

Wir  glauben  also  mit  Bestimmtheit  sagen  zn  können, 
lass  die  Algebra  seit  den  ersten  Zeiten  der  Erneuerung  der 
Wissenschaft  in  Europa  ausgebildet  und  besonders  auf  die 
Aufgaben  der  Geometrie  angewandt  ist  9  nnd  dass  der  Charak- 
ter der  Mathematik  im  löten  Jahrhundert,  der  aus  dieser 
innigen  Vereinigung  der  Algebra  mit  der  Geometrie  entspringt, 
sich  sogar  ror  dem  Erscheinen  des  Werks  Ton  Lucas  de 
Bnrgo  herausstellt,  dass  aber  dieses,  weil  es  zuerst  auf  dem 
Wfge  des  Drucks  bekannt  wurde,  sich  am  meisten  yerbrei- 
tete  und  den  grössten  Binfluss  anf  die  Fortschritte  der  Ma- 
thematik nnd  anf  die  Richtung,  die  sie  einschlug 9  ge- 
habt hat. 

Die  Grenzen  dieser  nnsrer  Schrift ,  welche  wir  schon  weit 
ftbersrbritten  haben,  gestatten  uns  nicht,  eine  Analyse  yon 
den  Werken  des  Cardan,  Tartalea,  J.  B.  Benedictis  aM)  und 


309)  J.  B.  Benedictis  wendet  In  seinem  Werk:  Diversant* 
Mpeculationum  mathematicarwm  et  pkysicarum  liber;  TaurinI  1585, 
In  fol.,  beständig  geometrische  Betrachtungen  an,  um  Regent  der 
Arithmetik  und  Algebra  «u  beweisen  oder  nu  verlflclren.  Ein  vor- 
treffliche* Beispiel  dieser  Methode  Ist  fol  »rendes.  Der  Verfaaser  stellt 
nick  eine  Aufgabe  mit  drei  anbekannten  Grössen  vor,  die  sich  durah 
4to  drei  Gleichungen  x+y=mt  jf+*  =  o,  x+w  =  c  darstellen 
Hast.  Er  löst  sie  algebraisch,  nnd  an  die  Ausdrücke,  welche  er 
ffttr  die  Unbekannten  gefunden  hat ,  su  ▼eriflcirtn ,  stellt  er  diese  geo- 
metrische Betrachtung  an:  Man  bilde  ein  Dreieck*  dessen  Seiten  die 
drei  Xaklen  a.  b  und  c  sind*  nnd  beschreibe  darin  einen  Kreis, 
der  die  drei  Seiten  tanyirt>  so  werden  die  Seamente  j  weiene  amrem 
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Wir  mftssen  aber  diese  lese  Form ,  welche  die  Geometrie 
'angenommen  hat,  genau  anfuhren,  da  diese  gerade  den  un- 
geheuere Unterschied  ausmacht,  der  zwischen  den  Werken 
des  17ten  nnd  denen  des  löten  Jahrhunderts  stattfindet  und 
Woraus  die  bedeutenden  Fortschritte  entsprangen,  weiche  die 
Wissenschaft  seitdem  gemacht  hat. 

Die  Geometrie  im  Laufe  des  löten  Jahrhunderts  unter- 
scheidet sich  in  Einer  Hinsicht  wesentlich  von  der  der  Grie- 
chen, nämlich  darin,  dass  sie  nur  mit  numerischen  Datis 
operirt,  so  wie  wir  schon  hei  unsrer  Analjse  der  Werke 
les  Lucas  de  Bargo  gesagt  haben.  Es  war  dieses  eine  na* 
Arliehe  Folge  von  der  innigen  Vereinigung  dieser  Wissen- 
lehaft  mit  der  Algebra,  eine  Vereinigung,  die  nur  bei  nume- 
rischen Datis  möglich  war;  denn  die  Algebra  war  damals  nur 
Birne  höhere,  ausschliesslich  numerische  Arithmetik,  welche 
sien  Ton  der  gewöhnlichen  Arithmetik  wesentlich  nur  durch 
den  Gebrauch  der  Regel  Ton  den  Zeichen  und  durch  den 
Mechanismus  der  Gleichungen  unterschied;  sie  war  nicht  eine 
Wissenschaft  der  abstracten  Symbole,  wie  Vie  ta  sie  unter 
dem  Namen  Logistica  spectosa  darstellt.  Die  Operationen 
wnd  die  Kunstgriffe  des  Calculs,  welche  die  Beweise  verein- 
fachten nnd  welche  die  Ton  allen  griechischen  Geomctem  Aus- 
schliesslich gebrauchten  geometrischen  Betrachtungen  ersetz- 
ten ,  waren  also  im  16ten  Jahrhnudert  nur  möglich ,  wenn  die 
Geometrie  an  numerischen  Beispielen  gebildet  wurde«  Dieses 
int  bis  auf  Vieta  geschehen,  wie  man  es  in  allen  Werken 
dieser  Periode  sieht,  die  fur  die  Geschichte  der  Wissenschaft 
eine  der  merkwürdigsten  ist.  Man  sieht  aber,  dass  anf  diese 
Weise  die  Geometrie  die  Reinheit  der  Form,  so  wie  anch  den 
Charakter  der  AJIgemeinheit  nnd  Abstraction  verloren  hat, 
an  die  sich  die  Alten  anschlössen  nnd  welche  dieser  Wissen- 
schaft amugehören  schienen.  Und  wenn  dieses  in  einer  Hin- 
sicht reelle  Vortheile  hatte,  so  hatte  es  auch  in  andrer  Hin- 
sicht sehr  üble  Folgen,  da  einer  Seits  der  Geist,  der  mit 
Zahlen  operirte,  die  Objecte,  welche  sie  darstellten,  ans  den 
Angen  verlor,  nnd  weil  man  andrer  Seits  bei  der  Ausführung 
der  Rechnung  den  Gang  nnd  den  Faden  des  Raisonnements 
▼erlor.  Auch  sind  die  geometrischen  Beweise  in  den  Werken 
des  löten  Jahrhunderts  sehr  schwierig  zn  lesen. 

Die  Geometrie  der  Griechen  erlitt  also  eine  wirkliche 
Verschlechterung,  aber  eine  sehr  glückliche  Verschlechterung, 
weil  sie  Vieta  in  diesem  Znstand  erhalten  musste,  um  seine 
grosse  Idee  der  Bnchstabenalgebra  darauf  anzuwenden  nnd  ihr 
so  ihre  ganze  ursprüngliche  Reinheit  nnd  Abstraction  wieder- 
sogeben,  während  sie  nichts  desto  weniger  alle  Vortheile, 
die  sie    durch    den  Calcul    überkommen  konnte,    beibehielt. 

Ctorh.  der  Gtomu  41 


Aber  es  ist  sehr  merkwtrdig,  dassman,  am  n  di 
sen  Resultat,    zu  dieser   Verrollkommaaafç  der 
Geometrie  su  gelangen,  durch  diesen  Zustand  der 
ternng  gehen  mnsste ,  der  dieser  Wissenschaft  ihrem  Chiron 
der  Abstraction  und  Allgemeinheit  ranbte  and  sie 
concreter  nnd  nnmerischer  Operationen  herabsteigen  ü*»*. 

Diese  Betrachtungen  können  ans  das  lôie  nai  Na 
Jahrhundert  als  solche  betrachten  lassen ,  welche  ia  der  fi* 
schichte  der  Geometrie  eine  Epoche  der  Yarbereitaag  aal 
Uebergangs  heseiehnen,  worin  sich  die  aeae  Form,  m 
die  Mathematik  angenommen  hat,  heraasarbeitaie;  aad  sa 
missen  hinzufügen ,  daas  die  lader  aad  Araber  eiaca 
Theil  an  dieser  Umformung  nnd  Venrellkemauiaag 
weil  sich  der  Keim  dayoa  in  ihrem  Priaeip  der  Aat 
der  Algebra  auf  die  Geometrie  findet,  welchen  aie 
ihren  Arbeiten  vieler  Jahrhunderte  entwickelt 


u  g  &  t  z  e* 


Seite    90. 

Büro  Ton  Alexandrie!!,  ein  Schüler  de«  berühmten  Mechaniker«  Cte- 
sbmMos,  nnd  selbst  berühmt  durch  sein  Werk  Aber  Pneumatik   and 
«durch  verschiedene  andre  mechanische  Erfindungen ,  um  deren  willen 
mir  In  dem  achten  Bach  der  mathematischen  Sammlangen  von  Pappas 
erwähnt  wird,  war  auch  In  der  Geometrie  ausgeseichnet.    Eutocius 
Sutt  ans  seine  Auflösung  des  Problems  von  den  beiden  mittlem  Pro- 
portionalen aufbewahrt  und  hat  aas  dem  einen  seiner  Werke,  ntol 
fUTQtxùiy,   die  arithmetische  Regel  für  die  Ausstellung  der  Qnadrat- 
^mrnel  aus  einer  Zahl  entlehnt.    Proclos  citirt  Ihn  als  den  Verfasser 
neuer  Beweise  für  verschiedene  Sitze  der  Elemente,  wo  er  nur  drei 
Axiome  Euclid's  sulasst1);    nnd  Gregor  von  Nasians  (J.  328— 399) 
erhebt  ihn  na  dem  Bang   der   grdssten  Geometer  des  AJterthums. 
{Oratio  10.) 

Die  Werke  des  Hero  waren  sahireich,  sie  sind  aber  grftssten 
Theib  entweder  nicht  auf  ans  gekommen,  oder  sie  sind  unedirt  ge- 
■Hieben.  Von  denen,  welche  sich  spedell  aof  Geometrie  besiehe«, 
sind  nor  swei  dbersetst  und  veröffentlicht.  Das  erste,  von  dem  die 
Seechlchtschreiber  der  Mathematik,  loh  weiss  nicht  weshalb,  nicht 
gesprochen  haben,  haben  wir  dem  Dasypodins  an  verdanken.  Es 
mit  sum  Titel  :  Nomenclature*  poembuiorum  feometricorum.  *)  Es 
Int  eine  Reihe  von  Dentitionen  verschiedener  Materien,  die  den  Ge- 
genstand der  Geometrie  aasmachen.  Diese  Definitionen  sind  von 
Gommeatarien  und  Entwickelangen  begleitet,  die  Mit  Klarheit  dar- 
gestellt sind.1) 


1)  Cvmmemtmriuê  ta  BmcUdim,  Hb*  tertiat. 

2)  Bnclidis  BUmemtOTÊtm  Über  primn*.  lfm  BertmU  JhxmmJrim 
èmtm  euatJmm  Geometrie*  mmtem  mmmptmm  etftm,  ftMV«  et  hrtime,  per' Com- 
emdmm  Dmeypoéimm.  Argeatiaae  1171 ,  la  8.  —  Ormtio  C.  DmsypoJii  de 
eüeeiptime  mmtkemmtieie.  Bjasdeai  Heremie  jÊlmxmmdrimi  Nomemeimtmtee  «ocm- 
aaaWwm  /reometrieormm  trmutlmtio.  m^m»dem  Lerieem  mmthemmtiemm ,  «r  «Y- 
mereU  eottectmn  mmtifriê  •ertpii:     Argeat.  1170,  in  3. 

3)  Fabridnt  {BiU.  grmeem ,  üb.  3 ,  cap.  24)  «ad  ■•ilbroaaer  {Hut. 
Btmtkeeeoe,  p.  308)  fchmben  diètes  Werk  de»  jaugera  Hero  sa,  der  im 
7tcn  Jahrhendtrt  aatrer  Zeitrechauag  sa  Coattaatiaop«!  lebt«.  Berasrdia 
Balrfi  rerhaet  et,  to  wie  Dasypodia«,  sa  de*  Werke«  des  älter«  Her«. 
3.    Cronica  de*  mmtematici ,     p,  SS. 
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In  »einer  Vorrede  liindtgt  Iiasypoilinn  i 
Andre  Werke  von  Hero  besitze,  die  er  sich 
k*nut  eh  aiiaclicn.  IIa*  eine,  WtfcfcM  er  Jio>ii^h  nr'mt. 
zweite  von  den  »uf  uns  gekommenen  geometrischen  V" 
Btto.  E*  '*'  una  aber  mt  seit  einigen  Jahren  h'kjnul 
danken  es  dem  gelehrte«  Professor  su  Bologna,  j.  a.  V 
es  ins  Italienische  fihcrseUt  lui,  unter  des»  Tatel  11 
welcher  dem  Titel  des  grieealacbcn  Teiles  .-ii{A  JrnitJ«[ 
und  es  uckau.nl  gnjjucM  hat  in  seinen  Co«  me  uterina  »nr 
und  Theorie  der  Optik.  <)  Dieses  Werk  ist  ciiae  Bekau 
Geodüsie,  woran  sieb,  mit  HiHfe  «ihm  van  den  Allan 
nannten  Instruments,  eine  Menée  von  Aufgaben  »u*  dei 
Geometrie  graphisch  aufi-elü"!  find«. 

Diese*  Werk  Ist  dea  Nukoj  Ilero  «finira;;  es  int  em 
Iienkni  it  ilcr  grlenkllcheo  Grumctrie  und  mue«  seine  SU 
DM*  den  Werken  des  Kiiclid,  Archlmede*  und  Apolhanftu 
Es  füllt  eine  Locke  ans ,  die  sich  in  den  auf  uns  KCkoaMeai 
teil  des  Altertliums  findet.  Denn  da  die  Allen  ■' 
msu  Gfoitätie  die  praktische  Gcouaftric  von  der  eicmO.: 
nannten  Geometrie  unterschieden  s> ,  so  mnseteu  sie  ùker  <> 
ili-ie  besmiders  * ch roi ben  (  aus  der  Schule  cd  Alexandra« 
Nichts  Üoer  diesen  Tlieil  der  Geometrie  anC  Uns  Eekociai'a. 
Wir  kennen  nur  das  Werk  ailier  Geodäsie  von  Bern  dem 
dar  beinahe  acht  Jahrhundert»  »pikier  als  der  altere  Der«  fa 
diesen  Werk,  welobos  sich  auf  die  einteilten  I 
Beweise,   reduuirt,    verdient   nicht   an   der   [jelt. 

Werke  der  Griechen  xu  stehen.     Dar  wichtige  satjt.  den  

bemerkte,  war  die  Formel  für  die  Flache  des  Drca'ctks,  afc  h' 
der  drei  Ketten.  Es  war  das  élimine  griechische  Werk,  In  < 
skia  diese  Formel  fand,  die  in  Europa  seit  dean  13ten  JaArktai 
verhreltet  war  uiad  die  arabischen  Ursprungs  xu  »ein  »eU 
findet  sich  aber  auch  in  dem  Werke  des  »Item  llern 
ciian  sehr  élevante  geo  ine  tri*  che  Constrnctioii  kewl 
Kcheinlicb  hat  der  jüngere  Hero  sie  hieriax  eutiiom 
tirt  ort  die  Werke  seiuos  .Saanensvcr wandten.  nO  « 
anedes.  und  ausserdem  wiililt  er,  bei  der  numeriicl 
dieser  Formel,  die  Zahlen  13,  14  und  \h  eu  den  Sa 
eck«,  welche  cenau  dieselben  sind,  als  hei  Boro  dem 
Diese  drei  Zahlen  und  die  in  Hede  stel.eatde  ta 
auf  1i  in  der  Geoanolrie  der  Inder  und  In  der  der  Ai 
bei  ilrti  I. Lateinern,  so  wio  wir  es  angeführt  haben 
den  Werken  des  RmliincgiijiU  "prachen. 

Da  das  Werk  iiher  GeodiUle  von  dem  iUterrt  tler»  wenig 
et,  so  wollen  wir  mehre  Aufgaben  anfuhren ,   die  sich  darin 


3)  »*«■  WA,   4$gH  a!,„ü  r  ,!„■  jNrerCi 

i)   Àpptudire  fnlenee  "'  «/(in  0  Jlsbamna« 

5)  SI    «•'*)    in  Sw  ttifttttt  tofnrn   Cnnirttia  ■ 
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»Ist  de«  Instruments,  das  er  Diopter  nennt,  aufgelöst  linden«  Sie 
Aren  das  kennen,  was  dfe  Geodäsie  oder  praktische  Geometrie  bei 
es  Griechen  ausmachte,  and  lassen  ans  bedauern,  dass  der  Origi- 
altext  des  Werks  von  Hero  und  andre  UeberseUangen ,  als  dl«  T»n 
«uteri,  noch  nicht  erschienen  sind,  *} 

1)  Den  Unterschied  der  Höhe  zweier,  gegenseitig  nicht  sicht- 
barer, Punkte  su  messen. 

2)  Eine  gerade  Linie  «wischen  zwei,  gegenseitig  nicht  sicht- 
baren, Punkten  eu  ziehen. 

8)  Die  Entfernung  des  Orts,  In  dem  man  sich  befindet,  you 
einein  entfernten  Punkt  nn  finden,  au  dem  man  nicht  kom- 
men kann. 

4)  Die  Breite  eines  Flossen,  den  man  nicht  fiberschreiten  kann, 
au  messen. 

5)  Die  Entfernung  zwischen  zwei  entfernten  Punkten  zu 
messen. 

8)  Von  einem  gegebenen  Punkt  ein  Perpendikel  auf  eine  Ce- 
rade  zu  fällen,  zu  der  man  nicht  kommen  kann. 

7)  Die  Höhe  eines  nicht  zugänglichen  Punkts  zu  messen. 

8)  Den  Höhenunterschied  zweier  unzugänglichen  Punkte  zu 
messen. 

t)  Die  Tiefe  einer  Grobe  zu  meazen. 

10)  Einen  Berg  zu  fibersteigen,  Indem  man  eine  gerade  Linie 
▼erfolgt,  welche  zwei  gegebene  Ponkte  zu  beiden  Seiten 
dee  Bergs  verbindet. 

11)  Durch  einen  Berg  einen  Bronnen  zu  graben,  der  In  eine 
bestimmte  unterirdische  Vertiefung  ausmündet. 

12)  Den  Umriss  eines  Ufers  zu  zeichnen. 

13)  Dem  «Terrain  die  Gestalt  einen  bestimmten  Kugelsegments 
zn  geben. 

14)  Dem  Terrain  eine  bestimmte  Abschüssigkeit  zu  geben. 

15)  Ein  Feld  zu  messen,  ohne  hineinzogeben. 

16)  Dasselbe  in  gegebene  Thcile  zu  theilen,  durch  Gerade,  die 
von  Einem  Punkte  ausgehen. 

17)  Ein  Dreieck  und  ein  Trapez  nach  einem  gegebenen  Verhält- 
nis» zu  theilen. 


6)  Ventnri  rennt  drei  Bibliotheken ,  welche  das  Werk  des  Hero  be- 
ten; diese  sind  die  au  Pari»,  Strasburg  und  Wien;  das  Bxemplar  in  der 
rtem  tat  unvollständig,  ea  ist  aber  daa  einzige,  welches  die  Bibliographen 
ffitbren;  man  hat  es,  nach  Lambecius,  Air  ein  Werk  Aber  Dioptrik  gè- 
re*. —  (S.  Fabricius,  Biet,  grueca,  lib.  1,  cap.  24*  —  Heilbronner, 
4.  mttth.y  p.  282.) 

Tentnri  hat   eine  Copie   des  Kxentplars  in   der  honjgl.  Bibliothek  ,    das 
s.   des»  von  (Strasburg  verglichen  ward«,  obersetst.     Das  letztere  ist  wahr*, 
«inlach   das  Haemplar,    welches  Datypodins    besessen  hat.      Was  ist  aber 
i  den  andern  Werken  von  Hero  geworden,  die  dieser  Geometer  ebenfalls 
«•soa  hat? 

Conrad  Gcsner  sagt  in  seiner  BiNiotkec*  nmivmrtaH*  (sine  cwfmVgae 
m' aas  ttriptormm  locwphlisêimm»  im  trièmë  h'nfrtis  Imiimm ,  grmrrm  et  hebniem. 
pari  154S,  fol.),  dass  der  berühmte  Diego  liartado  de  Mendoxa,  dem 
ropa  eine  grosse  Anzahl  griechischer  Mannacripte  verdankt,  mehre  von 
ro  gehabt  habe  <».  fol.  31 9>-  Diene  befinden  sieh  ohne  Zweifel  in  «1er 
>liolhek  des  Ksrurial,  uohin  die  «crthiolle  Sammlung  des  Mendoia  ge- 
nmen  igt. 


[ 


«rill  und    i 
Un 


•u**|irtclit  : 
■    auf  iirti  « 


der  U>  ciäubm)  i 


mUrliiitr/immi  unJ  auf irr  I'iiTiN»*!*,  Trtcki  (Ma  li  i  i  I 
(rJ  al*  jtnt  nuigtkt,  Vt'U.Ki  n>JU(rairf ,  <M«  itniw  )  -  I  ■  » 
tJt-ft'n  ScItHM  lit  ir^rnW  *1**M  Pniil  4«-  XtaM  «ter  ji^r  le 
«0  i*(  <U<  Aiintf  orftr  fliftrrns  «Vf  ¥Hà\rn  rr-ttu  lui  iti  d 
■fr/n  nYif«>n  UrtitC*.  (S.  Mrewfrr»  ■>  ïU 
J»»W»,  17190 


i  in  der  neuem  Croeeetrta  eefcr  kekamt  md  la  (.«w  ■ 
dre*  int,  al>  du  erat«,  wir  naler  einer  Mfcr  v*nc*tahvM 
epracke,  namlick:  lira*  iwrï  x*u*nBavra*f«Mtr»alr  vttn  «■ 
r/illrtt»»riimmt  «nJ  .lie  Blmfemmtt,  ntlckr  M  Hrw  fwai 
(if lr«  ftMItl  afiritkl ,  H*f  irtrnd  rieur  avrweV  N  ■  fi 
»-er-nVi«,  m  i.(  4i>  fYo>tW(oa  <Vr  Mage— te  ««rira  aW  f»m 
Mfftrttn  dtr  Pru/rrtiimrn  der  »rûi™  Sri*«.  (».  #V~  t  «fa 
rrlir  Mécattùpi* ,   lu  *,    16*7,    p.   IM-) 


Seit«  M-     S    3 

Zu  den  Ueaartern,    wekhe,    VIrl»  I 
tien    der   *|iliarl>cscn   Dr 
rrclincn,   welcher    lu    >eUrr  Tiicnau» n 
(ruber.    ■!•  die  do  »nellim]    MB*    »a«  rtctprmkt  t 
Uitmrt  UeOBeter    liai  aber  Harter  dlraaai  Wort  41e>  lier  * 
Dreiecke  tereUnden,     die    dnirk    I 
Pole    die   drei  Etckrltel   d»    t'**s« 

rnJrrn  ein«*  seurKeneu  Urriarht  i 
•  aiici  du  de«  Mirilla»  aeweiM*. 
■  Werk   Aber  1 


«edrftntf,    eatkah    aller    . 
Ab*  der  Vorrede   eieki  au,   da.,   efc*   der  Ter 
mefri*r*e«  Jna/yi/   der  AUra    WwUliitK,    «aj 
Titel    un*    *ou    Pappo*   «hcrltefrrt    »lad, 
M«t,     da»     er    NM    die*ea»    kWm    Werk     awr    ' 

"Hrlli  Prek*   kefere,    ai*   «M   fj  II  |J„   I 
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Seite  64.     $.  14. 

Fermât  hat  über  die  Oerter  auf  der  Oberfläche  geschrieben. 
Mersenne  sagt  es  mit  diesen  Worten  :  Omitto  locos  ad  superfl- 
i,  cujus  isagogem  vir  idem  CL  (Fermatius)  amicis  communem 
fêcUy  et  alia  quae  utinam  ab  eo  tantum  impetremus.  (S.  Unir  er- 
mm  Geometriae  mixtaeque  matheinaticae  synopsis,  in  4.,  1644. 
*  888.) 

Seite  78.    §27. 

Wir  haben  gesagt,  dass  Desargnes  die  Aufgabe  vorgelegt  hatte, 
•{nen  Kegel  mit  elliptischer,  hyperbolischer  oder  parabolischer  Basis 
te  einem  Kreise  zu  schneiden,  nnd  dass  Descartes  davon  eine  Lö- 
emng  gegeben  hat,  die  sich  auf  die  Principien  seiner  analytischen 
Geometrie  stützt.  Wir  hatten  hinzufügen  sollen,  dass  auch  Desar- 
gnes dieses  Problem  gelöst  hat,  und  zwar  vermittelst  einer  graphi- 
schen Construction.  7)  Wir  sehen  dies  aus  der  Vorrede  zur  Syn- 
opsis universae  Geometriae  von  Mersenne.  Desargues  führt  dieses 
Problem  auf  die  Aufsuchung  der  Hauptaxc  eines  Kegels  zurück,  d.  b. 
derjenigen,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  eine  auf  ihr  senk- 
rechte Kbene  den  Kegel  in  einer  Ellipse  schneidet,  deren  Mittelpunkt 
|a  dieser  Aza  liegt.  Er  construirte  diese  Axe,  indem  er  zwei  Linien 
•■wandte,  von  denen  er  beliebig  viele  Punke  bestimmte.  Mersenne 
sagt  nicht,  welche  diese  Linien  waren;  wahrscheinlich  waren  es  die 
Kegelschnitte. 

Nachdem  er  die  Kreisschnitte  des  Kegels  bestimmt  hat ,  bedient 
aieh  Desargnes  derselben,  nm  verschiedene  andre  Probleme  aufzu- 
10*en,  so  wie  z.  B.  den  Kegel  in  einem  Kegelschnitt  zu  schneiden, 
der  einem  gegebenen  Kegelschnitt  ähnlich  ist,  oder  welcher  der  Be- 
dingung genügt,  dass  der  grösste  Winkel,  den  zwei  conjugfrte 
Durchmesser  mit  einander  bilden,  eine  gegebene  Grösse  hat. 

Desargues  löste  noch  dieses  Problem,  welches  Mersenne  das  all- 
gemeinste nennt,  das  man  sich  über  diesen  Gegenstand  vorlegen 
kann: 

Wenn  ein  Kegel  mit  elliptischer ,  \parabolischer  oder  hyper-» 
hotischer  Basis  und  eine  schneidende  Ebene  gegeben  sind,  ohne 
Construction  der  Schnittcurre  des  Kegels  mit  dieser  Ebene  ihre 
conjugirten  Durchmesser  zu  bestimmen ,  welche  mit  einander  einen 
Winkel  von  gegebener  Grösse  bilden ,  so  trie  auch  ihre  Tangenten, 
ihre  Ordinalen,  ihre  Parameter  und  die  andern  hauptsächlichsten 
JAnien  dieser  Curve. 

Desargues  erwähnt  selbst  eines  Problems  von  dieser  Art,  am 
Knde  seines  Buchs  über  die  Perspective,  welches  in  dem  Werk  über 


7}  Arehimedes  bat  dieses  Problem  für  den  Fall  griffst ,  dass  der  Schei- 
tel des  Kegels  in  einer  Ebene  liegt,  die  durch  einen  Hauptilurrhmesser  des 
Kegelschnitts  gebt  und  senkrecht  auf  «einer  Kbene  steht >  was  man  aus  den 
Sauen  8  und  0  seines  Buchs  über  Sphüroide  nnd  Comoid?  sieht. 

Diese  Säue  «eigen  auch,  dass  Arrhimedas,  schon  vor  Apollonius,  den 
•cbiefen  Kegel  mit  kreisförmiger  Basis  betrachtet  hat;  dennoch  ist  aber 
Apollonius  der  erste,  der  die  Theorie  der  Kegelschnitte  auf  dem  schiefen 
Kegel  untersucht  hat. 


ï)    HVnn   swrl   rbme  f lia*  ri   aatf   ri»  *U< 
«inj,    dm    arUtr»    ebenen    »  tnkit   nnd  die  bride» 
trinket  s«  finden; 

H  Van  fin  aftcWr   Winkel  und  sttri 
»Inj,   Wie   beiden   ander  a   ebenen   H'iaAri  *md  de.i  drittem 
I   finden; 
4i    1IV-,..  .fi«  drr.  fUrlf au-lniW  •vfY>r»  .««J,  AU  * 
VMM  m  /UJra- 

Mfneiinr  tiigl  himtg,  d  M»  Dr*  areoi 
Wiukrl  bildet,    !..  welraea.    «■   .i*wu   s 
Kiarl.emviul.rl     .le»    mien    *ln4,    oud 
'Ho   mr  ProUIrma  auf  »wei  rrdti-irL 

Ilir.c«  W ,  w ir  mu  *iaM .  a*r  ». . . 
kal,    weither  rlnn   tmnajrmmtdreu  [krrtéck   a*r 
mciria    MtaarfeM,    wrle*a»  Mailla*.  «•■■>«■  Jura 
Werk  ii'.'r  Tntiunniirii.r  n.-jf<i  n    hau«,     la  lu«    i 
hldaa  bilden    nie  fini 

(rie.  K.  1*1  il»),  wm  man  *riUiai  4m  bû*«Mt  #*r  in*m 
raiaidc  caniuiut  hat.  &i«  a»aca«n  Hnmnl(  ri«  tvaptial  . 
liandluiiBcn  dar  hcuhrribriulm  Gruau-trir  au*  ua*t  hci d*m 
dru  Miwriidiinsm  dieser  Wl*'***caall  ggaan-i 
balai  Helmut  der  Htclnf.  [M.  Trait*  *  liemmrlrtr 
llmiirii,-    m.d    du  Me   Util    ».<■    l.uu  Hu*    «a« 

foiyli-cAuiqtif.) 


Bett«  *"    ü  ï" 


'•l«M«  Cru.  Ha« 


dm,  m  «raartdV»  <irA  rfir  Ebenen 

ta  ritr  Geraden ,  die  ta  rtear  JE*«m  Urfrs.    ITV-it*  «laa  m 

WToJtrtirtê ,  Art.  Mï.) 

Diaaei  Tkaorca  kam  Mr  felf**»  Art  * 
Itrnm   rem   airrf  Tetrmtdern   die  jtrArifat    i 
«m,    nrleke  d-r  tirnrrittrirr*   it*rr 
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Seite  9S. 

In  den  Briefen  von  Descartes  findet  man  viele  Stellen,  die  sich 
if  Geometrie  beziehen.  Der  Band  seiner  Ojmscuia  posthuma 
tmst.  1701,  in  40  enthält  auch  einige  Stücke  der  Geometrie.  Es 
t  zu  bedauern ,  das»  man  noch  nicht  daran  gedacht  hat ,  alle  diese 
»rstreuten  Stellen  zu  sammeln  und  sie  in  die  zahlreichen  Ausgaben, 
e  man  von  der  Geometrie  des  Descartes  veranstaltet  hat,  mit 
ifzunehmen. 

Wir  begnügen  uns  hier  In  seinen  Briefen  eine  besondre  Methode 
îzumerkeu,  welche  dieser  berühmte  Philosoph  für  die  Auflösung 
ne  s  Problems  ausgedacht  hat,  das  damals  von  ihm  und  von  seinen 
eitgenossen  Fermât,  Rober  val  und  Pascal  vielfach  behandelt  wurde; 
i  ist  dieses  das  Problem  von  der  Tangente  der  Cycloide.  Diese 
iethode,  die  damals  sehr  berühmt  wurde,  war  ausserordentlich  cin- 
i€h  und  passte,  wie  es  Descartes  sehr  wohl  gesehen  hat,  für  die 
»rkürzten  und  verlängerten  Cycloiden  und  selbst  för  alle  Arten  von 
adlinien,  die  durch  einen  Punkt  der  Ebene  irgend  einer  Corvo,  die 
if  einer  andern  festen  Curve  rollt,  beschrieben  werden.  Sie  bé- 
ent darin,  die  beiden  Curven  als  zwei  Polygone  von  uneudlich 
lelen  Seiten  zu  betrachten.  Diese  Polygone  haben  eine  Berührung 
i  einer  gemeinschaftlichen  Seite  und  haben  folglich  in  jedem  Ausen- 
Ick  zwei  gemeinschaftliche  Scheitel;  während  einer  unendlich  klei- 
m  Bewegung  dreht  sich  das  erste  Polygon  um  den  einen  dieser 
riden  Scheitel,  der  fest  bleibt,  der  beschreibende  Punkt  erzeugt 
eo  einen  Kreisbogen,  dessen  Mittelpunkt  in  dem  festen  Scheitel 
igt  ;  die  Normale  dieses  Kreisbogens ,  welcher  das  Element  der  be- 
triebenen Radliuie  ist,  geht  also  durch  diesen  Scheitel. 

Diese  Methode,  welche  sich  von  allen  andern  Methoden  för  die 
imstruetion  der  Tangenten  wesentlich  unterscheidet,  Ist,  wegen  ih- 
re ausserordentlichen  Einfachheit,  seitdem  beständig  angewandt  wor- 
nm.  Aber  ohne  Zweifel  gerade  weil  sie  so  einfach  war ,  so  hat  sie 
ofct  die  gehörige  Aufmerksamkeit  der  Geometer  auf  sich  gezogen  % 
este  machten  nur  bei  dieser  Aufgabe  selbst  von  ihr  Gebrauch,  indem 
e  eich  einzig  damit  begnügten,  sie  auf  die  sphärischen  Epicycloiden 
Bsuiudehnen.  Indem  wir  das  erkannten,  was  diese  Methode  Unter« 
leidendes  und  Eigenthümliohes  in  Vergleich  mit  den  andern  Losun- 
»n  des  Tangentenproblems  hat,  so  lag  es  sehr  nahe  an  untersuchen, 
i  daa  Princip,  auf  dem  sie  bernht,  nicht  einer  Verallgemeinerung 
Jiig  wäre ,  die  sie  anch  auf  jede  andre  Aufgabe  anwendbar  macht« 

Folgendes  Theorem  scheint  ans  die  Verallgemeinerung  des  von 
encartes  zu  liefern: 

Wenn  eine  ebene  Figur  eène  unendlich  kleine  Betreuung  in 
irer  Ebene  erfährt ,  so  giebt  es  immer  einen' Punkt,  der  während 
fezer  Bewegung  fest  bleibt. 

Die  Geraden ,  welche  durch  die  verschiedenen  Punkte  der  Ff- 
*r,  senkrecht  auf  die  Trajectorie,  die  sie  während  der  unendlich 
leinen  Bewegung  beschreiben,  gezogen  werden,  gehen  alle  durch 
lesen  festen  Punkt. 

Wenn  ein  Punkt  einer  Figur,  die  sich  In  ihrer  Ebene  bewect, 
Ine  Curve  beschreibt ,  und  man  will  durch  den  beschreibenden  Punkt 
Ine  normale  ziehen,  so  Ist  es  nach  diesem  Theorem  hinreichend, 
len  Punkt  zu  bestimmen ,  welcher  in  dem  Augenblick  der  Bewegung, 
vo  der  beschreibende  Punkt  die  In  Betracht  kommende  Stellung  ein- 
limmt ,  fest  bleibt.  Dieser  Punkt  wird  sich  durch  die  verschiedenen 
tedtagungen  der  Beweguug  der  Figur  bestimmen  lassen. 


Wann  nun  ii  (!.  'lie  Bewegung  tfvfdcr  Pnnite  der  Ftear  fc 
in  wird  m ii h   *B1     i  *. i  rinukn  an  die  Certes,  «il- 

clie  sie  dun-hluiileii.    ziehen    11*4    J'r    l'nr.  ],-,  lim[Up«jikt    élu«  Ht. 

;:  me  Punkt  »ein. 
Es  bewege  &ich  etwa  eine  Gerade    van  gegrbener  Linie  auf  a* 
Art,  d*«s  ihre  beiden  Ëtidr-unkic  tm|   rc-ie  Qumèt    !    . 

:..:-...   lia?-   jeder  Punkt   der  Gcr;:  ,ir  p»-. 

icrhalb   der  Geraden    ■■ 
verbunden  Lat,  ein«  Ellipse  beschreibt,    i'm  die  Narwal«    i 

ïii   bestimmen,    uird    ma»    Mciruittlcn    auf    die    beiden    renie«  Gtn*n 

durch  die  KmJ| kte 

Normalen   werden  sich  in    einem  Punkte  ach neiden ,  duce  da  *» 
g*MCbte  Normale  gebt. 

nuj  der  beweglichen  Figur  kann  noch  durrh  (emaa 
denc  un  il  n-  lied  iugun  gen  geregelt  werden,  welche  ebenfalls  gnUIna 
den  fr« all cli eu  Punkt  «ehr  leicht  '/-n  hestiiu 

K~  werde  r..  II.   die  Concholde  ■  ■■  grea  cloea  fadl 

r  Geraden  beschrieben ,  deren  Endpunkt  clae  feste  Gerade  der» 
läuft,  wahrend  die  bewegliche  Gerade  >teU  durch  tun  lenirn  PeaU 
geht.  Wenn  man  die  bewegliche  Gerade  in  einer  ihrer  Lag«  »v 
trachtet,  so  fülle  insu  auf  sie  durch  den  festen  Punkt  ein  fin— ■" 
kel   und   lege   durch    dessen  Eud[innkl    i 

Gerdde:    denn   Wird    der   ]n  Uaace-    beiden  Pbttb- 

dikd    der   gesuchte   Punkt  sein,    durch   den   die    Normale  der  (*•* 
Chol  de  geht. 

Wir  wollen  hier  nicht  alle  andern  verschiedenen  ttediannaa 
der  Bewegung  der  beweglichen  Figur  durchgehen,  ttr  wetea*  aa» 
den  in  Heile  Stakenden  Tunkt  hcatiuimrli  kann,  am*  nullt»  *J 
■lob)  Ulla  Curren  aufrühren,  nu  welche  es ,  durch  dleaea  Minai,  ItuU 
nein  würde,  die  Tangenten  nu  ziehen. 

Das  Vorhergehende  genügt,  au  zeigen,  dase  da*  von  na*  M- 
geapraohene  Theorem  eine  Vera  Neei»  eine  rntig  der  Ton  Dcicarhts  eM 
die  Tangente  an  der  Gycloide  gegelicnen  Idee  is( ,  und  da»«  r»  nie 
wirkliche  Taugeuieumeihode  susmarlit,  welche  von  allen  andere  aal 
seihst  von  der  des  Roherval  verschieden  iat,  obgleich  dies«  wie  jeal 
nur  netrachtungeii  der  Bewegung  beruht.  Mau  bemerkt  aber,  •>'•' 
aneh  diese  kii  leichte  Methede,  eben  «o  wie  die  des  Hnherral,  M 
ihren  Anwendungen  stehst!  bleibt,  weil  *ie  vorttiissctat ■  da*»  au 
die  geometrischen  Bedingungen  der  Bewegung  elaci 
v e rinde rlie her  Form,  zu  welcher  der  beschreibende!  Pnnl 
kennt.  Sic  Hast  eich  jedoch  auf  eine  grosse  Anzahl  von  beantrfem 
Curveti  und  auf  ganze  Familien  von  Curven  anwenden. 

Hie  Auwecliniïci am  Theorem«   beschränken    »ich   aftat  anf 

die  einfache  Geometrie,   sondern   es   kann   auch    In  der  Mnaanik  '■* 

der  Berechnung  der  lebendigen  Kräfte,  von  Nutzen  »ein;  denn  e«  *d(l 

daraus,    dass   die   lebendigen  Kräfte   der   verachledeiwo  Punkt*  eiaer 

beweglichen  Figur  proportional  sind  deu  fJuBdra-ten  der  i:mfniaio* 

dieser  Punkte  von  demjeuigen,   welcher  während 

indem  man  die  Bewegung  betrachtet,    fcal   bleibt  ;    wenn   alw  '*•" 

Punkt  bestimmt   ist,    -o    genügt    es,    die    lebendige   Kl 

andern  Punkt»   der  Figur    KU    kennen,      Paneel el  berichtet  tie>,  ea*» 

er  einen   solchen  Gebrauch   von   diesem  Theorem    bei    mehr»  F  rat™ 

«lier  Sla-iliineu    siemaclit   habe,    wo   mau    bisher    keine   geosj*"t»h* 

Methode  für  die  Bcchnung  der  lebendigen  lüiilie  geh. 

Wahrend  wir  dieses  in  Rede  »teilende  Theorem  anjwpreeäea.  »*- 
i  wir  dasselbe  vor  einigen  Jalu/cu  (*.  Bullet  m  atnavtTMd  et*  aa»» 
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Seite  «99. 


Nachdem  die  Note  VII,  über  das  Werk  De  lineis  rectis  se  in- 
eittj»  secantibus  statica  construetio  von  J.  Ce  va,  schon  gedruckt 
war     erschien  das  24ste  Heft  des  Journal  de  V école  Polytechnique \ 
worin  sich  eiu  Memoire  von  Coriolis  findet,  betitelt:   Sur  la  Théorie 
desmomens  considérés  comme  analyse  des  rencontres  des  lignes  droites, 
weiches  denselbeu  Zweck  hat,  als  dieses  Werk  von  Ce  va.    Coriolis 
beweist  darin,  durch  die  Theorie  der  Elemente,   mit  wenigen  Wor- 
ten and  ohne  Rechnung  solche  Theoreme,   wie  die  sind,   welche  sich 
hl   der  Theorie  der  Transversalen  von  Caruot  finden;   nur  dass   sie 
hier  eine  grössere  Allgemeinheit  haben.     Man   bemerkt  darin   beson- 
ders einen  Beweis  für  die  doppelte  Erzeugung  eines  Hyperholoids 
mit  Einem  Fach  durch  eine  gerade  Linie. 


Seite  328. 

Nach  dem  Artikel  12  ist  hinzuzufügen: 
12  bis.    Es  folgt  aus  dem  Theorem  12,  dass,  wenn  man  drei 
Systeme  von  zwei  Punkten  A,  A*%  //,  Bl  und  C,  C1  hat,  welche  die 
harmonisch  conjugirten  zu  zwei  festen  Punkten  JE,  F  sind,  dass  die 
sechs  Punkte  A,  Al ,  B,  Bl,  C,  Cl  in  Involution  sind. 

Denn  es  sei  O  der  Mittelpunkt  des  Segments  EF,  so  hat  man: 

OA.OAl=Ü£2;  OB.  OB1  =  OK2;    OC.OC  =  üP. 

Ks  bilden  also  die  sechs  Punkte  Ay  Al9  B,  Bl9  C9  C1  eine  Involu- 
tion (Art.  12).       " 


Seite  422.     Art.  27. 

In  einem  Memoire,  welches  zum  Titel  hat:  Untersuchung,  be- 
treffend die  Frage  nach  einem  Mittelpunkte  nicht  paralleler  Kräfte, 
tat  Mioding,  Doctor  an  der  Universität  zu  Berlin,  ein  merkwürdiges 
Theorem  bewiesen,  •  welches  eine  neue  Eigenschaft  der  beiden  ex- 
centrischen  Kegelschnitte  einer  Oberfläche  des  zweiten  Grades  lie- 
fert.   Es  ist  dieses  Theorem: 

„Wenn  die  Kräfte  eines  Systems  so  angenommen  werden ,  dass 
He  sich  nicht  das  Gleichgewicht  halten  ,  und  trenn  man  sie  um  ihre 
respectiren  Anheftungspunkte  drehen  lässt,  ohne  ihre  gegenseitige 
Neigung  zu  verändern,  so  giebt  es  unendlich  viele  Lagen  des  Systems, 
in  welchen  alle  Kräfte  durch  eine  einzige  Resultante  ersetzt  werden 
können.  Die  Richtung  dieser  Resultante  schneidet  immer  die  Um- 
fange einer  Ellipse  und  einer  Hyperbel ,  welche  in  zwei  auf  einander 
senkrechten  Ebenen  liegen ,  und  welche  eine  solche  Beziehung  zu 
einander  haben ,  dass  die  Brennpunkte  der  einen  mit  den  Scheiteln 
der  andern  zusammenfallen. 

Umgekehrt  kann  jede  Gerade,  welche  einen  Punkt  der  Ellipse 
mit  einem  Punkt  der  Uyperbel  verbindet ,  als  die  Richtung  der  ein- 
zigen Resultante  für  eine  bestimtnte  Lage  des  Systems  betrachtet 
werden."    (8.  Compte  rendu  des  séances  de  l'Académie  de  sciences • 
de  Paris  j  1835,  p.  282;  ond  C  relie  tnath.  Journ.  B.  14.) 

Gesch.  der  Grom.  42 
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K*    handelt    "ich    irai    >lio  CnnutnicUon    de*  SUndtnlinhn,  : 
tnitn  Mck  Miliar  tinter  Ihnen,    wtlchr    action    eeiweeu  af    " 
iMt  La  UlM  lö-i  drei  Fräsen: 

lu   lier   ernten  nimmt  er  7  auf  einander   folgen J* 

«1»  bekannt  on; 
Ki  drr  nweiten ,   4  uni  einander  folçrnd«  Simien  on*  J 

quiuoxlales 
lu  lier  rtrlurn,  3  nul"  rimnder  folgende  Stunden,  dir  A 
ritt»  mol  >i it  Horizontale; 
und  bestimmt  die  andern  Stondenlinien. 

In   dem   ersten  FMI  1er  Stunde«  J 

XII,   1.  U.  m  ufld  IV  bekannt;  daim  1*1 

■i    Be»tï nminne  der  '""'  •"••m  'lies«: 
Itnrcli   einen  PnnU  a  der  LI  il  le  IV  steh*   man  elur  Tri 
parallel  mil  der  Linie  X:   die* 

XI   in   den    Punkten  a,   b,   c,   d,   e;    nnf   dit-n    1 
■nun   zur    andern   .'«eil*    de-    P 

tut'  ,   «tl   rtspeutivp   elriuh   den   :*egmeiilen   na  .     . 
dann  werden  die  Paukte  «r1,  6',  C1,  «■',  e'  XU   den  (Hut  lodern  W»     I 
den  gtliiiren. 

lu  der  'l'ini,  die  beiden  Stmidciirbmeu  X    and  IV   »Odra  «*- 
rechten  Winket,  die  beiden  Btui 

gen  die  Kaene  IV  geneigt  und  loiji.  n  -. .  !  iitmm  beiden  rim  ii      ' 
ju^irte  harwouUche  in  Bezug  Mit  die  beide«  rr-iten  X  M   :  ' 
aas  falgt,   das»   dt«    beiden  Munden  Holen  tll    and  V    rmy 
Bilpievtic  fllnd  in  Scziuc  auf  die  beiden  stunde»  liiüea  X   u    i 
Transversale  trifft  al*i>  dir-e  vier  Linien 

ten;  und  fulelich  wenn   diese  Transversale  nnrallel    ran  dei 
l*f,    «1    werden    die    beiden  Punkte.    In    denen    :■  :■ 

V  trifft,  lileitih  weit  von  dem  cnlferm  sein,  lu  welchem  nia 
IV  trifft.  *) 


8)  r»ic, 


•  gronirtrix-hr  Rewrii ,    den  vir  n*  den  Watle  <ts  Dr  Li 

enilrtn.cn  .    •>■  eben  m  itreng*  ab  knr»  ;  lleianifm-  (rituell  »nmkiii  >»« 

»lj  guu  peni^en,!  ;  and  da  tlifl  in  «Wr  «l.hrnd.  \ mtuhwitgtmrt  tan  titt 

u>4   gut  lu  «In  «html    und  ein*  iltmuitilr*ri<>it  t«  formt,  v. 

tlrh  mr,     nie   gana   •  llßemrin  and  .trence  IU  Uiw.:,tn.       (Ifiar.  ,*>  rst« 

w»  mojf»n  .ig-e ,  P-6J4.I     Wir  utiuen  aber  ••£■>■,    dur    lea 

niniiDi  beinahe  »wei  Seilen  Rechnung  ein  und  i.1  gniu    i...  hl 

kurze  RatttMMêM  de.  Ile  1.*  Hin, 

Wir  trollen  dJewKemerlHna  nickt  Indem  Ori.tr  derb 

der  Na  me  und  die  arbeiten  rirl.nil.r.-'f  ,   trlnt  .Iura 
titiil  dir  langweiligen   und   m  lit«,  oll,  ., 

Awrltnonc  uni  Bnrnadari 

n  d*a  Cci.t. .    der  bd  der  vertkaaaav  ■htm  VraeM  » 

aie,  einer  Seil*  ,    aia  awl dft i üMckai  BaiapM  i «■■  taj 

che  h»ungdcrgm>nirtri.rhe\V,..-  ..,].,       , 

bal;   u. i<l   «eil   da   luHerdfiB  diu  Richtung  »Igt,    »eh 

Studien  Renommer,  haben,    Jmi  omi  njminh  tlan 

>..n   dan-  Wakrberl   in   der  Qtomtttie  und   dir  ./.' 

der  Vrrfllenlinii  dnnl.  dm 

■  ;netai.  welche  tu  illr,,  Kellen  *«i 

'"  rrng*   itree  Rrwai.r  l.rr.ilimi  war;  M  4a  (»*-*.■ 
iirfb  eine«  geanieiriitkra  lk«ri(  H*H  i 


Wir  fuhren  nicht  die  Verfabrongsarten  des  De  La  Htre  für  die 
eiden  andern  Aufgaben  an;  sie  alnd  eben  so  einfach  als  die  erste 
ad  beruhen  auch  auf  Principlen  der  elementaren  -Geenetrie,  weiche 
i  die  Theorie  der  TransTersalen  eingeben« 

Aber  diese  drei  Probleme  geben  so  natürlich  an  einer  Berner- 
«ng  Veranlassung,  dass  Ich  mich  wundre,  das*  sie  iu  den  Wer- 
en,  welche  sie  reproducirt  haben,  nicht  gemacht  ist.  Biese  Bemer- 
ung  bezieht  sich  auf  die  grosse  Anzahl  von  Datis,  welche  De  La 
lire  zur  Construction  der  unbekannten  Stundenlinien  annimmt.  Im 
raten  Fall  nimmt  er  sieben,  im  zweiten  Tier  nnd  nach  die  Aeqoino- 
iailinie,  Ua  dritten  drei  und  ausserdem  noch  die  Aequiaoxialltnie  und 
le  Horizontal  Unie  an;  hierzu  kommt  noch  die  Bedingung,  dass  sie 
nf  einander  folgende  sein  müssen. 

Sind  alle  diese  Data  noth wendig?  Und  welches  ist  die  kleinste 
cimahl  ron  Stundenlinien,  die  zur  Construction  der  andern  hin- 
eichen  f 

Die  Antwort  hierauf  ist,  dasa  drei  beliebige  Stundenlinien  zur 
Bestimmung  aller  andern  genfigen,  wofür  man  eine  durchaus  eben  so 
Infache  Construction  gehen  kann,  als  die  des  Da  La  Hire  für  den 
lall,  dass  sieben  auf  einander  folgende  Stundenlinien  bekannt  sind. 

Folgendes  ist  diese  Construction,  welche  uns  eine  neue  Anwend- 
ung der  Theorie  des  unharmonischen  Verhältnisses  gteht,  auf  das 
rir  schon  an  mehren  Stellen  dieses  Werks  die  Aufmerksamkeit  der 
leemeter  zu  lenken  versucht  haben. 

Es- mögen  a,  e,  e  die  drei  gegebenen  Linien  bezeichnen,  welche 
estimm«nteii,  aber  beliebigen  Stunden  entsprechen,  und  weiche,  wenn 
mn  will,  selbst  Brüche  von  Stunden  sein  können.  Ks  sei  d  die  Li- 
la irgend  einer  vierten  Stunde,  die  man  vermittelst  der  drei  ersten 
onstruiren  will.  Das  anbarmonfeche  Verhältnis*  dieser  vier  Linien 
rhrd  gleich  dem  der  vier  Stundeuebenen  sein,  deren  DnrchschuiUsr 
aieu  mit  der  Ebene  der  Sonnenuhr  die  erstem  sind. 

Es  seien  also  il,  Jff,  Cy  D  diese  vier  Ebenen,  so  hat  man: 

aln.  c,  a        sin.  d,  a       .  sin.  C,  A  .    sin.  D,  ▲ 
ein.  c,  b    "    sin.  d,  b       "  ein.  C,  B   *  sin.  D,  B  * 

Ha  Winkel,  welche  die  vier  Ebenen  A9  B,  C\  D  unter  stob  Wldeus 
lad  bekannt ,  weil  diese  Ebenen  den  vier  bestimmten  Stunden-  eut* 
Brechen;  die  zweite  Zahl  ist  also  eine  bekannte  Grösse  *. 

Man  sieht  mithin  schon,  dass  untre  Gleichung  zur  Bestimmung 
er  Richtung  der  Linie  d  dient,  nnd  dasa  sie  also  die  Aufgabe  löst. 


•»■lutea  der  Algèbre  ablegte*  ;  bei  den  Neuer»  Mi  tust  letstta  Jahihanilert, 
•  Newtoa  und  Maclanrin  den  Calcul  aar  aagera  and  aur  dann  anwandten, 
aaa  er  uarenneidlich  wurde. 

Welches  ift  die  Ursache  dieser  aattchliesslichen  Richtung  der  BUHheaiati- 
bea  Studien  ?  Welches  war  ihr  Hinaus*  auf  den  Charakter  und  die  Port- 
britte  der  Wissenschaft  ?  Wir  wollen  nicht  versuchen ,  auf  diese  Fragen  aa 
it Worten ,  über  die  man  nicht  leicht  einstimmig  sein  dürfte.  Welche  aber 
ich  die  Meinungen  iu  Bezug  hierauf  sein  mOgen,  so  wird  auia  wenigstens 
cht  in  .Abrede  stellen,  da»s  es  nützlich  wire,  wenn  die  alte  Methode,  die  bis 
ibb  letzten  Jahrhundert  befolgt  wurde,  weiter  angeregt  aad  neben  der  neuen 
(»gebildet  würde. 


i 


AM 


.■;■-  <    ■!  MMHMM  alTOlrilr»,  mi 
H  MUfÉINll,    Treten«    die  dm  Linea*  j 
difi  funkten  n,   /",    >'    Irrd,    W>d    nmwi  J    dn 

d«r  EpnncMn*.  Luid  il  '■'t-en'i-    Um  *~*-*ttim| 

,    .1     wird    dUMlue  ■«in.    au    4»,     ,„    , 

roden   «,  »,  r,  <li  die   *ark<n;eke»de  GtoKku«   wird   »^ 

fugende  umwandeln  : 

-       *-,,•!»  i^  =  i  ..£ 

Da*  «weite    Glied    1*1    bekannt   and    dieee 
Lac«  dea  Punkte  A  erkennen  " 

MeewAnfluaunK  wird  ao< 
etxial«  mil  eiuer  der  beiden  Linien  «,  a 


,   denn  n 


da 
»  =  1.    und  dir  Ct« 


DM   M 

Punkt  .'  y 
IM  denu 
drei  Iwlieb 

riafadi,  i 


bekannt,    liât  l.t    e*  «nea  du  | 

>  dke  l.i>iia  d  aind   dnner  trllia, 
I  od    dir«    nOpmein«    C«n*tr 
andiene*  aekrauclK.    nt.   el 
irneo.   l»t,    vile    wir   aacedeale«  tit«,  , 
u   l)i  I-n  Ulra,  weten*  dl«  Kn 

.   iml'.i;   hit. 


\V»n  die  Uiiantiitt  b  hflrll),  dla  »kki  dienet  fa 
»her  Win  dm  Winkeln  at>hln;r,  welche  die  vier  ,*lan«< 
C,  />  unter  einander  bilden.  n>  let  aa  bdrfcl,  danaeeVai 
berechnen,  oana  die  trifuncmftritehmi  Unten,  nanjln  4 
la  gl W* ticken.  Zu  '!""  bde  clebe  nan  dnrrn  rinn 
gerade  bWi  «/►',    dia  aadtr  ade*  d 

krl   kildin,    ala   die   Ütirndeuebene»  ;   darauf   t.tkr   —  - 
Tran  er  er*  lie,    weicht   die*»   Linien    In   den    Pmalrn: 
tritt:  danu  vW   da«    •nliaraMiiilacae  VrrUltale«   4 
Ktrick  dem  der  vier  leeiien  eej  11 ,    an  da**  man  k*i 

,»*'  *  dy  "•■ 

DateM    Ul    der  Werlk   ton  n,    deaatn    *u«tn 
Yrreinfni  lit .    Wen»  in  111  die  Ti4n>vrr**tr  parallel  1 

iahten 


m*  ■■*  a 
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Seite  158.    §.  17. 

Die  Betrachtung  der  Eplcycloiden  geht  sehr  weit  aurfick,  weil 
■le  lu  dem  astronomischen  System  des  Ptolemfins  eine  grosse  Bolle 
spielen.  Aber  es  scheint  nicht  ,  dass  man  jemals  die  Natur  und  die 
Eigenschaften  dieser  Curven  geometrisch  untersucht  hat  Albrecht 
Dllrer  hat  sie  unter  die  Zahl  derjenigen  krummen  Linien  gesetzt, 
welche  er  durch  Punkte  zu  beschreiben  gelehrt  hat  und  deren  Ge- 
brauch in  den  con»  traf  rend  en  Künsten  nützlich  sein  kann;  aber  er 
■at  auch  weiter  keine  Eigenschaft  derselben  erforscht. 

Die  erste  Epicycloide,  deren  Natur  bekannt  war,  schreibt  «ich 
▼en  Cardan  her;  es  ist  die,  welche  ein  Punkt  der  Peripherie  eiues 
Kreises  beschreibt,  der  auf  der  eoneaven  Seite  eines  Kreises  von 
doppeltem  Radius  fortrollt  Diese  Linie  ist,  wie  man  weiss,  eine 
Gerade.  Cardan  hat  diese  Eigenschaft  bewiesen,  in  seinem  Buch 
Opus  novum  de  proportionibus  numerorum,  motuum,  etc.  (s.  prop. 
173,  p.  186). 

Sodann  hat  Hnygens  (1678)  gefunden,  das«  die  Enveloppe  der 
ReflexionsicelUn  in  einem  Kreise,  auf  den  parallele  strahlen  auf- 
fallen, eine  Epicycloide  ist,  die  durch  einen  Punkt  der  Peripherie 
eines  Kreises  beschrieben  wird,  wenn  dieser  auf  der  Concavität  ei- 
■na  erleuchteten  Kreises  hinrollt,  während  der  Radius  dieses  beweg- 
lichen Kreises  der  vierte  Theil  von  dem  Durchmesser  des  andern 
int  Hnygens  hat  die  Rectification  nnd  die  Quadratur  dieser  Curve 
gegeben  (*•  Tractatu$  de  lumine%  cap.  VI). 

Um  dieselbe  Zeit  hat  De  La  Hire  gefunden,  dass  die  Caustica 
von  Tschirn  hausen ,  welche  durch  die  Reflexion  von  parallelen  Strah- 
len an  einem  erleuchteten  Kreise  gebildet  wird,  auch  eine  Epicycloide 
fat,  die  man  erzeugt,  indem  man  eine  Kreisperipherie  auf  der  Con- 
▼ezittt  eines  andern  Kreises  von  doppelt  so  grossem  Radius  rollen 
lieet 

Diese  Curve  ist  genau  die  Evolute  von  der  des  Hnygens. 

Dieae  sind,  wie  ich  glaube,  die  ersten  Eplcycloiden,  von  denen 
man  einige  geometrische  Eigenschaften  gekannt  hat  Diese  Curven 
nahen  sich  spater  bei  mehren  andern  Fragen  nua  der  Phyvik  und 
Mechanik  gezeigt,  wo  sie  eine  merkwürdige  Rolle  spielen. 


Seite  814. 

Ciatraut  hat  vor  Euler  die  Curven  betrachtet,  welche  dieser  II- 
neae  affines  nennt;  er  betrachtet  sie  als  gegenseitige  Projectionen  von 
einander,  d.  b.  als  zwei  ebene  Schnitte  eines  und  desselben  Cy lin- 
ier*, und  nennt  sie  Curven  de  même  espèce.  Er  zeigt,  dass,  wenn 
die  Coordinaten  eines  Punkts  der  Einen,  bezogen  auf  zwei  Azen  In 
Ihrer  Ebene,  x  und  y  sind,  die  Coordinaten  de*  entsprechenden 
Punkts  in  der  zweiten  Curve,  bezogen  auf  zwei  Azen,  die  in  der 
Kbene  dieser  Curve  den  beiden  ersten  entsprechen,  von  der  Form 
jr/=ij»,  \z=/ny  nind;  woraus  sich  ergiebt,  dass  diese  Curven  von 
Clairaut  dieselben  als  die  von  Euler  sind.  (>•  Mémoires  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  Paris,  1731.) 


M 


»ut  dem  Celiraiicbr 

.     .tueme.    tir  » 
lata,    «lit  Frjiwta 

Ma ,  ouf  lafeU 

lien    KlRuruii    Mi*r*fllraj(*n 
■cliaftt-n  dtr  tpbarturfiao  Plgnrwo  m 

]**  Prlorin  dar  DuaUiftt  a.  I.  wird  wlpa 
Ki£iir  «»i  der  K«nel,    uumt   der  nw4«MMfw 
dt«  elastc   bekannte  wBr.  w»lc*»  «a  El«aaaa*MA 
r.tnUra  «ml  *<V»  frtMfrr  KrrW  der  a«a*l»aaaa 
Haft»   grtistttr   KrtUr  \m»é  PmtkU   fa  diaaar   **9l 
taraaata)    d««   »»«  ao*»«r   dleur   *arplc»«nrâr«a  r«ar, 
noch    uimiidlich    »irl»    oiidra    a*l    dar  Kaa*l   acta 
die-cllw  Klaen»rliriH  be.(l«o;  and  de- 
limi.art  dlaier  r'inureo,    nolar   drura  dit   -    if'iaiall 
nundrer   Kall  Int. 

AUo  können  wir  «aeen ,    da*»  dla  hddaa  T*ilail|lw  *•»  ■ 

und    ier    IlooiuKrapbU    riua    wafcraafl    ratM»*tta    «Mta4a  M 

um    dia  EtEruacIndteii    ei.roer  Viftna   ■■(  »paariast*   Km» 

■  1.     mil  Kitirm   Wirri,    di«    l~ 

IHaaar  Ti.ni  dar  wn-ra«»*«  «»a  dtr   lu   IMiiaai.  kaaa  fa- 
aebr  ■cbnellc   und  kickte  Foilx  hriit*  attEhae. 


Boita  *<t 

Die  beiden   l'oriiflirn  der  ebenem  GaaMtriE,    wetek*  »•■  *«  • 
Geont.lrie    dreier    Mifwni-Io.e»:    »(r<iMI  kl 
uiiatiicen  auf  ilrr  Sn^rl.     Ka  alnd   i 

Partant,     ffm  n/*iMf  *«/'  ■(-  r  ■ 

I*  u-"t  1",  UHif  sirrt  JM-fen,  uv/i-ke  .feu  BV^-a  PI"  I 
/■en.  «tu    auf  tlitten  teidt*  BOf  en  nrhmr  ■ 
ftaAff  O  «"'»«■  : 

HVnn  Hua  rvm Jtit^m  Funkt  rinn  ßrttMmn  fcfw)  *•>•*  I 
nue*  ■(«  J*B»*lra  P  tuuf  I"  «Mal,   trrtra*  mfwrfir*  dw  ■ 
*«J  ICH'  ■■  .Ina  frriaVn  fk-riAfr»  S  u»J  »'  Irr*"™ 
mir*/  tlm*utUitt*  i,  u   da«Y»  Ma»< 


•In.  m 


-+l  . 


■ 


i"  Poii-na.      Kl  i't'n   «*f  if/i 
■■'<■*,  Jl«  (fr*  t-,  ?"  ■ 
».yci  reiffrlirt  r«  .  . 

HVaa  aa.ia  «w  einen  *'*»»'•'<    •*■ 
ifertra  f.'U»r.   der  »V«  oWitr»  i 
frl/T,   m  m-W  mmn  a»r*l  «Maa^^^H 
-i...  »  muh  lawairr  a  al  : 

•In.  Oa 

«la.  Sa  »in.  1 
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Seite  299. 


Nachdem  die  Note  VU,  über  das  Werk  De  lineis  redis  se  in- 
rem  secantibus  statica  construetio  von  J.  Ce  va,  schon  gedruckt 
ir,  erschien  das  24ste  Heft  des  Journal  de  V école  Polytechnique, 
>riu  sich  ein  Memoire  von  Coriolts  findet,  betitelt:  Sur  la  Theorie 
st/iomens  considérés  comme  analyse  des  rencontres  des  lignes  droites, 
riches  denselben  Zweck  hat,  als  dieses  Werk  von  Ce  va.  Coriolis 
weist  darin,  durch  die  Theorie  der  Elemente,  mit  wenigeu  Wor- 
n  and  ohne  Rechnung  solche  Theoreme,   wie  die  sind,   welche  sich 

der  Theorie  der  Transversalen  von  Caruot  finden;  nur  dass  sie 
er  eine  grössere  Allgemeinheit  haben.  Man  bemerkt  darin  beson- 
rs  einen  Beweis  für  die  doppelte  Erzengang  eines  Hyperboloids 
it  Einem  Fach  durch  eiue  gerade  Linie. 


Seite  322. 

Nach  dem  Artikel  12  ist  hinzuzufügen: 

12  bis.  Es  folgt  aus  dem  Theorem  12,  dass,  wenn  man  drei 
ysteme  von  zwei  Punkten  A,  -41,  B,  Bl  und  C,  Cl  hat,  welche  die 
irmonisch  conjugirten  zu  zwei  festen  Punkten  E,  F  sind,  dass  die 
>chs  Punkte  A,  Al ,  B,  Bl,  C,  Cl  in  Involution  sind. 

Denn  es  sei  O  der  Mittelpunkt  des  Segments  EF,  so  hat  man: 

OA.OA1  =  OE2;  OB.OB1  =  OE2;    OC.OC=ÜF. 

;»  bilden  also  die  sechs  Punkte  A9  Al9  B,  H1,  C,  C1  eine  Invola- 
ion  (Art.  12). 


Seite  422.     Art.  27. 

In  einem  Memoire,  welches  zum  Titel  hat:  Untersuchung ,  be- 
reffend die  Frage  nach  einem  Mittelpunkte  nicht  paralleler  Kräfte, 
tat  Minding,  Doctor  an  der  Universität  zu  Berlin,  ein  merkwürdiges 
Theorem  bewiesen,  'Welches  eine  neue  Eigenschaft  der  beiden  ex- 
rentrischen  Kegelschnitte  einer  Oberfläche  des  zweiten  Grades  lie- 
fert.   Es  ist  dieses  Theorem: 

„Wenn  die  Kräfte  eines  Systems  so  angenommen  werden,  dass 
He  sich  glicht  das  Gleichgewicht  haitat ,  und  wenn  man  sie  um  ihre 
respectiven  Anheftungspunkte  drehen  Idsst,  ohne  ihre  gegenseitige 
Neigung  zu  verändern ,  so  giebt  es  unendlich  viele  Lagen  des  Systems, 
In  welchen  alle  Kräfte  durch  eine  einzige  Resultante  ersetzt  werden 
kennen.  Die  Richtung  dieser  Resultante  schneidet  immer  die  Um- 
fange einer  Ellipse  und  einer  Hyperbel ,  welche  in  zwei  auf  einander 
senkrechten  Ebenen  liegen,  und  welche  eine  solche  Beziehung  zu 
einander  haben,  dass  die  Brennpunkte  der  einen  mit  den  Scheiteln 
der  andern  zusammenfallen. 

Umgekehrt  kann  jede  Gerade,  welche  einen  Punkt  der  Ellipse 
mit  einem  Punkt  der  Hyperbel  verbindet ,  als  die  Richtung  der  ein- 
zigen Resultante  für  eine  bestimmte  Lage  des  Systems  betrachtet 
werden.  "    (S.  Compte  rendu  des  séances  de  l'Académie  de  scicnccv 
dt  Paris,  1835,  p.  282;  und  Crelle  tnath.  Jourtu  *.\t^ 

Ctocfc.  der  Geom.  4tfc 


* 


658 

Indem  man  die  beiden  in  Hede  stehenden  Curven  als  die  Gm» 
seil  einer  Reihe  von  Oberflächen  des  jsweiteu  Grade«,  die  alle 
eine  und  dieselbe  developpable  eingeschrieben  sind  (.*•  £•  *31), 
trachtet,  so  wird  man  auf  die  \ermuthung  geführt,  dass  da»  Tto- 
rem  von  Minding  nur  ein  besondrer  Fall  eines  allgemeinem  Theorcn 
ist,  in  welchem  diese  Oberflächen  des  zweiten  Grades  eine 
spielen,  die  denen  der  Kegelschnitte  analog  ist. 


Statt  x.  B.  anzunehmen,  dass  alle  Kräfte  des  System*  un  ï 
Anhcftungspunkte  solche  Richtungen  erhalten,  dass  sie  eine  chu* 
Resultante  haben,  nehme  man  au,  dass  die  kleinste  Koppel,  it  lt- 
zug  auf  jede  Lage  des  System« ,  einen  gegebenen  Wert  h  hat  (.der  fir 
den  Kall  einer  einzigen  Resultante  Null  wird!-,  und  frage,  weiche 
fur  die  Axo  dieser  kleinsten  Koppel  oder  für  die  Central- Axt  étr 
Momente  die  Lage  im  Räume  sein  wird.  CS.  E'einrns  de  «fofiftf 
von  Poiusot,  Gtc  Ausgabe,  p.  350.")  Das  Resultat  dieser  Untern- 
chung  m  us  s  nothwendig  eine  Verallgemeinerung  des  schönen  Theo- 
rems von  Miudiiig  liefern  und  vielleicht  werden  die  Oberflächen  4ei 
zweiten  Grades  darin  die  von  uns  angedeutete  Rolle  spielen. 

Diese  Theorie  eines  Systems  von  Kräften,  die  sich  am  ihre  Ae- 
heftungspunkte  drehen,  während  sie  ihre  Grösse  und  ihre  gegensei- 
tige Lage  beibehalten,  lässt  eine  grosse  Erweiterung  zu  und  Un 
zu  mehren  interessanten  Aufgaben  Gelegenheit  gehen,  weno  ■» 
dariu  die  Betrachtung  der  Centralaxe  der  Momente  einfuhrt,  stitt 
sich  auf  den  besonderu  Fall  einer  einzigen  Resultante  zu  he$cbräi- 
ken.     Zum  Beispiel: 

1)  Wenn  die  Centralaxe  der  Momente  parallrll  mit  einer  aid 
derselben  Linie  bleiben  soll,  welches  wird  die  cyliu-JrM.e 
Ohcrflüchc  sein,  die  sie  beschreibt? 

2")  Wenn  sie  parallel  mit  einer  Ebene  bleiben  soll.  wcJr>« 
wird  die  Krumme  Oberfläche  sein,  die  sie  in  allen  i'-rn- 
Lagen  berührt? 

3)  Wenn  sie  immer  durch  einen  Punkt  geben  soll,  wr!« be- 
wird  die  konische  Oberfläche  »ein,  die  sie  beschreibt? 

4)  Wenn  sie  immer  in  einer  gegebenen  Khene  liefen  su'-*, 
welches  wird  die  Curve  sein,  die  sie  einhüllt? 

Wir  können  um  in  diesem  Augenblick  nicht  mit  dieser  Art  von 
Untersuchungen  beschäftigen:  wir  führen  sie  nur  an,  in  der  Hoffiinic. 
dass  sio  das  lüteresse  einiger  Leser  anregen  wird. 


Seite  430.     §.  45. 


Es  hat  berühmten  Geometern  geschienen,  da**  ein  solcher  Be- 
eis  Schwierigkeiten  darbieten  musse  und  vielleicht  über  die  Hfllfe- 
ittel  der  Syntbesls  hinausgehet) 

Die  beiden. verallgemeinerten  Theoreme  lassen  eich  aus  den  bei- 
»n  besondern  Fällen,  die  in  den  SS»  41  und  43  ausgesprochen  sind, 
ermittelst  eines  andern  Theorems  ableiten,  das  ebenfalls  eine  schöne 
igenschaft  der  Oberflächen  zweiten  Grades,  welche  dieselben  ex- 
m  tri  seh  en  Kegelschnitte  haben,  enthält.  Wir  begnügen  uns  hier  mit 
*r  Anführung  dieses  Theorems: 

Wenn  mehre  Oberflächen  des  zweiten  Grades  A,  A1,  A11  11.4.10. 

XeseXben  excentrischen  Kegelschnitte  haben ,  so  lasse  man  um  einen 

feien  Punkt  eine  Transversale  drehen ,  welche  die  eine  von  ihnen  A 

i  zwei  Punkten  a,  a1  trifft ,  und  trage  auf  der  Transversale  vom 

D« 
unkt  S  aus  ein  Segment  Sm  =  â . auf,  wo  wir  D  denjeni- 

9a  ——  Sa 

m  Durchmesser  dieser  Oberfläche  A  nennen ,  welcher  parallel  mit 
fr  Sehne  aa1  ist  und  worin  â  eine  Constante  ist;  dann  wird  der 
ndpunkt  m  dieses  Segments  auf  einer  Oberfläche'^  liegen ,  die  ihren 
Uttelnunkt  im  Punkt  S  hat  ; 

Für  die  andern  Oberflächen  A1 ,  A11  u.  s.  w.  wird  man  auf  ahn- 
che  Weise ,  mit  andern  Constanten  <P,  âli  u.  s.  «?.,  andre  Ober- 
Sehen  2T1,  211  u.  s.w.  bilden; 

Alle  Ober  flächen  Jf,  2>,  2>x  u.  s.  w.  werden ,  der  Richtung  nach, 
ieselben  Haupt  a  x  en  haben  ; 

Und  man  wird  die  Constanten  âl ,  âli  u.  s,  w.  so  wählen  können, 
%ss  sie  auch  dieselben  excentrischen  Kegelschnitte  haben. 


Seite  519. 

Die  Formel 

Cn  —  2)a*— (n  —  4)  a 


eren  sich  die  römischen  Feldmesser  zur  Berechnung  der  Fläche  ei- 
es  regelmässigen  Polygons  von  n Seiten  bedienten,  ist  die,  welche 
ie  Polygonalzahlen  der  (it — 2)ten  Ordnung  ausdruckt. 

Diese  Polygonalzahlen  waren  bei  den  Alten  sehr  bekannt;  man 
ndet  sie  in  den  Werken  des  Nicomachus,  Jamblicus,  Theon,  Dio- 
hantus  und  in  der  Arithmetik  des  Boëtius,  wo  sie  einen  bedeuten- 
en  Platz  einnehmen.  Dieses  ist  der  Ursprung  dieser  Formel,  wel- 
lte von  den  lateinischen  Schriftstellern  angewandt  wurde  und  die 
on  ihnen  nur  als  approximativ  betrachtet  sein  kann.  Aber  die  An- 
äherung  ist  sehr  roh  und  beruht  auf  keiner  wirklich  geometrischen 
etrachtong. 


9)  Legendre,  Memoire  nr  P  attraction  do»  ottipooUoê,  !■  den  Wmoireê 
ttAcedimio  dos  otUmcoo,    1788,   p.  488.  —     Potooe,    Notoomrhmi 
ont  do  rotation  d'un  corps  êoKdo;    1834. 


ttiVMto  nnwaw  w*  M»fa«Ia,  iw  w*  lutk  te>  Wert  r«- 

hMWttMMW  WW,    WM   «M  M  «fem  Um  VrfttWH 
MUM   «M  MUU    nfHrt  tat,    WWM  VtB    dlf-»*«i   Vrtf»«r  m 

IMm  &nhM  «m  4t*a  taon  enta»  WaAn  lier  tu..b  m« 


«m  ta  «m-  Ffgar  ni  ta  Tut  fera»  itahetnkai  «h'h«i. 

Wir  IMm   Md  m  taunita  (Meta  Mmni  ter  *V«-v  i 
fftat  m  nawjtmM.  la  «hwr  «ehrttltar  MnKw.  nifewi 
■wcnwtk— g   mm   JWNliHiM    npwuA    itnd,    mi   née 
Mtamni  awlautan    nwet  caMntrieetan  Krr-ri    * 
DIbm  Hchrift  flndet  ulrh   In    einem  Maniimrrlpt    an«    1rs    Uta  JnV- 
bindert,  bluter  dam  Briefe  Gerber!'*  nn  Coo-tmin   Cher  «nr«—- 
tiM  einer  Htaawbkngel.  IMamttcrUi  oV  I*  UNMMfM  efeCtarem) 


atatt  don  SaUee:  „Wenn  nu  diene  Cnlaninea  tat  wa 
und  sieb  nicht  nw  don  Gebrauch  eines,  xn  die*er  Art  vnm  Km 
vorbereiteten  TaMeaui  bni  binden  wallen,  m  tat  nana  * 
vielleicht  nur  da  stoben  lasirn.  wo  «ich  Nullen  tnndrni  an  dl 
dun  «wei  kleine  vertikale  Striche  (die  eine  Cetamne  baUM 
Stelle  der  Null  vertreten",  mm  mnn  dieecn  anhntitnfm:  . 
man  diene  Coluanen  hat  weslaaaeu  nnd  »ich  «lebt  nn  den  0 
•Inen,  nn  dicter  Art  von  Rechnung  vorbereiteten  TtMi  n»  I 
den  wolle«,  bit  man  dieselben  vielleicht  nnr  da  wehe«  Um 
Rieb  leere  Stellen  fanden,  nc  dai*  aUdana  »wei  kleine  » 
Striche  (die  eine  Columne  bildeten)  eine  leere  Stellt  aadnvant 
dit  Stelle  der  srg  eu*- artigen  Null  vertraten." 


Seite  U8  tud  539. 

Daa  roembularimm  von  Nr«lor  Dionvilo*  Riebt  dem  Werl  ata 
nu  Miendc  Bedentuni::  TiitlU  ««7*t  *■*  dscmpImli—M  dtaf:  *•» 
nu  dirtm  ett  </"'■  rtinm  I;m«  detHptmtio.  (A»***«  ve*  HM.  *ea* 
dl|,  In  fol.).  Diene  Melle  *cblirul  »frb  velUUtals  M  annre  Ate 
le*  an«  von  At>*nu  an  nnd  dürfte  in  beweinen  acheta«,  da«  ■ 
ISten  JahrhDDderl  die  BrdeulUDK  dieaee  Werte  neen  ndent  fnfteN 
mangen  war,  u  wie  wir  m  aetaa  nach  «harr  WH  dar  JMM 
'ArfM  «WtrUle  «na  \nutax  untnwunn.  M«, 


Wir  sagten,  dass  Gerbert  erkannt  habe,  daaa  die  auf»  Dmed 
bezügliche  Formel  nicht  genau  wäre,  und  das«  er  versucht  habe,  rie 
als  eine  approximative  Formel  zu  beweisen;  dass  aber  sein  Bimw 
nement  zu  der  Formel 


hätte  führen  müssen,  welche  wirklich   die  Annähe rungsforael 
die  Annäherung  ist  um  so  grösser,   je   kleiner  die  lineare  Enlri 
ist,  welche  dem  Ausdruck  der  Seite  a  zu  Grunde  liegt. 


Seite  534. 

Die  Worte  pagina  und  paginula ,  die  wir  durch  das  Wort  &- 
lumne  übersetzt  haben ,  was  uns  zu  einem  klaren  Verständnis«  es) 
Textes  von  Boêtius  geführt  hat,  werden  von  diesem  Verfasser  ■ 
16ten  Kapitel  des  4ten  Buch  seines  Werks  über  Musik  angewuA, 
wo  sie  gauz  offenbar  dieselbe  Bedeutung  haben.  Die  Colamnen  wer- 
den in  der  Figur  und  im  Text  durch  Buchstaben  angezeigt. 

Wir  finden  noch  eine  beinahe  gleiche  Bedeutung  der  Worte  ss- 
plna  und  paginula  in  einer  Schrift  über  Astronomie ,  wo  sie  bei  4er 
Beschreibung  eines  Astrolabiums  angewandt  sind,  um  den  Zwi- 
schenraum zwischen  zwei  conccntrischen  Kreisen  zu  bezeichnet* 
Diese  Schrift  findet  sich  in  einem  Manu  script  aus  dem  Uten  Jahr- 
hundert, hinter  dein  Briefe  Gerbert**  an  Constantin  über  die  Con«trtc- 
tiou  einer  Himmelskugcl.  {Manuscrits  de  la  bibliothèque  de  Chartret.) 


Seite  535. 

Statt  des  Satzes:  „Wenn  mau  diese  Col  um  neu  hat  wecla*«ea 
und  sich  nicht  an  den  Gebrauch  eines,  zu  dieser  Art  von  Rechnung 
vorbereiteten  Tableau  s  bat  binden  wollen,  so  hat  man  dieselben 
vielleicht  nur  da  stehen  lassen,  wo  sich  Nullen  fanden;  so  das.«  al>- 
dann  zwei  kleine  vertikale  Striche  (die  eine  Col  um  ne  bildeten)  die 
Stelle  der  Null  vertraten",  muss  man  diesen  substituiren:  ..Wen« 
man  diese  Coluinncii  hat  weglassen  und  sich  nicht  an  den  Gehraoch 
eines,  zu  dieser  Art  von  Rechnung  vorbereiteten  Tableaus  hat  bin- 
den wollen,  hat  man  dieselben  vielleicht  nur  da  stehen  lassen,  wo 
sich  leere  Stellen  fanden,  so  dass  alsdann  zwei  kleine  vertikale 
Striche  Cdic  eine  Columne  bildeten)  eine  leere  Stelle  audeuteteo  nnd 
die  Stelle  der  gegenwärtigen  Null  vertraten.  *' 


Seite  538  und  539. 

Das  Vocabul  avium  von  Nestor  Dionysius  giebt  dem  Wort  .16«- 
cus  folgende  Bedeutung:  Tafteita  super  qua  decuplationes  fiunt:  Aha- 
eus  dicta  est  quin  etiam  iftsa  décuplât io.  (Aufgabe  von  1496,  Vene- 
dig, in  fol.).  Diese  Stelle  schliefst  sich  vollständig  an  uusre  Auf- 
legung von  Abacus  an  und  dürfte  zu  beweisen  scheinen,  dass  ist 
15ten  Jahrhundert  die  Bedeutung  dieses  Worts  noch  nicht  verloren 
gegangen  war,  so  wie  wir  es  schon  nach  einer  Stelle  der  Biblio- 
thèque historiate  von  Vignicr  vermuthet  haben. 


en 


Seite  544. 

Beweist  dieses,  das*  sie  dieses  indische  System  durchaus  nickt 
>.kannt  habcnl  Es  ist  eine  Unachtsamkeit,  die  in  der  Uebereilung 
»  Drucks  lag ,  dass  wir  deu  Ausdruck  indisches  System  gebraucht 
iben,  statt  System  des  Abacus  zu  sagen.  Es  ist  offenbar,  dasa 
ir  beabsichtigt  haben  zu  beweisen,  dass  die  Behauptung  von  Bo6- 
18  nicht  zulässig  wäre,  d.  h.  dass  das  Zahlensystem,  welches  er 
iseinandersetzt ,  von  den  Pythagoräern  habe  gekannt  sein  können, 
fe  er  es  sagt:  und  dieses  System  war,  wir  wiederholen  es,  nicht 
man  das  der  Inder,  d.  h.  unser  gegenwärtiges;  es  unterschied  sich 
»er  davon  nur  durch  das  Fehlen  der  Null  und  durch  den  notw- 
endigen Gebrauch  der  Columnen,  welche  die  Stelle  der  Ziffern 
.zeichneten. 

Dieses  System  war  im  Grunde  nur  die  geschriebene  Darstellung 
»  Zählbretts ,  das  hei  den  Römern  unter  demselben  Namen  Abacus 
Jcannt  war.  Es  bestand  aus  parallel  neben  einander  gespannten 
:hnüren;  auf  jeder  von  ihnen  konnte  man  9  Kugeln  hingleiten  laa- 
n,  die,  in  Gruppen  zusammengefügt,  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6, 
,  8  und  9  darstellten:  die  erste  Schnur  war  die  der  einfachen  Ei- 
fr,  die  zweite  die  der  Zehner ,  die  dritte  die  der  Hunderte,  u.s.w.f. 

Man  sieht,  dasa  der  gezeichnete  Abacus  kein  andrer  war,  als 
rr  manuale  Abacus:  die  Columnen  stellen  die  Schnüre  dar  und  die 
ran  Charaktere  (oder  Ziffern)  repräsentiren  die  neun  Zusammen- 
ellungen  von  Kugeln,  die  man  auf  jeder  Schnur  bilden  kann. 

Der  Ueberjgang  vom  manualen  Abacus  zum  gezeichneten  war 
iher  sehr  natürlich  und  erforderte  keine  Anstrengung  des  Geistee; 
id  mau  würde  nicht  anstehen,  die  Ehre  davon  den  Römern  zu  ge- 
;n,  wenn  nicht  Boêtius  es  dem  Pythagoras  zuschriebe.  Es  ist  die- 
r  Name  des  Pythagoras,  welcher  in  den  Augen  einiger  Personen 
»n  stärksten  Einwurf  gegen  nnsre  Auslegung  der  Stelle  bei  Boêtius 
îrvorruft;  denn  man  will  nicht  zugeben,  dass  Are  hin  odes  und 
pollonius  von  diesem  Zahlensystem ,  das  Urnen  die  Idee  des  Stei- 
nte er  ths  der  Ziffern  geben  musste,  Keuntniss  gehabt  hätten. 

Aber  schon  mehre  Schriftsteller  haben  gemeint,  dass  die  Grie- 
len,  selbst  zur  Zeit  des  Pythagoras,  die  Maschine  zum  Zählen, 
e  wir  so  eben  unter  dem  Namen  des  Abacus  der  Römer  beschrle- 
îu,  kannten;  denn  diese  Maschine  findet  sich  bei  allen  Völkern  schon 
i  frühesten  Altertbum.  10)  Nun  ist  aber  diese  Maschine,  wie  der 
»rühmte  Humboldt  ")  bemerkt ,  auf  das  Princtp  von  dem  Stellen- 


m 

10)  Piete  Maschine  iit  der  Suanpan  der  Chinesen.  Sie  wurde  nicht  allein 
mehren  Theilcn  Aliens,  fondera  auch  in  mehren  andern  Gegenden  der  Erde, 
»i  den  Ktruskern ,  in  Aegypten  und  Peru  gebraucht.  S.  dai  Memoire  von 
lex.  von  Humboldt  im  4ten  Bande  de«  mat  he  m .  Journals  von  Crelle,  p.  206, 
iter  dem  Titel:  lieber  die  bei  verschiedenen  Völkern  üblichen  Systeme  von 
ahleeichen  und  über  den  Ursprung'  des  Stellenwerthes  in  den  indischen  Zahlen. 

Man  findet  diete  Matchine,  fei  et  die  der  Chineten  oder  die  der  RSmer, 
mehren  Werken  dargestellt.  (8.  Veiter,  Herum  augustanarum  vindeHcarum 
nH  octo,  Venedig  1593,  in  fol.,  p.  268.  —  La  Loubere,  Du  Royaume  de 
am,  Parit  169 1 ,  2  Vol.,  in  12.  —  Du  Moli  a  et,  Le  cabinet  de  la  NUfo- 
emue  de  St.  Geneviève,  Parit  1602,  in  fol.,  p.  23.  —  Hager,  An  erplana 
90  afthe  Blementary  Characters  ofthe  Chinese,  Lome,  1801,  in  fol. 

11")  8.  dat  voa  Humboldt  angeführte  MemoAt«. 


werth  der  repräsentativen  Zahlreichen  gegründet.  Sie  sont» 
eben  so  gut,  wie  der,  von  BeëUus  angefahrte,  jevrtrhnetê 
dem  Archimedes  und  Apollonius  die  Idee  des  SteUtnwertkê 
eine  Idee  übrigens,  welche  diese  beiden  cnrtttn  Mimer 
toben,  weil  sie  dieselbe,  wie  wir  gesagt,  der  erste  auf 
Octaden,  der  aweite  auf  seine  Tetroden  angewandt  haben. 
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Seite  60& 

Man  hat  unter  dem  Namen  des  Sacro  Bosco  ein  Werk  über 
AlgorUmu*  gedruckt,  anter  dem  Titel:  Aigarismms  domhU 
Je  Sacro  Bosco ,  noviter  impressum,  Venetiis  1523,  in  4* 
Werk  ist  nicht  von  Sacro  Bosco,  dessen  Behandlang  der  ArfunmmV 
in  Versen  geschrieben  ist;  sondern  es  ist  dasselbe},  als  das,  «sV 
ohes  Cliehtoveus  unter  dem  Titel:  Optucnlwtm  de  prmxi 
quod  Algoristnum  vacant,  hat  drucken  lassen. 

Dieses  Werk  unterscheidet  sich  nur  wenig  von  den  anders; 
nichts  desto  weniger  verdient  es  bemerkt  sa  werden.  Der  Verfem* 
achreibt  vor ,  einen  Punkt  oberhalb  der  Ziffer  der  Tmmetmde  n 
len,  um  sie  von  den  andern  su  unterscheiden;  sodann  eben  st 
Punkt  oberhalb  der  vierten  Ziffer  nach  der  der  T aasende,  «si  m 
weiter  fort  oberhalb  der  Ziffern  von  vier  so  vier.  Dieses  suri,  um 
man  sieht,  die  Tetraden  des  Apollonius,  welche  in  dem  gegsawftnV 
gen  System  auf  die  Abtheilungen  von  drei  Ziffern  reducirt  srni,  vut 
wir  eine  Zahl  nach  Abtheilungen  von  drei  Ziffern  benennen,  Wen 
wir  uns  der  Worte  Einer  ^  Tausende,  Millionen,  Billionen  v.  s.w. 
bedienen.  Für  den  Punkt  hat  mau  Striche  substitüirt,  welche  die* 
Abteilungen  von  drei  Ziffern  sondern. 

Man  fiudet  auch  die  durch  einen  Punkt  markirten  Tétrades  m 
dem  arithmetischen  Werk  von  Purbach  :  Algorithmus  G.  Peurbeckä 
inintegris,  Viennae  1515,  in  4. 
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Empfehlenswerthe  Werke ,  welche  bei  un»  und  in  allen 

Buchhandlungen  zu  haben  sind: 

Enclidis  elementor.  YI  libri  priores  et  XI.  textnm  e  Pey- 
rardi  recensione,  in  nsnm  gymnas.  edidit  glossarioque  in- 
struxit  J.  G.  C.  Neide.     8  maj.  1825.        1  Thlr.  6  Gr. 

~-  $lûge(,  3-  ©.  2$.,  Anleitung  gut  ebenen  Trigonometrie,  na$ 
neuerer  Metfcobe  bearbeitet/  nebfi  elementaren  SbtyanMungen 
ber  Sogaritbmen  unb  Sammlungen  trigonometcifc&er  Aufgaben. 
Mit  $o(jf4n.    gr.  8.    1829.  12  Sr. 

©at&/  3.  6.,  allgemeine  ®r6fjen(ebte ,  namentlich  bie  2e$re  non 
ben  8Sei&ältntffen  unb  Proportionen  nad)  Suctfb'é  unb  neuen 
Xnpdjten.    gr.  8.     1820.  12  ®r. 

Stämi,  2.  $.,  Sebrbud)  ber  Meteorologie.    3  JBinbe. 

lr  »anb.    Mit  3  [itbogr.  Stafeln.  gr.  8.  1831.   2  2$(r.  12  Sr. 
2r  S5anb.    Mit  3  (itbogr.  Safein.  gr.  8.  1832.  3  3tyr. 

3r  S3anb.    Mit  3  (itbogr.  2afe(n.  gr.  8.  1836.  3  2ty(r. 

—  SBoilefungen  über  Meteorologie,    gr.  8.    1839. 

—  Se^rbud)  ber  (Srperimentatp^ft!.    Mit  3  lit&ograpb.  SEafefo. 

gr.  8.    1839.  1  Styr.  18  6r. 

jDttemann,  $.,  Materialien  für  ben  bfurijtifc&en  Unterricht  in 
ber  ©eomeirie.  3ur  9>rioatfcefcbäfttqung  ber  ©$ûfer  in  ben 
@e(ebrtenfc^u(en.     Mit  Tupfern.     8.     1827.  15  (Sr. 

Gebauersche  Buchhandlung. 


Im  Verlege  1er  UaUraeidkeetcm 
tiid  eachstekeede  enpfekleeswerte  Werke 

med  im  allen  BncUaedlmngee  m  hafcea  : 

Qttmt,  t.  %.,  •nrabrff  kr  JtrvfcSftrabt  für  amtlp  ■ 
JhbotantmUtt    Stft  11  «pfrtnf.  8.  1830.    1  Sjb.  12  1 

—    2i$rin<&  te  gefammt«  Dtinrrologfr.    2ft  eetfeerb.  I4h| 
ttit  10  Äpfnt    8.    18S7.  1  2|Ci  12  0 


Sctgorp,  S).,  t$f*retff<bipraftif<b«  ml  btf<brrfbt»bf 
bit  meû}anif<&ro  flBiffaiftaftrn,  nao)  bec  3fni  ZefU§f 
CngL  nnb  mit  Xnaurf.  uni  3ufd|m  Me  3»  8-  tt.  2)W  ttc  fi 
2  Bbt  mit  58  Jtupfrro.    gr.  8.    1828.         8  2*lr.  12  • 

$et),  9.»  Xnfanglgrûnbe  b«  «ngmaebCfn  9tattmai3.  9 
8  Jtnpfettaf.    8.    1789.  1  2* 

Kimts,  L.  F.,  Untersuchungen  über  die  ExpeesTkraft  ds 

Dampfe  nach  den  bisherigen  Beoach langen.    gr.  8.    l££ 

I  Thi- 

Kästner,  K.  W.  C,  vergleichende  l>ber*irkt  d^»  Stssme 
der  Chemie,     le  Abth.    gr.  4.     1821.  1  Tklr.  M  b* 

^erronée'*  SSrrfr,  entbaltrnb  bie  Srfcbrrfbun*  trr  C=r»i^ 
nnb  SSauartrn  brr  Brùcfrn,  Jtandtr  unb  S3<iJ?rr:ri:inuri  =. 
au*  b#m  granj.  ûbrrfrtt,  nrbjt  Anfang:  Urbrt  tsf  S«':*« 
b«l  SBrftimmung  brr  Xbirnffuniirn  nru  ju  cttauenNr  f  :s£r 
ton  3.  g.  ffi.  Dietlein.    9Rit  54  Jtpfrn.    gr.  4.     ISS 

Raupaa)/  g./  ©runbrip  brr  Drnamif,  ober  bir  rasrtcrsxtrJ 
8rbtr  t>on  brn  SBirfunqrn  brr  Jtrifrr  auf  ^nnftr  unî  **i 
temegrnr  fRaffm.     SWit  Jtupfrrn.     $r.  8.     1819.         1  2*z 

Cfucfero,  ©.,  Cfpflrmatiftbe  Cncrflepibir  unb  ÜRrtbetaff»  br 
tbeorrtiftrn  9îûtutroi(Trnf*ûflrn.  gr.  8.    1839.     1  i*Lz    li  fr 

C.  ^.  Schwetschke  und  S»fe. 
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